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微积分是大学数学教育中最重要的基础课.经过三百多年的 
发展，这一课程的基本内容已经定型，并且已经有了为数众多的 
教材（其中不乏优秀之作）_但是，人们仍然感到微积分的教和 
学都不是一件容易的事.究其原因，恐怕与这门学科本身的历史 

r 

进程有关. 

微积分这座大盧是从上往下施工建造起来的.微积分诞生之 

初躭显示了强大的威力，解决了许多过去认为是髙不可攀的困难 

问題，取得了辉煌的胜利.创始微积分的大师们着眼于发展强有力 

的方法，解决各式各样的问题.他们没有来得及为这门新学科建 

立起经得起推敲的严格的理论 基础. 在以后的发展中，后继者才 

对逻辑的细节作了逐一的修补.重建基础的细致工作当然是非常 

重要的，但也给后世的学习者带来了不利的影响.微积分本来是 

一 件完整的艺术杰作，现在却被拆成碎片，对每一细部进行详尽 

的、琐细的考察.每一细节都弄得很清楚了，完整的艺术形象却 

消 失了. 今日的初学者在很长一段时间里只见树木不见森林，在 

微积分创始时期刺激了这一学科飞速发展的许多重要的应用问 

题，今日的初学者却几乎一无所知，因为这些应用往往涉及到微 

分方程，而微分方程则要等待到漫长的学究式的考察完成之后再 
到另一门课程中去学习. P . Lax , S . Burstein 和 A . Lax 在他们 

合著的《微积分及其应用与计算》(有人民教育出版社出版的中译 
本)序言中批 评道： “传统的课本很象一个车间的工具 帐:， 只载明 
这儿有不同大小的锤子，那儿有锯子，而刨子则在另一个地方， 
只教给学生每种工具的用法而很少教学生将这些工具一起用于构 
造某个真正有意义的东西”. 


1 


虽然越来越多的人认识到分析教学中的这一缺憾，但要改变 
这一状况也并不容易的：因为数学分析在漫长的岁月中已形成一 
，个庞大的知识体系，牵一发而动全身，任何改动都必须作全局通 
盘考虑，稍有疏忽就难免顾此失彼. 

本书的前身是北京大学数学系《数学 分析》 基础课教学改革实- 
验讲义.改革方案的基调是 s 强调启发性；强调数学内在的统一 
姓> 重视学生能力的培养 • 

我们希望尽可能早一点让初学者对分析的全貌有一个轮廓的 
印象，尽可能早一点让初学者学会用分析的方法去解决问题.为 
了达到这一目的，我们在准备好基础之后，不拘泥于每一细节的 
深入详尽的讨论，也不追求最一般的条件,而是尽快地展示分析 
的主要概念(导数、原函数、积分、微分 方程〉 并应用这些槪念 
去解决一些重要而有趣的问题.等到学生对全貌有了初步的印象 
之后，再具体进行涉及细节的讨论 • 根据这样的方案进行试验， 
学生在第一学期就能掌握一元函数微积分的基本理论和方法，能 
用初等的微分方程解应用问题,并能了解历史上应用微积分的一 
些最著名的例子. 

虽然《数学分析》课程的基本内容已经定型，我们仍然尝试加 

S 

入了一些在理论上或应用上有重要意义，经适当处理之后又能放 
入基破课的 材料. 例如：利用微分形式的积分证明著名的 Bnm - 
wer 不动点定理？利用 Fourier 级数的封闭性方程去解等周问題， 

等等《 

实数理论的教学，历来是一个棘手的问题.从逻辑顺序来 
说，这一部分材料应该摆在开头的地方，而初学者在一开始时又 
很难接受这些 内容. 我们考虑再三，最后釆取的折衷方案是•.在 

I 

讲义中较详细地写出实数理论（不过分学究 气〉， 但在讲课时却 
只扼要地说明实数的连 续性. 可以基于学生已有的关于无尽小数 
你知识，概述一下讲义中关于确界原理的证明——主要是说明怎 
样构造一个无尽小数，它的各不足近似值都是下界 • 而过剩近似 


值都不是下界 _ 至于所构造的数应是集合的下确界 • 这一事实容 
易为学生所 接受. 讲授“实数”这一章时，甚至可以略去§ 1、 

§ 2和§ 3的大部分内容，只简要地介绍上、下确界的槪念，然 


后重点讲解§ 4与§ 5. 讲义中的详细内容可供学生经过一段时 
间的学习之后再回过头来复习时用，那时他们就可以进一步理解 


较细致的论述了， 


从教学改革实验到最后整理写成本书，在整个过程中作者得 
到了北京大学数学系领咢与同事们多方面的关心与帮助.在此谨 
向李忠、邓东皋、姜伯驹、方企勤、敖海龙等同志致谢《 

美国加州大学伯克莱分校的项武义教授关心祖国的教育事 
业.作者曾就教学改革向题向他请教，获益实多.借此机会谨向 
项先生表示衷心感谢. 

i 
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张筑生 

1988年12月于北京大学 



符号说明 


本书所采用的符号都是很普通的，例如 

iuax{fl 1 ， £Z2 ，*** f ^ ft} 

表示心〜 …， 个实数中最大的一个 ， AS 

■ 

S 

&29 

则表示这些实数中最小的一个.又如， 

' [>] 

表示实数*的整数部分，也就是不超过^的最大整数，我们还以 
符号 

- □ 

表示证明完毕，或者要证之事很显然，不再详细写出了，其他符 
号将在第一次出现时予以说明》 


§ 录 

I 

I 

预篇 准备知识 


冬1 集合与逻辑记号 .. . .. (3) 

§2 函数与映射 . .. . •…“"… (6 ) 

§3连加符号 E 与连乘符号 n . . . . . . (8) 

§4面积、路程与功的计算 . . . . . . <12) 

§5切线、速度与变化丰 ..... . (17) 

j I 

* -* _ -.1 

第一篇分析基础 

■ I. 

菜—章实数 ..•••_.”••••••. (23> 

■■ - - 

I 

§1实数的无尽小数表示与瓶序. .••••••••••• (23) 

§2实数系的连续性 - ---- <26) 

§-3实数的四則运算 . . (31) 

§4实数系的基本性质综述 ••… •••.. (38) 

§ 5 不等式 .. (40〉 

:第=車极限 ... . .. •••••• (45) 

_ 

§1有界序列与无穷小序列 .. (45) 

§ 2 收敛序列 ... (55) 

§3收敘原理 . (71) 

§4无穷大 . (84> 

附录斯笃兹 ( Stolz ) 定理 . ( B 8) 

§ 5 函数的极限 . (93) 

§ 6 单侧极限 . . .(110) 

第=章连续函数 •••••........ . . an ) 

§1连续与间断 .. (114) 


1 
























§2 闭区间上连续函数的重要性质 . (119> 

附录一致连续性的序列式描述 . (128> 

53单调函数，反函数 . (129) 

!4 指数函数与对数函数，初等函数连续性问題小结 . (132) 

§5无穷小量（无穷大量）的比较，几个重要的极限 . am 

第二篇微积分的基本概念及其应用 

第 B 9 章导数 •••••. »(153> 

51导数与微分的概念 .(153) 

!2求导法则，髙阶导数 ....•••••• . (165> 

5 3无穷小增量公式与有限增量公式 . (188> 

b 

第五章原函数与不定积分. . (201> 

81巔函数与不定积分的概念 . ••<201> 

5 2 换元积 分法“ .......— (206) 

§3 分部积分法 •••. (214> 

■ 

§ 4有理函数的积分.... . (218> 

f 5 某些可有理化的被积表示式 . (227) 

IS / V * 定轵分. .. .…… ... -(232> 

I 

I* I 

§1定义与初等性质 . .(232> 

§2牛顿-莱布尼兹公式 .•••••••• -•••(239> 

13定积分的几何与物理应用，微元法 - (245> 


第七章微分方程初步 .* . ... 

■ 

_ 

§1概说 . .. 

$2 一阶线性微分方程 . 

53变量分离型微分方程 ... 

U 实变复值函数 . 

§ 5 髙阶常系数线性微分方程 . 

S 6 开普勒行星运动定律与牛顿万有引力定律 


•"•(260) 

(26 0> 
•*"(263> 
••••(271) 
—*(276) 
••••(286> 
••••(294> 




























第二册目 录 

第三篇一元微积分的进一步讨论 

第八章利用导数研究函数 

§1 柯西中值定理与洛必达法则 
§2泰勒公式 
§3函数 的凹凸 与拐点 
§4不等式的证明 
§5函数的作图 
§6方程的近似求解 

篇九章萣积分的进一步讨论 

51定积分存在的一舨条件 

§2可积函数类 

5 3定积分看作积分上限的函数，牛顿-莱布尼兹公式的再讨论 
S 4 积分中值定理的再讨论 
S 5 定积分的近似计算 
«6瓦利斯公式与司特林公式 

* 十章广义积分 

§1广义积分的概念 

h 

12牛*-莱布尼兹公式的推广，分部积分公式与換元积分公式 
13广义积分的收敛 尿理及 其推论 

84广义积分收敛性的_些判别法 

第四篇多元 微积分 

集 +— 章多缍空间 


§1概说 

32多维空间的代数结构与距离结构 

中的收敛点列 


§4 多元函数的极限与连续性 

I 

S 5 有界闭集上连鱗函数的性质 
86 中的等 价范数 

57钜离 空间的_ 般概念 
§8紧致性 
§9连通性 
§10向量值函数 


笫十二章多元微分学 

51傰导数，全微分 

52复合函数的偏导数与全微分 
§3高阶偏导数 
54有限增董公式与泰勒公式 
§5隐函数定理 

r 

§6线性映射 
57向纛值函数的徽分 
§8 —般隐函数定理 

■ 

5»逆映射定理 

510多元函数的极值 

_ 

_ 

第十三章重积分 

51闭方块上的积分 一 定义与性质 
52可积条件. 

53 fi 积分化为累次积分计算 

* 

J I - 

54若当可薄桌上的积分 
§5利用变元替换计算重积分的例子 
56重积分变元替换定理的证明 


第三册目 录 

第五篇曲线、曲面与微积分 

第+四章微分学的几何应用 

§1曲线的切线与曲面的切平面 
§2曲线的曲率与挠率，弗雷奈公式 
§3曲面的第一与第二基本形式 

第十五章第一型曲线积分与第一型曲面积分 

I 

§1第一型曲线积分 

"m 

§2曲面面积与第一型曲面积分 

第十六章第二型曲线积分与第二型曲面积分 

d 

§1第二型曲线积分 

a 

§2曲面的定向与第二型曲面积分 
§3 格林公式，髙斯公式与斯托克斯公式 
§4 微分形式 
§5 布劳沃尔不动点定理 
§6曲线积分与路径无关的条件 
§7 恰当微分方程与积分因手 

第+七章场论介绍 

• a ^ 

■ 

§1数量场的方向导数与梯度 ‘ 

P . (. 

§2 向纛场的通量与散度 

§ 3 方向旋量与旋度 , 

§4场论公式举例 

§5保守场与势函数 

附录正交曲线坐标系中的场论计算 

第六篇级数与含参变元的积分 

第十八章数项级数 

§ 1概说 



§2 正项级数 
§3上、下极限的应用 
§4任意项级数 

. • 

§ 5绝对收敛级数与条件收敛级数的性质 

附录关于级数乘法的进一步讨论 
§6无穷乘积 

第十九章函数序列与函数级数 

§1概说 

I 

§2 —致收敛性 

§3极限函数的分析性质 
§4冪级数 

附录二项式级数在收敛区间端点的敛散状况 
§5用多项式逋近连续函数^ 

附录 I 维尔斯特拉斯逼近定理的伯思斯坦证明 
附录 I 斯通-维尔斯特拉斯定理 
§6微分方程解的存在定理 
§7两个著名的 例子/ 

龙二+章傅立叶级数 

■ 

§1概说 

§2正交函数系，贝塞尔不等式 
§3傅立叶级数的逐点收敛性 
S 4均方收敛性与柏塞瓦等式，等周问题 
§5周期为 2 Z 的傅立叶级数，弦的自由振动 
§6傅立叶级数的复数形式，傅立叶积分简介 

篇二 +— 章含参变元的积分 

§1含参变元的常义积分 
§2关于一致收敛性的讨论 
§3含参变元的广义积分 
54尸函 数与丑 函数- 

§ 5含参变元的积分与函数逼近问题 




本篇为课程的学习作准备，先介绍一些在数学中广泛采用的 
术语和记号，然后介绍几个启发微积分基本槪念的典型问题. 


§1集合与逻辑记号 


集合这一概念描述如下 •. 一个集合是由确定的一些对象汇集 
的总体.组成集合的这些对象被称为集合的元素. X 是集合五的 
元素这件事，用记号表糸为 

、 (读 作： x 属于 £), 

发不是集合 S 的元素这件事记为 

HE (读 作： y 不属于五） • 


如果集合五的任何元素都是集合 F 的元素，那么我们就说£是尸 
的子集合，记为 

五(读作： E 包含于 i ?) ① 

或者 


F 二^ (读 作： F 包含 £：)• 


勿 j 果集合五的任何元素都是集合 F 的元素并且集合 F 的任何元素 
也都是集合五的元素(即五 CF 并且 FC 五)，那么我们就说集合 
S 与集合 F 相等，记为 ‘ 

E = F m 


为了方便起见，我们引人一个不含任何元素的集合 一 空集 
合， • 我们还 约定： 空集合 〆 是任何集合£:的子集合，即 

I 

_ 


①有些作者用符号 “ c ” 表示“真包含”关系，但在现代数学文献中广泛采用 
的是另一种约定： “ CI ” 表示一般的包含关系（不限于真包含） • 本书采用这后一种 
钓定•这样约定之后，当需要表示“真包含”关系时，反而要用稍累赘的记号“纭”， 
但毕竟需要这样做的情形是很少的，没有带来多少不 方便. 


全体自然数的集合，全体整数的集合，全体有理数的集合， 

I 

全体实数的集合和全体复数的集合都是最常遇到的集合，我们约 
定分别用空体字母 N ， Z , Q ， R 和 C 来表示这些集合，即 
N 表示全体自然数的集合； 

H 

Z 表示全体整数的集合； 
o 表示全体有理数的奐合； 

R 表示全体实数的集合; 

C 表示全体复数的集合. 

S 

我们还把非负整数、非负有理数和非负实数的集合分别记为 z + , 
0 + 和尺+.显然有 

Nc ： Zc:Q*cReC 

和 

Nc=Z + eQ + c=R + . 

集合可以通过罗列其元素或者指出其元素应满足的条件等办 
法来给出. 例如： 

{1 ， 2,3,4,5} 

表示由 I , 2 , 3 , 4 ,5这五个数字组成的集合，而 

{xeR\x>3} 

表示由大于 3 的实数组成的集合.又如： 2的平方根的集合可以 
记为 

{jc6 R|* 2 = 2} 

或者 

f- 〆 2 2 }. 

在本课程中经常要遇到以下形式的实数集的子集： 

闭区间 

开区向 

( a , = {^6 R 

左闭右开区间 



_ fl ， 办 ） =0 RI <^by I 


左开右闭区间 

- { jcG 

» 

这里 ~66 R , a <\ 

设五和 F 是任意两个集合.由 S 的所有元素与 F 的所有元素 
合在一起组成的集合称为是这两个集合的 并集， 记为 fiUF . 由 
丑和 F 共同的元素组成的集合称为是两个集合的交集，记为5 
由属于五但不属于 F 的元素组成的集合称为是这两个集合的差 

I 

專，记为 £\ F . 

以下介绍几个逻辑符号.设 a 和 P 是两个判断.如果当 a 成 
立时，3也就一定成立，我们就说 a 能够推出#，或者 a 瘟含心 
记为 

a => j 8 # 

例如 

如果 a 冷 A 并且我们就说 a 与#等价，或者说《与， i 为 
戈分必要条件，记为 c { ㈡ 几例如，对于 xeR , 我们有 


设 a ( x ) 是涉及 xe £ 的一个判断，我们用记号 

(彐 xe 五 ）< G ( x )> 或者彐 s ： e 五； a ( jf ) 

表示 “存枉 X e E 使得 aO > 成立”，例如 


彐 ti6N •: n z -4n + 4>0 # 

设芦00是涉及 xe 五的一个判断，我们用记号 


或者 


( v ^ e ^) (⑽〉 


J9(x )， yxeE 

:表示“对一切都有#00成立”，例如 

( Vx 6 R )( Jc 2 >0) 




或者 


x 2 >0 ， V R* 


§2 函数与映射 

l 

_ 

■ 

人们常说：“变量 y 随着变量 r 的变化而变化”或者“变量 

灰是变量 x 的函数这些说法的确切含义是什么呢？这就是 

说：变量 x 所取的任何一个确定的值，决定了变量 y 的唯一确定 

的值，或者说：对变量^的任何一个值，有变量 y 的唯一确定的 

值与之对应.采用集合论的术语对这些说法作进一步的槪括，就 

得到映射的槪念.设 D 和 S 都是集合.我们把 D 的元素与£的元 

素之间的对应关系/叫做一个映射，如果按照这对应关系，对集 

合 D 中的任何一个元素有集合 S 中的唯一的一个元素^与之 

对应./是从 D 到$的一个映射这件事，通常记为 

f：D - 

按照对应关系/,由 D 中的元素 f 所决定的£中的唯一元素 r ; 记 

为 /( D . 有时候，我们用记号〃表示元素之间的对应.例如， 
设 D = R ， ^ = R , 而映射/:乃―^定义为 / O ) = 3 f 2 ， 则这映壯 

规定了元素之间这样的对应关系 

f ： x\ — >x 2 m 

设是一个映射， AdD 9 Bc ： E . 我们把集合 

/( 乂） = {/( 冲 eA )( c = s > 

叫做集合/经过映射/的象集，并把集合 

广 1 (丑）= W/ooeW ( od ) 

叫做集合 S 关于映射/的原象集. 

如果 DcR ，£= R ， 那么从 D 到五的映射就是通常的一元函 

数.但映射的概念远比这广泛.在以后的学习中，将会遇到更广 
泛的映射的例子.但在开始的时候，我们主要关心的是函数. 

例1圆的面积&是半径 r 的函 数: 


在这里， = ，对应关系由一个代数运算式子来表示 

例2自由落体经过的路程 s 是时间《的函数： 


% 


gt 2 . 


这里的函数关系也能用一个代数式子来表示. 

« • 

例 3 有一些函数关系具有“分段”的表达形式，例如在技 

_ 

术科学中有重要应用的海维赛德 ( HeWside ) 函数(又称符号函数> 
可以表示为 




如果£<0, 
如果 ^-0, 

如果 t > O m 


例4狄里克莱 ( Direchlet ) 函数定义如下 


t 


^(0 


{:; 


如果 t 是肴理数, 
如果 t 是无理数 # 


例5 -在自动记录气压计中，有 


个匀速转动的®柱形记录 


m 


• 印有坐标方格的记录纸就裹在这 鼓上. 记录鼓每24小时转_ 
一周 • 气压计指针的端点装有一支墨水笔，笔尖接触着记录纸， 
这样，经过24小时之后，取下的记录纸上就描画了一条曲线.这 
条曲线表示气压 P 随时间 f 变化的函数关系， 


例 e 设公 = n ，五 


个映射 -. 


/:N— 

■ 

意味着用自然数编号的一串 实数: 

欠 1 = f (X)， x 2 = /(2) > 


R 



/⑻， 


这样的一个映射，或者说这样的以自然数编号的一串实数 {〜}, 

被称为实数序列謙 

/ 、 

设—五是一个映射，孖也是一个映射.如果 

f 〔 G ， 那么从 feD 开始，相继经过/和0的作用，就得到 
5(/(0). 这样的对应关系 


r 


> 5 (/(?)) 

也是一个映射.我们把这映射称为 P 与/的复合，记为八简 

言之，映射 P 与映射/的复合定义为 

g 。 f : D — > H , 

I 

^ I ~~ >9 if ( f )). 

例7设 /: R — R 定义为 / Cc )= M , 则有 

/ 。 /O0 =/(/00) = O*)* =，*• 

例8考察函数 / OV 和5^)=也\我们有 

g 。 /(x) = sin x 2 , f 。 g(x) = sin 2 x % 

一般说来，对于映射 / 和〜两种顺序的复合映射0。/和 

I 

/。 沒不一 定都有定义，即使有定义也不一定相同/让我们再看两 
个例子 • 

p 

例9考察函数和 5 O)=v + i 0. 我们看到， 
及。/对有定义，而/。#却没有定义. 

例 *10 考察函数 /0>= V 和 0 O)=x + 2. 这两个函数都在整 
个数轴 R 上有定义，因而众。/和/。汉也都在 R 上有定义，但我 

们有 * 

, 、 

9 。 /(x) = x 2 + 2 ， 

4 

/ 。 g (: x) = (x + 2) 2 = x 2 +Ax + 4. 

« I 

4 

_ 

_ 

§3连加符号2与连乘符号 n 


在数学中，常遇到一连串的数相加或者一连串的数相乘，例 

如1+2 + ”. + n 或者饥（饥-；1)."(爪-圮+1)等.为简便起见，人 

们引入连加符号2与连乘符号 n : 


I 


D = W + x n 



u 

YL x i^ x i x 2^x n% 



这里的指标；仅仅用以表示求和或求乘积的范围 ，把丨 换成别 

符号 i ， k 等， 也仍然表示同一和或同一乘积，例如 

* • 

— Xj + Xj + ••• + x n = >) 尤 " 
i * i ‘ — i 

麄 篡 

JJ Xfc 二 xp，"、= YI X i- 

蠢 —1 1*1 

人们通常把这样的指标称为“哑指标”， 

我们举几个例子说明连加符号2与连乘符号 n 的应用 * 

例1阶乘叫的定义可以写成 

n i = n /. 

i-i 

例2二项式定理可以表示为 

M 

\ 

j = o 、 ，•’ 



这里 


例3 



n(rz — l)"_(n — 允 + ]> _ n\ 

Kl ^k\(.n-K>i • 



例 4 我们来计算 
这和式表示 

(1 ’ - 0’〉+ (2 ’ - 1 ’〉十 ••• + ( n ^ — (tt — 1〉’〉• 

因而 


霉 




数的运算满足交换律、结合律以及(乘法对加法的)分 配律* 
掘此我们得到以下的运算法则： 


» 


2 (A + 办 *> = (A + \) + …+ (a ft + 


(«1 



+ « n ) + (^1 





+ bn ) 


霉 


鶉 


IS + s 〜; 


# 


* 


XI (又 q) = 心 1 + • •癱 + Xc n = A(<? 



暑 •• 


+ ° n ) 


霉 


A》i 


r 


例 5 我们有恒等式 


k 2 一 （ k 一 i) 2 = 2fc-i. 




对于 t = l ,2 ，…， n ， 将相应的恒等式加起来，我们得到 


_ 


n 


s(t 2 -(n) 2 ) = 22>-s 


h-=l 


n 




t = 1 






2 


1 



n (n + 1) 


我们得到了熟悉的公式 


1 + 2 + 


+ 


(n + 1> 


例6由恒等式 


V-a— 1) 3 = 狄 2 -3 七 


可得 


10 


* 


i ] «： 3 _0：- ])3) = 3 1^ 2 - 


n 




■ 


h =1 


n 


3 =3 


t^ 2 -ib 

h-l x 


2 



Y n ) + tl9 


k 



2 



1 7T(n+ l)(2n+ 1) 

n = - 


6 


类似地，由恒等式 


可得 


m 4 


k z — Gk 2 +4fc - 1 


〆 


* 


2] ⑻ -a-iv) 


n 


s 


n 


2ui> 2 + . 必 -s 


h 


k 


s 


D V - (2n 3 + 3 打 2 + n) + 2 (n 2 + n)— ” 


i -1 


i ™-1 


3 - n 4 -h—n 3 +~n 2 


2 


n(n + 1) \ 2 


4 





采用类似的推理方式，利用数学归纳法可以证明以下结论 


* 


^ k f 可以表示成 n 的 p + 1 次多项式，其最高项 系数为 


P + 


，常数项为0，即 


n 




p + i 


n ,+1 + c x n f + c z n f ^ 1 + 




o P n m 


对于给定的 p , 上面公式中的系数当然都可以 美 
体算出，我们这里不再作深入的讨论了. ' 


< 
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§4 面积、路程与功的计算 


我们已经会求直线形和圆的面积 * 为了计算更一般的曲线图 
形的面积，需要寻求更有效的方法. 

先来看一个具体的例子.设有这样一个曲线图形，它由曲线 
夕= “， 0 X 轴和直线 : c = 6 围成，我们来求这图形的面积（图 
0 - 1 ). 



m o-i 

我们把 ox 轴上的闭区间[0，&]分成 n 等分，其中第个等分是 



相应地把上述曲线图形分成 n 个等宽的条形 

1 h 

每一条形的面积介于二矩形条的面积 之间： 
12 



(VO ⑼， . 去 . 

因而所求的曲线图形的面积 S 应该介于以下两个和数之间： 

\ ’ 卜1 、 

我们可以把矩形条面积之和自去与名 ( K 去当作曲 

线图形面积$的近 似值. 所分成的矩形条越细，这样的近似值的 
精确度就 越髙. 事实上，我们有 




当《无限增大时，上面两个和数趋于共同的极限值这共同 
的极限值应该看作所求的面积这样，我们求得 



再来看一般的 情形. 设函数 J / = /0) 在闭区间 [ aj ] 上有定 
义并且非负（即只取大于或等于0的值）.曲线 y = /00 与直线 
x = a ， x = b，p 0围成一个图形，我们来求这个曲线图形 的面稅 
这. 为此，用一串分点 
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CL = ^ **• ^ " b 

把闭区间 1>夕] 分成 n 段，相应地把上述曲线图形分成 n 个条形， 

其中第/个条形为 

• . 

在闭区间 i ，巧]上任取一点 fi ， 我们把高为/((;_)，底长为 

的矩形条的面积，当作曲线图形的第/个条形的 
面积的近似值/这样得到曲线图形面积的近似值 

E/cwa^. 

i =1 

i 

以后将证明，对于相当普遍的函数/,当分割的条形越来越窄 
时，上述和式有确定的极限.这极限应当视为所求曲线图形的面 

积. 

我们还可以讨论更一般的情形.设 y = /(幻是在闭区间1>， 
6 ] 上有定义的函数（不一定非负），考察由直线 = 

I 

与曲线 y = /00 所围图形的面积.我们约定，对于函数/取负值 
的部分，曲线夕=/00与 0 X 轴所夹的面积为负值(图 ( H2 ) .这 

y 


x 


图 0-2 

p 

祥，我们仍能把所述图形的面积的近似值表示为 

1 - 

S /(。) △巧 • 

j-l 

h 

对于相当普遍的函数/,当分割的条形越来越窄时，上述和式有 

14 
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确定的 极限. 这极限应当视为所述曲线图形的面积的代数值 • 

再来看一些取自物理学的说子. 

设物体作变速直线运动，其速度〃是时间《的函数 

v ~ f ( 0 . 

我们来计算这物体从时刻 a 到时刻6经过的路程.为此，用一串 
分点 

a r： 2 t n = b 

* 

把这段时间分成 n 小段.在第 / 段时间中物体通过的路程可以认 
为近似等于 

这里 T i 是[^;-1，0]中的一个时刻， At ； = tj - tj _ u 于是，从时刻 
a 到时刻6物体通过的路程近似等于 


卜1 

当所分割的时间间隔越来越短时，上述和式的极限值即为物体从 
肘刻 a 到时刻&通过的路程. 

另一取自物理学的问题是求变力所做的功.设物体 m 受到一 
个沿 0 X 轴方向的力 F 的作用，它沿这轴从 0 点运动到6点•如 
果力 F 随着 x 而改变，即 

我们来求 F 对这物体 m 所做 的功. 为此,.在 a 和彡 之间插入一串 
分点 

fl = 欠0〈欠 = b • 

设 G 是 [ q _ i ; 巧]上任意一点，而 A -在路程 [ Xi—u 
巧]上把力 F = f ( x ) 近似地看成常力 /( fi ), 则在这段上力尸所做 
的功近似地等于 

变力 F = /0) 在整段路程 [fl J ] 上所做的功近似地等于 


15 



■ 







当所分割的路程间隔越来越小时，上述和式的极限值即为变办 

尸=/(工)所做的功^ 

在上面列举的例子中，来源不同的几个问题都可以用类似的 
方法讨论.还可以举出更多的例子，所涉及的问题归结为如下形 
式的和数的极限 


当分割无限加细的时候，上述和数的极限值称为是函数/00的祗 
分，记为 

f fwdx. 


其中表示和数展布的区间，积分号 J (拉长了的 S ) 表示求: 
和求极限的过程，而 /( x ) dr 表示求和各项的形状.如果把， 

△3 C 2 中最大的一个记为 

max Ax j ， 

那么我们就可以写 

/(x)dx= lim y]fCSj)^x^ 

J a max: A* 0 j x 

k 

早在公元前三世纪，古希腊时代的著名学者阿基米德 ( Archi — 
medes ) 就已经会计算曲线图形 

0« ft ， 0« x 2 

J* 

的面积.但他的方法(所谓“穷竭法”)陈述起来并不那么简单清 

楚，所以在很长的一段时间里没有被人们普遍接受.直到两千年 
以后，牛顿 ( N “ ton ) 和莱布尼兹 ( LeibniU ) 创立了微积分学 ，特: 

别是把积分的计算与微分联系起来，人们才有了统一地解决多种 
多样的问题的简单而有效的3：具， 

16 



§5 切线、速度与变化率 


初等儿何课程已经告诉我们如何作圆的切线.但那作法侬赖 

■ 

于圆的特殊几何性质，并没有提示作一般曲线的切线的方法.初 
等几何着眼于具体地研究每一特殊图形的性质.髙等数学却致力 


于寻求普遍地解决问题的方法.为此，首先引进坐标把几何问趣 


“代数 化”， 

考察如下的典型问题.设¥ = /00是在(《，&)上有定义的函 
数，它表示 oxy 坐标系中的一段曲线.我们希望过曲线 

上的一点 PodxoJix ,')), 作这曲线的切线(图 0-3) .为 

此，考虑曲线上的另一点 poc ,/<>))• 过这两点可以作一条直. 

■ 

m ——曲线的割线一 p 0 p 9 其斜率为 

I 

f ix') - / (x 0 ) 
x-x 0 ~ • 



当点 P 沿着曲线变动时，割线的方位也随着变动；当 P 无 
限接近于 P 。 时，割线的极限位置就应该是曲线过尸《)点的切 
线*在以后的课程中，我们将看到，对于相当普遍的函数(包括 
我们在中学学过的所有的初等函数),当 P 趋于 p e 时，割线 
确实有一个极限位置 • 这躭是说，可以作曲线过心点的切线， 
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其 斜率为 


} f (x 0 ) = lim - 


我们把差商-的 极限广 (^)称为导数或微商， 

我们再来看一个属于运动学的问题.设物体沿 ox 轴运动， 
其位置 x 是时间 t 的函数 

3C = /(0. 


如果运动比较均勻，那么我们可以用平均速度反映其快慢.在 

这一段时间里的平均速度定义为 






/ 0 2 )-/(^) 
h ^ t i 


如果物体的运动很不均勻，那么平均速度就不能很好地反映物体 
运动的状况，必须代之以在每一时刻~的瞬时速度〃(~).为了 
计算瞬时速度，我们取越来越短的时间间隔[>。,幻，以平均速度 
费^^作为瞬时速度““的近似值.让 * 趋于 k 平均速度 

的极限即为物体在时刻~的瞬时速度 


y(t 0 ) = lim 




与切线问题一样，我们又遇到了差商■的极限——导 
数(或微商)厂（。. 

速度问题只是更一般的变化率问题的一个例子.假设有一个 
随时间变化的量 X = / G ). 我们把差商 

/( 尤 2) ~ /( 尤 1) 


称为是这个量从时刻 h 到时刻 G 的 平均变化率. 当量 X = /< t ) 变 
化比较均勾时，乎均变化率反映了它变化的快慢.如果量 AT =/(0 
的变化很不均匀，就需要用瞬 时变化 率来描述这个量在各个不同 
时刻的变化状况.取接近时刻~的一小段时间，考察这段时间 
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内的平均变化率/当 《 趋于~时这平均变化率的极限躭是量 
/(0在时刻~的瞬时变 化率： 


f f (to) 


lim 


/(0"/(tq) 

f 




fSy 


设从时刻 o 到时刻 £ 通过导线截面的电量是 q = /(«). 


电量的平均变化率就是平均电流强度 




_ / (右 1) 


而电量的瞬时变化率则表示在时刻 h 的瞬时电流强度 




lira msJW 


一 右0 


m 设容器内有某种放射性元素，其质量 m 随着时间*而 
变化 ： m = /( t ). 因为放射性元素衰变的时候质量不断减少，所 
以质量的平均变化率总是负数： 


f(h) ~/0i) 

' ■■■■ ■ ■ ■___ ■ - _■ fc— 1 — 

l z ^ l \ 


<0 


这平均变化率的绝对值被称为平均衰变速度*质量的瞬时变化率 
也是负数： 


r < i 0 ) 


lim 




<0. 


这瞬时变化率的绝对值被称为瞬时衰变速度. 

上面考察的几个问题，涉及到几何学、力学、电学和物质放 


射性.而在这些问题中都出现了差商的极限 


导数 


尸 Oo ) 




lim 


foo -/(%) 

x -x 0 


由此看来，对这样的极限进行研究很有必要，关于导数的计算， 
已经发展了一套行之有效的方法一微分法，这将是我们进一步 
学习的重要内袞， 
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第一篇 

分析基础 

% 

■- 

/ 




第一章实 数 


微积分创始于十七世纪后半期.创立微积分的大师们着眼于 
发展强有力的方法，他们虽然解决了许多过去认为是髙不可攀的 
困难问题，却未能为自己的方法提供逻辑上无懈可击的理论说 
明.这引起了人们长达一个多世纪的争论与误解.直到十九世纪 
初，柯西 ( Cauchy ) 才以极限理论为微积分奠定了坚实的基础. 
又过了半个世纪以后，康托 ( Cantor ) 和戴德金 ( Dedekind ) 等人经 

过续密的审査才 发现： 极限理论的某些基本原理，实际上依赖于 
实数系的一个非常重要的性质一连续性.本章的重点是实数系 
的连续性.希望读者能紧紧抓住问题的关键，領会精神而不过分 
拘泥于细节_ 


§1实数的无尽小数表示与顺序 


在初等数学课程里，我们已经熟悉了有尽小数，会做有尽小 
数的加减法和乘法运算.我们还知道，任何有理数都可以表示为 
无尽循环小数(有尽小数看成后面接有一串0的无尽循环小数)， 
在此基础上，我们进一步引入无尽不循环小数以表示无理数.达 
样， 一 般地以无尽小数表示 实数. 以这种朴素的理解为背景，我 
们来考察实数的顺序，讨论实数系的连续性问题，并定义实数的 
运算. 

无尽小数形状如 


这样的表示被称 为无尽小數， 这里46 Z +， 而…， a n , … 
中的每一个都是 …， 9这些数字之一.形状如 + ^0 • *** 
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的无尽小数常常简单地写为〜 .七七…^…. 我们还约定：如象 
± a 0 . fl i fl 2 wa mOOOO …这 样的无尽小数可以写成 ±flo.fli<V«a m ， 
并可称为有尽小数 • 

等同关系我们给无尽小数规定如下的等同关系 ( A) 和 

C 五2〉： 

(^ i ) — 0.000.“ = + 0.000"*， 

(£ 4 〉 ± 办0•合 i “4 j >999 … 

= ±為。•办 1" •(办 p + l )0 O ( h “ 

(其中 h < q \ 

如同 (A) 和 (A) 两式中等号左边那样的无尽小数被称为蚌規范七 
數，其他的无尽小数都称为规范小數.所规定的等同关系将每一 
个非规范小数等同于一个与它相对应的规范小数. 

实数在所有的无尽小数中，把每两个彼此等同的无尽/I、敗 
视为同一个数，这样就得到了实数.于是，每一个实数都具有暇 
一的规范小数表示.规范表示为+ …的实数被称为砟员实 

數，其中规范表示为 + 0 . 00 …的实数记为 0 . 规范表示为 
- k …的 实数被称为员实數. 

相反数两+非 0 实数，如果它们的规范小数表示的各位，数: 
字分别相同，但符号正好相反，那么我们就说这两实数互为#反 
数. 0 的相反数就规定为 0 自己.实数 X的相反数通常记为- L 
实数的顺序我们陈述比较两实数大小的规则如下： 

情形 1 两实数都是非负实数.对于规范表示的两个非负实 
数 0 = …和& =》。.^ 2 … …， 我们逐位比较它们的 

各位数字.如果 

a 0 = ••• , flp_i — ^P_l, 

那么我们就说 a 大于 

情形 2 两实数都是负实数.对于规范表示的两个负实数 
— ••和 一4 = 一 々•心名…心 … ，如果 

= ，…， c q ~\ = Cq < C ^ dq ， 

24 


那么我们就说 一 C 大于一4 

猜形3 两实数之一是非负实数，另一个是负实数.对这情 
形，我们规定任何非负 实数大 于任何负实数 # 

ri 1 

如果实数*大于实数 y ， 那么我们就说实数 y 小于实数 
如果两实数有相同的规范小数表示，那么我们就说这两实数相等. 
用上述方式，我们在实数中定义了大于“>”，小于“< # 和 

等于“=”等关系.这样定义的顺序关系具有“三歧性”和“传 
递性”. 

三歧性对任意两个实数 a 和& ,必有以下三种情形之一出 

现，而且也只有其中之一出现： 

a > b ， a = b 或者 a < b % 

传递性如果〜那么 a > c 、 

I 

我们约定：用记号 a > &表示“ &或者 a = ”，用记号 

a < 办 “ a <b 或者 a 二 b ，’ • 

有尽小数在实数系中处处稱密下面的定理指出，在任意两 

个不相等的实数之间还可以再插进一个有尽小数 # 这一重要结论 

说明了有尽小数在实数系中的稠密性 | 

定埋设 a 和6是实数， a < b m 则存在有尽小数 (?， 满足 

a<c<b. 

证明如果 a <0< b f 那么 e = 0就合乎要求.因此只须考察 
0< a 〈 b 或者的情形.我们只对的情形写出证 
明. 对另一情形的讨论留给读者作为练习， 

设 a 和》的规范小数表示为 

因为所以存在 pez + ， 使得 

•m 

a 0 = b 0f , a ,^ 1 a r <^ b f^ 

又因为心/而…是规范小数，所以存在彳>?,使得 

a »<9. 

我们取 
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C … (<2g + 1 〉 000.” • 


于是， C 是有尽小数，它满足 

a<o<b. □ 

实数的绝对値实数 x 的绝对值 卜1 定义如下 


M 



，如果 x 是非负实数， 
,如果 x 是负实数， 


§2实数系的连续性 

关于实数系的连续性，有若干种相互等价的描述 办法. 本节 
将要介绍的“ 确界原 理”，就是其中便于运用的一种陈述 方式. 
通过在以后各章中的运用，读者将会逐渐加深对这一原理的理 

h 

4 £ 

先来介绍有关的术语_ 

上界与下界，有界集设 £ c = R , E 丰0、 如果存在 LeR , 

使得 

x^L f 、 xeE ， 

那么我们就说集合五有 上界， 并且说 i 是集合五的一 个上界 • M 
果存在 ieR ， 使得 

jc>Z ， \J xtE ， 

那么我们就说集合五有下界，并且说〖是集合五的一个下界.如 
果一个集合有上界并且也有下界，那么我们就说这集合有界，或 
者说这集合是有界集. 

如果 L 是集合£:的上界， L . yL , 那么 A 也是集合五的一个 
上界.因此，一个有上界的集合，不可能有最大的上界 • 下面， 
我们来考察一个意义十分重大的问题：非空而有上界的实数集 
合，是否总有一个最小的上界？这种“最小的上界”，通常称为 

上确界 • 
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上确界设£是实数的非空集合，即设五 czR ,5：? t ；2 r # 如果 
存在一个实数 M ， 满足下面的条件 （ i ) 和 ( ii >， 那么我们就把 M 
叫做集合 五的上 确界.条件 （ i ) 和(奶是* 

( 1 ) 从是集合五的一个上界，即 

x ^. M f )/ 

(ii ) M 是集合五的最小的上界一■任何小于 M 的实数 
都不再是集合 E 的上界，即 

(VM^jvrxax'e^) 

上确界定义中的条件 ( H ) 等价 于说： 集合 B 的任何上界 

M . 

如果 M 和都是集合五的上确界，那么就应该有 

M ^ M X> 

a 而有 

M 1 = M # 

• . 

由此得知：集合五的上确界如果存在就必定只有一个》我们把这 
唯一的上确界记为 

sap E ^ 

类似地可以定义下确界. 

下确界设五如果存在一个实数 m , 满足以下 

V 

的条件 (1) 和( 2 )，那么我们就把 m 叫做集合£的下 确界： 

0) 饥是集合五的一个下界，即 

x^m y x G E •， 

(2) m 是集合£：的最大的下界——任何大于 m 的实数 W 都 
不再是集合£的下界，即 

( V 饥’ > m ) (彐尤’6五）（尤’ < w ’）• 

奐合五的下确界 兔1 果存在就必定是唯一的》、我们把这唯一的 
下确界记为 


inf E % 

设 S 是实数的非空集合 • 我们以表示£中各数的相反数 
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组成的集合，即定义 




- £ = { ~ jc|xG^}. 

请读者自己验证以下简单事项： 

(1) 集合 E 有上界(下界)的充分必要条件是集合有下界 
(上界)； 

(2) 集合 S 有上确界的充分必要条件是集合-£:有下确界， 

并且 

sup E = ~ inf ( — E) • 

(3) 集合丑有下确界的充分必要条件是集合有上确界， 

并且 

inf E = 一 8up( — £)• 

我们来 介绍实 数系的一个重要性质 一 连续性. 这一性质体 
现为以下的确界原理 • 

确界原理 R 的任何非空而有上界的子集合 D 在 R 中有上确 

界. 

我们将证明与这陈述等价的另一陈述： 

确界原理(第二种陈述）的任何一个非空并且有下界的子 
集合五在 R 中有下确界. 

证明在 f 面的讨论中，为了书写方便而作这样的约定：允 
许用记号 


10 " 

代表相应的有荩小数 

0 • 0“.01 = 0 , 0 … 01000 …. 

、 ■ y ’ 、 v 

it 个0 ft 个0 

我们分两种情形讨论. 

情形 1设0是集合 S 的一个 下界.因为 £关 〆 ， 所 以存在 
xeE . 于是又存在 teN , 使得我们看到： 0是£的一个 
下界， t 不是五的下界.依次考察 …, t - i 这些数，可以断 
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定：存在 ％ e { o ， i , …， 1}, 使得〜是£的一个下界而 ％+1 
不是五的下界.然后依次考察心.0，〜.1,*“，〜.9这些数，又可 
断定：存在 a ie {0， l ，*“,9}， 使得。。.心是 E 的一个下界而 

+ A 不是五的下界，再依次考察 A . Al ，…， 这些 

数， X 可断定：存在 a 2 e {0， l ， …，9}，使得是 E 的一个 

\ 

+ 

下界而 + j ^不是£的下界.继续这样做下去，我们得到 
一 串数： 


a O , a 0. a i ， a Q . a i a 2 f 

这些数满足条件：…〜是集合£的下界而 a 0 . a 1 fl ! j ... a ll + 
不是集合 B 的下界.我们将证明： 

是一个规范小数，它正好就是集合五的下确界. 

假如 flo . aA …不是规范小数，那么必定存在 pez +， 使得 

fl, + 1 = a, + 2 =…= 9 * 

不妨设 p 是满足这条件的最小的非负整数.对任 意的# e 五，设 
及的规范小数表示为凡乂 仏…， 则必定存在 n > P , 使得 
9. 因为 

• flj ”. fl • ， 

所以又必定存在〃 e { o , i ， …， 斛，使得 

芦 o = a o ，…， 芦卜+ 1 
< 否则月将小于 ao . ar "^,). 于是有 

， a i … a ， - 1 (a， + 1) 

1 

= d Q ^a l ^*a f ^ l a t + 


我们看到 
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P>o, 0 t a^a r + 士 ， M ^eE m 

由••是非规范小数”的假定导出的这一结论，与心的 
选择办法相矛盾.由此得知：％.七心 …必定 是规范小数. 

下面，我们来证明实数 a = %…是集合£的下确界，首 
先 指出： 任何必定满足 

如果不是这样，就必定存在 A €2：,使得 

VOo . a !.，. 

-这与…的选取办法矛盾.其次，对于任何一个 

fl 0. a l fl 2 …，必定存在 &6 Z +， 使得 

I 

b > a Q . a r ” a k + — 

_L J 

这样的&不可能是集合£的下界. 

至此，对干0是五的下界的情形，我们证明了集 合丑在 R 中 
必定有下确界. 

情形2设0不是集合£的下界.这就是说，存在 xeE , 使 

得 

x <0. 

V 于是，忍的任何下界 Z 必定小于0 i 

，<()• 

我们来考察 R 的另一非空子集合 

厂={_/|/是£:的下界}. 

容易看出： 0是集合尸的一个下界.利用情形1中已经证明的结 
果可以断定： F 在 R 中有下确界，即存在 

c - inf F R 0 

我们指出 ： a = - c 是集合£的下确界. 、 

为此，考察 ye 艮 显然对任何 - zei 7 都有 

y>^, -y<-K 
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* 


这说明 -y 是集合 F 的一个 下界. 因而 

- y^.o 9 - c 二 a. 

这说明是集合五的一个下界.另一方面，对于任意的 *> 
心我们有 = 因而这就是说，任何大于《的 
实数6都不是集合 s 的下界.我们证明了 a 是 E 的下确羿， □ 


§3实数的四则运算 

% 

两个实数的和、差、积、商是什么意思？这是需要予以确切 

定义的 • 为了定义实数 a 与&之和，我们考察满足以下条件的有 
尽小数0,(^与足少： 

a<a<a / , • 

两实数 a 与6之和 a + 6的合理的定义应该满足 

I 

a + P^a + b^a f 十彡 ' • 

上式中的 a +存和 V +少都只涉及有尽小数的加法运算，因而 

是已经有定义的，我们将利用已有定义的有尽小数的运算来定义 
实数的相应运算， 

定理 1设 a 和6是实数. 则存在唯一实数 u ， 使得对 于满足 

条件 

a<a<o / , 

的任何有尽小数 W 和都有 

L 

a + + 

这 定理的 存在性部分比较容易 证明. 事实上，实数 

[ a 和#是有尽小数 ， 1 

u = supja + 爲 I 

I J 

就符合定理的要求.唯一性的证明基于以下 想法： 我们可以取彼 

此充分靠近的有尽小数 a ， Y 和彼此充分靠近的有尽小数使 

得 
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于是 a +力 与 a ' + 火可以任意接近，因而在它们之间容不下两个 
数.以上推想方式是令人信服的，但要严格地写出每一步证明， 
却是一件细致的工作.我们把这部分内容放到本节后的附录中， 
供喜欢寻根究底的读者参考.初学者不必也不宜在这些细节上花 
费太多的时间，尤其不要因此而分散了对主要问题的注意力. 

定义我们把定理1中所述的唯一确定的实数《叫做实数 a 
与实数6之和，并约定把它记为 a +丨， 

定义实数 a 与实数6之差定义为 a 与 - 6之和，即规定 

a-b ^a+ ( 一厶 ）• 

为了定义两个非负实数的乘积，我们需要以下定理， 

定理2设 a 和6是非负实数.则存在唯一实数〃，使得对 
于满足条件 

0<a<a<a r , 

的任何有尽小数 W 和& f ， 都有 

这定理的证明也放在本节后的附录中. 

定义我们把定理2中所述的唯一确定的实数〃叫做非负实 
数*与非负实数&的乘街，并约定把它记为< 

定义任意实数《与》的乘积#定义如下* 

r Mm, 如果巧桐号， 

如果 a 与嗅号. 

至子实数的除法，我们将在下面的附录中予以讨论* 

附 录 


在这附录里，我们补充定理1和定理2的证明，并对实 数的除 
法作相应的 讨论， 

3\ mi 设《是任意一个实数.则对任何正的有尽小数 e ， 存 : fe 
有尽小数 a 和 c /， 满足条件 
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a f - o < e . 

证明我们设 

S — Sq, fi j ••• Gp f 

并设其中第一位不等于 0 的数字是- 1< P , 则有 

1/ I 0*< e . 

如果 a 的规范小数表示为心 a 2 “ •，则取 

a = a 0# aj»«a t , o / =a 0 ,a l »*>a i + l/lO 1 ! 

如果 a 的规范小数表示为- ao. a i«2-v 则取 

a = -a 0 . a r ,,fl * - 1/10*, “ 

对这两种情形都有 

a<fl<a’ ， tx f -o = 1/10*<« # □ 

引理2设 c 和〆是实数， « 如果对任何正的有尽小数 
I存在有尽小数 y 和，，满足条件 

y l -y<e 9 

那么就必定有 

C = C / m i 

证明用反证法.假如 c< C /, 那么存在有尽小数 If 和V, 

满足 


o < V <^< c \ 

对于 e = < >0,任何满足条件 

Y«rf<rj f <c’ 分 ’ 

的有尽小数?和7/都不能使得 

y '— y<e = n 

这说明：如果引理所述的前提成立，那么就必定有 

I 

0 =- o \ □ 

51理3设 e 是正的有尽小数， M 和 iV 是自然数，则存在正的 
有尽小数 e ' 和使得 

Me f + Ne 9 〈 e . 

证明我们设 
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并设其中第一位不等于 o 的数字是 - 1 < P . 则有 


1/ I 0*< e . 


我们取自然数 m 和心使得 


然后取 


10 n >N 


于是就有 


e 


10 


*+ *4 1 


£ 


10 


十 


f 


Ms’ +Ne // ^10 m e / ^ 10*£ 


10 


10 


< 


10 


<e 


鬱 


*_ 

i 


定理1的证明存在性实数 

u = supja + j8 

符合定理的要求. 

难一性对于任意正的有尽小数 s 和自然数 M = iV = l , 根据 

引理3,存在正的有尽小数 〆 和 〆 ，使得 

6 / + 8 # <« # 

I 

又根据引理1,存在有尽小数 W 和，分别满足 

a^a^a / T o ; —a<^e / 

和 

于是有 


0 和月是有尽小数 ， 

% 

a < a , j 3<& 


( 0 / + ^)_ (a + ^ )<eft 


因为 e 可以取任何正的有尽小数，根据引理2,满足条件 

a + + ^ 
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的实数 U 应该是唯一的 • □ 

定理2的证明 存在性实数 

f 1 a 和 p 是有尽小数，飞 

V - sup|aj5 r 

符合定理的要求. 

唯一性首先，取自然数 m 和 w ， 使得 

0< a < M , 0<&< iV # 

I 

其次，对于任意正的有尽小数 e ， 根据引理3,存在正的有尽小数 
Y 和以，使得 

Me f + N e”〈e • 

又根据引理1，存在有尽小数 W 和 分别满足 

a r - a<C〆 

和 

^ -P<e\ 

于是，我们有 

a / j? / -afi = a f 货 ’ -^ fi + a f -aP 

=a’ （卩 ’ -p') + (a f -a)fi 
< Me / + Ne ff <^ e m 

因为这里的 s 可以取任何正的有尽小数，根据引理 2, 符合定理要 
求的实数〃应该是唯一的. □ 

下面讨论实数的除法.在初等数学的课程里，我们学习过有 - 
尽小数的 “长除法” （除法草式).这是一种可以用来确定近似商 
的除法手续.对于给定的正的有尽小数 a ，3 和自然数 fi , 通过逐 
位试商，可以确定一个有尽小数 

y - Yo . vr-ynf 

满足这样的条件‘ 

y * a < j?<(y + l / lo *)* a . 

对于给定的和 n , 这样的 y 是唯一确定的.我们把这样的 y 和 

£ 

*• 
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〆 《 y +1/10 •分别叫做 # + ct 的、精确到小数点以后《位的不足近 
似商和过剩迁似商，并约定用以下的记号表示它们* 



为了定义任意实数丨除以任意非0实数 a 的商，可以先考察 
« >( M = 1的情形.只要对 O 0 的情形定义了 1/ a ， 就可以按以 
下方式定义任意实数&除以任意非0实数 a 的商： 

， 如果 a 与6同号， 

| a 丨 

- W ，如果 a 与嗦号. 

定理3对任何正实数 a , 存在唯一的正实数％使得对于满 
足条件 

的任何有尽小数 W 和任意的自然数 m , n 都有 

Cl/aOm<^<0/a)；. 

定义我们把定理3中所述的唯一确定的正实数 W 叫撖芷实数 
«的倒數，并把它记为1/心 

在下面的证明中，我们将利用有尽小数乘法的以下性质•，对 

1. 

子任何正的有尽小数圮，应有 

P * y <^* y / <=^ y < v , % 

)5*y = ^•y / = y’ j 

<=> y > y \ 

定理 3 的证明存在性因为 

a 7 (1/a) *(l/a)U 

所以有 

(l/oOm^a/a)；, Vm.neN. 

由此容易看出 i 实数 
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w = sup 


/ 


m 


a ' 是有尽小数， 


符合定理的要求. 

唯一性首先，选取 o *= l /10* 和 M = 10 1 ， 使得 

0<or<a<M. 

其次，设 e 是任意一个正的有尽小数.根据引理3,存在正的有尽小 
数 〆 和 〆 ，使得 

e f +10 2(fc + l) e 〃 <e. 

这样的 V 和 e 〃使得 

h ■ 

a 2 e / + M 2 e f/ 

=cr 2 (e’ + 10 2 (* + * 〉 e") 

我们可以选取有尽小数和自然数《,满足以下条件： 

<M , 

a f -a< t a 2 s f , 1/10 卜 1 <e〃. 

这样选取的 w 和 n 应该使得 



于是有 



—a + aa / 



〈 cr 2 e’ +M 2 e" 〈 a 2 s. 



親为这里的 e 可以是任何正的有尽小数，所以符合定理要 求的实 
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数 W 不能多于一个.这证明了唯一性. □ 

§4实数系的基本性质综述 

本节综述实数系的一些最基本的性质.这些性质将是我们以 
后讨论的基础.以下分三组介绍这些性质：运算性质，顺序性质 
和连续 性质. 

运算性质 

在实数系 R 中定义了加法运算“ + ”和乘法运算“ •”，使 
得对任意的和 &6 R ， 有确定的和确定的 ade 
R 与之对应，并且以下的运算律成立： 

CF {) 加法是交换的，即 

a+ b -b + a y M a } b ^： R, 

( f 3 ) 加法是结合的，即 

(a + b} +c=^a+ (b + c) r Va'&'eR; 

{Fj 0€ R 对于加法起着特定的作用 

0 十 V g ^ 

CF 4 ) 对每一个 aeR 都存在一个与它相反的数 - aeR ,. 使 
得 

(一 + fl 二 + (- fl ) = 0 ^ 

( f 5 ) 乘法是交换的，即 

a^b = b.a, V 6 Rj 

(^6> 乘法是结合的，即 

C ^ r ) 对于乘法起着特定的作用 

l*a = a*l = a ， V^6 Rj 

( F s ) 对每一个 fl € R ， a 抽， 都存在一个倒数 PGR , 使 

得 
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a~ l ^a = 一 1 = 1 j 

< f 8 ) 乘法对于加法是分配的，即 

a* (& + c) = a»b + a*c f \J a f b } c ^： R. 

顾序性质 ， 

在实数系 R 中定义了顺序关系“<”（在以下的陈述中也出 
现记号“>”.我们约定:只是 ( i b < a ” 的另一神写法， 

表示的是同一件事情).顺序关系“<”具有以下一些性质 * 

( O x ) 对任意的 aeR 与 &6 R ， 必有并且只有以下三种情形 
之一出现： 

a<b ， a = b a>b 

I 

(这一性质通常叫做“ 三歧性 ”）； 

( O a ) 关系“<”具有 传递性 

€L<Cb f b<^o => a 〈 e; 

<0 8 ) 加以实数的运算保持顺序关系 

a<b=>a + c〈b + 

( O4 ) 乘以正实数的运算保持顺序关系 

a<b, c>0 a*c>b*c* 


连续性质 

在实数系 R 中，以下的确界原理成立： 

( C ) R 的任何一个非空而有上界的子集合在 R 中有上确界. 

I 

n 

我们对上面所列的性质作一些说明. 

定义有加法与乘法运算并且符合运算律（/^)-^/^)的集合 
通常称 为域. 实数系是一个域.有理数系和复数系也都是域. / 

定义有顺序关系“<”并且符合的要求的一个 
域被称为有 序域. 实数系是一个有 序域. 有理数系也是一个有序 
域.但复数系不是有序域. 
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确界原理 ( C ) 说明了实数系的连续 性. 因此我们说：实数系 
R 是一个连续的有序域， 


§ 5 不等式 


本节介绍常用的一些不等式. 

涉及绝对値的不等式 
实数 a 的绝对值 I a | 定义为 


r a , 如果 a >0, 
t - a ， 如果 fl <0. 


我们来考察不等式 

l ^|< a . 

根据绝对值的定义，这不等式等价于 

L 

0< x < a ， 或者 x <0, - x < a ， 


即 


- a<x<a^ 


我们得到： 

|x| - ct<x<a. 


fUt 不等式 I < a 的解的集合是开区间 

(- a,a) # 


类似地可以证明 

| y | - 万 

iPt 不等式的解的集合是闭区间 

我们有显然的不等式 
将这些不等式相加可得 

~ (|a| + | 办 |Xa+ 為 o| + | 厶 I. 
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由此又得到重要的不等式 

|a + t|<|a| + \b \ 0 

运用这样的不等式，可以得到 

■ 

\a \ = | (a-fr) + + \b\ f 

M - \ b \^\ a ^ b\ w 


同理可得 

|& I - |a - a I = |a —&|， 

琴 

即 


我懦到了 
即 




I l fl l - l < l a -办“ 

利用归纳法，可以把不等式 

|a + fr|<|a| + \b{ 

推广* In 个实數的情形: 


[ flj + ^2 ••• + ^ 


< |aj + \a 2 \ + …+ |a, | # 


佑努里 （ Bernoulli ) 不等式 


*^0,则由二项式定理 

<1 + x) * - 1 + nx + ? , (? _ 1) , 欠2 + …+ 

2 

可以得到 

+ nx m 

这不等式实际上对任何 - 1成立_请看下面的定理. 

定理以下的伯努里不等式 成立： 

(1 +x) n ^l +nx f 

資明我们采用数学归 纳法 . n = l 时，上式显然以等式的形 


41 



式成立 # 假设已经证明了 



(1 + + (n — l)x ， V — 1, 


(1 + x)^ (l + 3c)* ~ 1 (l + ^) 

+ (n — l)x](l + x) 

-1 + (n - l)x +x + (n - })x 2 

>1 十 nx, \f - 1 # 

这证明了对一切自然数 n 伯努里不等式成立. □ 


算术 平均数与几何平均数不等式 


设 h 和々 是非负实数.我们把叫做这两个数的算术 

I 

平均数， 把 / i ^； 叫做这两个数的几何平均数.以下的不等式显 
然成立： 

(v^ - 〆 x 2 ) 2 ^O 0 

由此得到 


X 




即》算术乎均数大于或等于几何平均数， 

对 n 个非负实数，也有相应的结果： 

定理设、 ',>0, 则以下的算术平均数与几何平均 

I 

数不等式 ( AM - GM 不 等式〉成立： 


JCl +x z + + x 9 


证明我们利用数学归纳法 ， 的时候，上式显然(以等 
式形式)成立，假设对任意 n -1 个非负实数，算术平均数与几何 
平均数不等式成立 • 我们来考虑《个非负实数，…,的情 
形.不妨设 h 是这《个数中最大的一个(我们总可以从小到大排 
列这 n 个非负实数，于是最后一个数就是最大的一个).记 

d 
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则有 


于是 


即 



- 1 


n — 1 



» 


X 



X 


n 


(n — ])A + x 


n 


L 


n 


a 

n / 


A 


n 


^A n + nA 


， i ¥) 

h (¥) 



= ： A* + - A) 


A 11 一 1 x •冰 


Jfj + 


•• • 


+ X 


n 


x, •• 


X 


涉及三角函数的不等式 

几何学的讨论也是发现和证明不等式的一个重要途径.我们 

• I 

举以下的例子来说明这种方法.在数学理论的推导中，涉及角的 
度量时，通常采用弧度作为单位. 

定理对于用弧度表示的角 X ,有以下不等式成立 

•I 

sin3f<><tg jc ， V^6fo,~J. 

证明在单位圆0中作圆心角 X ，它的始边为轴上的 
0 A , 终边为0坟用线段联结 AS . 过 A 点作 OX ： 轴的垂线交 OS 
延长线于 cmi - D .. 
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我们有 


m 


1 


即 


△ OXB 的面积<扇形 OAB 的面积 <^ OAC 的面积 


这样，我们证明了 


2 B1QX< f x< Y tsx^ 


8inx<x<tg jc, V^e 


推论以下不等式成立 


K ). 


证明我们有 

|sin jc 


|3inx|<|x|, VxeR # 




sin x^x = |jc|, V 


和 


^[°4) 


|sin(-x)| =sin x^x - I «x|, 


V 0 


综合以上两式就得到 


，分 




/ n n\ 

\Y p Yj 


而当 |*|> 县时，又有 


2 




于是，我们得到不等式 


|sinx|<|x|, VjcGR* 


□ 
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•? hi 




y. 


第二章极 限 


§1有界序列与无穷小序列 

从自然数集 N 到实数集 R 的一个映射 

« ： N—»R, 

相当子用自然数编号的一串实数 

*1 = 欠 (1) , 尤 2 = ^(2), …, A = 戈 00, 

这样的一个映射，或者说这样的用自然数编号的一串实数 {〜}, 
称为是一个实數序列. 


l . a 有界序列 

定义1设{%}是一个实数序列. 

(1) 如果存在 Me R 使得 

x n <： M 9 V " eN ， 

我们就说：序列{、}有上界，实数 M 是它的一个上界； 

(2) 如果存在 me R 使得 

^ n > m 9 VneN , 

我们就说：序列{、}有下界，实数 m 是它的一个下界； 

(3) 如果序列 { A } 有上界并且也有下界，我们就说这序列 

有界. 

序列 {〜} 有界的充分必要条件是：存在 xe R 使得 

1 〜 1< 兀， v«eN. 

序列 {〜} 有界这件事，可以用符号表述为 

(3^6R)(VneN)(|^nl<^), 

而“序列无界”是上面陈述的否定，它可以用符号表述为 


45 


(ViCeR)C3n6N)(!^„|>/S：). 

请注意，当我们对一个陈述加以否定时，应该把逻辑量词 “3换 
成“ V ”，把“ V ”换成 “3”，并且把最后的陈述换成原来陈 
述的否定. 

例1序列、 = (-1 ) B = 1,2,…〉是有界的，因为 




V 


例2序列心 


n + 


n 


是有界的，因为 


I I 


n + l 




n-hn 

■i - —* 

n 


2 , 


v ^ eN . 


例 3 


序列 ( n = i ,2，.“） 是有界的，因为 


0< X n = l +7^ + 


n(n-i) 1 n(n-i)(n —2) 


2 


n 


2 



n 


3 






n(n —]_)••• (n — 圮 + l) 

kl 


n 







<i +1+ 
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例 4 序列 & n =-2 n、，G = n + (― i)，n 和 
= n.sin + 都是无界的. 

例 5 考察序列 

1 1 

Xn = l+ ^ 2 +"* + — 9 n = 1 ， 2 广、 

我们来证明这序列是无界辱 • 事实上，对任意 自然数 只要取 
n -2 21f , 就有 



l . b 无穷小序列 

考察序列{«„},{^}和 { y fl }， 这里 





我们看到，随着《的增大，心不断减小而趋近干 0 ， A 不断增 
加而趋近于 0 ， y n 来回摆动但仍然趋近于 G . 这几个序列都是 
无穷小序列的例子. - 

定义 2 设 {〜} 是一个实数序列.如果对任意实数 e > 0 , 都 
存在自然数 W ， 使得只要 row , 就有 

i I 〈 6 ， 

那么我们就称 {&} 为无穷小序列. 

用符号表示， “{〜} 是无穷小序列”这件事可以 写成： 

一 (Ve>0)(3^eN)(Vn>N)(|jc B |<e). 

这躭是说：只要我们取 〃足 够大， 1 〜|可以小于任何预先指定的 
正数.“序列伶》}不是无穷小序列”这件事可以用符号表示成 

(3e>0)(V^eN)(3«>N)(|y n |>e). 

几何解释考察以 0 点为中心的开区间 

(- e ， s )* 

我们把这开区间叫做 0 点的 e 邻域.用几何的语言来描述， 
“{〜} 是无穷小序列”意 味着： 不论 0 点的邻域怎样小，序列 
{〜} 从某一项之后的各项都要进入到这邻域之中. 

例 6 是无穷小序列.事实上，我们有 


^nl = 


1 + ( — 1) n 
n 



对任何 e > 0 , 要使 |< e ， 只须 n 〉|. 我们可以取大于 * 的任 


意一个自然数作为例如可取对于这样选取的 

只要 n > N ， 就有 

l^nl^2/n< ； e 0 
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例 7 设 aeR ，| fl |> l ， 贝 IJ 


S 


MM 


1，2, 


• « i 


是无穷小序列.事实上 


a 


n 


l ^ l n 


< 


(1 + <|fl| — l)) n ^n(|a| ^ i) 




(M -l) 


rrr < e ， 只须 


S(|fl I - 1 〉 


我们可以取大于 


的任意自然数作为例如可取 JV 
于是，只要 n > JV , 就有 




e(|a| — 1 〉 



« 


I«nl 


a 


< 


n ( I I — 1) 


一 i 、< e # 


例 8 设则 


n 


« = 1,2, 


是无穷小序列, 


事实上，对于我们有 


n 

n 


a 


*1^1 


n 


(i + OI-i))” 


< 


n 


n(n - i> 
2 


(M -1) 


2 


r 


( n — l )(| fl | - 1) 2< 


要使 




(n^l)(|a| -l ) i<e ， 
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只须 


n> ~e(\^\-iy 2 + U 

我们可以取大于 十 1 的任意自然数怍为 W ， 例如可取. 

S 

N = [ eQa \- iy ] +2 - 对这样选取的 WEN , 只要 n > W , 就 
有 

|inl< (n-l)(H -i) 2<£ - 

在上面各例中，我们采取逐步倒推的方式，从任意给定的 e 
出发，寻找无穷小序列定义所要求的因为只需要指出这样 ® 
N 存在， 所以在倒推的过程中，允许追当地放宽不等式，以简化 
我们的讨论.这种放宽不等式的办法，可以槪括为以下简单的引 

T 

Mi ' 

引理设{心}和 { A } 是实数序列，并设存在使桴 

|a n |<j9„, V n>N 0m 

如果是无穷小序列，那么 {〜} 也是无穷小序列. 

证明 对任意的 C > 0 , 存在 /^ eN ， 使得^ 时 M « l < 
e . 我们取 

N = max { N Q? N x } % 

则当 n > AT 时，就有 

I 

仔细检査上面几个例题，我们发现在证明过程中实际上都用 
了类似于这引理的推理方式.在例 7 中，需要判断什么时候 

~n | < e , 我们放宽为判断什么时候^|^<之在例 8 中， 

S 

代替不等式|$|<£，我们考察较容易的不等式 
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2 


(n— ])(|a| — 1) 




例 9 考察序列 


n — (n + i> 2 



(2n) 2 ’ 


1，2, 


因为 




* • a 


+ 




■v 




nm 


所以{心}是无穷小序列 _ 


l . C 有界序列与无穷小序列的性质 


引埋如果 {« n } 是无穷小序列，那么它也是有界序列， 
证明对于 e = l ， 存在 iV 6 N ， 使得只要《>以，就有 


记 


则显然有 


|a n |<l # 

K = max{\a l \ r .. f |a ff | ， l }， 

v«eN. 


定理 i 关于有界序列与无穷小序列，有以下结果： 

(1) 两个有界序列的和与乘积都是有界序列.即如果 
都是有界序列，那么 

{ Xn + yn } 与 yn \ 

都是有界序列 j 

(2) 两个无穷小序列{%}与{^}之和 
也是无穷小序列； 

(3) 无穷小序列 {〜} 与有界序列 { x n } 的乘积 { ot „ 〜}是无穷， 
小序列； 
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(4) { a „} 是无穷小序列♦今 {| a n |} 是无穷小序列. 

证明 （1) 我们有 

v « eN ； v ^ eN . 

于是 

Xn + I 《卜 n I + I 夕 n KA + 乙 ， V Nj 

l ^ n^nl = |^ n | \ j / n \<^ L , V «€ N . 

I 

(2) 对任意£>0，存在 MeN 和 AeN ， 分别使得 

I I < C ^/2> V n 〉 Wi ， 

和 

I fin i < C e /2 > V 

JV =max{A/ r , ? N 2 } ) 则 n>7V 时，就有 

g £ 

a n + 1 < : a tt + I 办作 I < C'y + = 6. 

(3) 根据定义，存在使得 

\ x n \^ K 9 VneN . 

不妨设 K >0. 对任意 c >0, 我们有 e / ic >0. 因而存在 A ^ eN , 
使得11>#时，有 

a„ | <e/K m 

这时就有 

f it * ^ T/~ 

\ x n ~ ®n x n \ ^ = 

(4) 我们有显然的关系 

1 I M = i a n . I___ 

推论我们有： 

(5) 两个无穷小序列{%}和{ 0„} 的乘积 { a , 也是无穷小 
序列； 

(6) 实数 e 与无穷小序列{心}的乘积 { ca „} 也是无穷小序列; 

(7) 有限个无穷小序列之和仍是无穷小序列，有限个无穷小 
序列之乘积也是无穷小序列. 

证明 （ 5) 无穷小序列 {0 n } 是有界序列. 
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( 6 ) 常数 c 可以视 为有界 序列: 


( 7 )利用数学归纳法就可 证明. □ 
例10设 ^611»1，?0 6]^.则 



是无穷小序列 • 事实上，我们可以记 

丄 k _ 

a = b 、= b _ 

于是有 # 



这疋匕 个无穷小序列~=&的乘积，因而也是无穷小序列 • 

例 n 设 e > o , 则 

£?* 

叫,2, •“， 

是无穷小序列 • 为证明这一事实，我们取定一个 meN ■，使得 
m >°. 显然有 

；^! = j _V ^ 1___ 匕 ― 

n l m l (讯 + 1)… n m I m* — m 


m 供 f c \， 

= ^r\m) 9 Vn>m . 

因为由例 7 可知是无穷小序列，所以 { y n } 也. 
是无穷小序列. 

例12设{ 0 ™}是无穷小序列，记 



则 Wn } 也是无穷小序列.换句话说，以无穷小序列前；2项的算术 
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平均数作为通项的序列，也是一个无穷小序列 . 

证明对任意的 C>0, 存在 meN, 使得只要《 > 饥，就有 

]a„|<e/2. 

对这取定的 m ， 又可取充分大的 peN ， 使得 




V 


< 


记 7V = max{m ， p} ， 则当 n>iV 时，就有 


I I ^ 


Oil + 


• « * 


+ 1 a m 







a l + 




+ 1 a 7n 1 


P 



a 



+ I 



i 



( n - m ) 


< 


2 



2 


n 





例 IS 设 { 〜 } 是无穷小序列，并且 






我们记 

Yn~ \^ a 

则 {^} 也是无穷小序列 . 


证明 我们有 


这里 




，2, 


V n 6 N ， 





+ a 


n = 1 ， 2 ， 


是无穷小序列 ( 见例 12 人 
例 14 考察序列 



是无穷小序列，引用例13就可断定 {〜} 也是一个无穷小序列 # 
在结束本节之前，我们对无穷小序列定义中的 e 再说几 句话， 
这定义中的 e ， 是可以任意选取的正数.我们用任意选取的 e >0 
来检验序列{〜}，观察是否存在 W 6 N ， 能使得 

■ 

n > iV =»| w n |< e # 

其实，如果 e 是可以任意选取的正数，那么 2 S 也是可以任意选取 
的正数 • 一一对任意的 e '>0, 我们总可以选取£ =以/2,使得 
2 e = e \ 更一般地，对于取定的凡>0,如果 e 是可以任意选取的 
正数，那么 Ke 也是可以任意选取的 正数. 因此，在有关无穷 
小序列的讨论中，对所涉及的\可以不必过分拘泥.例如，对于 
定理1中的( 2 )、00两项，可以按以下方式书写证明 （实 质上当 
然没有任何改变，但用这种方式写起来更为顺 手)： 

(2) 对任何 e >0, 存在 MeN 和 MeN , 分别使得 

” 〉 A /^令 j | 〈e 、 

和 

n > N 2 ^\ P n \<： e t 

取 N = mu { N u N 2 }， 贝 ij 对 n > W ， 就有 

I I < j a n j + I Pn I 

(3) 设 / C >0, 使得 

凡， V«6N. 

对任何 O >0, 存在 # GN ， 使得 

ti 〉 JV=> j a n I <e. 

+是， 只要就有 

^ I ^" ri x n ! = 1 a n I [ I 

§2 收敛序列 


2 .a 收敛序列的定义 

数学中常常用一串已知的（或者容易求得的）数值去逼近欲 



求的数值.例如，为了求得单位圆的面积〜人们用圆内接正〃迫 
形的面积去逼近它，即以匕作为兀的近似值.随着 n 的 

增大，人们不断地改进 n 的近似值的精确程度.在这不断改进的 
过程中，逐渐产生了朴素的极限概念.公元三世纪，我国数学家 
刘徽在解释他的“割 圆术”的时 候说：“割之弥细，所失弥少； 
割之又割，以至于不割，则与圆周合体而无所失矣”.这就是 
说，只要取 n 充分大，用逼近 n 的误差可以任意小.的极限 
就应该是 3 ^ 

虽然朴素的极限概念产生很早，极限理论的精确阐述则是十 

I 

八世 纪以宕 的事.下面，我们就来介绍极限的确切含义. 

定义设是实数序列， a 是实数.如果对任意实数 e >0 
都存在自然数/ V ,使得只要<>~，就有 

那么我们就说序列 {〜} 收敛， 它以 a 为极限（或者说序列 {〜} 收: 
敛于 a )， 记为 

limx n = a 或者 x n ^a, 

有时也写为 

lim x n = a 或者 x n -*a ( n -^ + oo ). 

不收敛的序列称 为发散 序列. 

洼记 （1) 我们用表示用 、逼近 a 的误差.按照定: 
义，所谓序列 {〜} 以 a 为极限，就 是说： 只要我们取 n 充分大， 
就可使得逼近的误差任意小（小于任何预先给定的正数 e ). 

(2) 用符号表示， lim 、 = a 的定义可以 写成： 
(Vfi>0)(3^eN)(V«>^)(|^n-^l<O. 

而序列不收敛于6这件事可以表示为： 

( 3 e>0) ( V iV e N) ( 3 n>N) {\y n -b\ 

几何解释设 eejR , e >0. 我们把开区间 （ a 〜 e，a + e ) HL | 
做 a 点的£邻域.极限定义中的不等式 
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|jc„ - a| <e, V n^>N 9 

可以写成 

a - s<^x n <C.a + e, \J n>N ， 

即 

(a - + e), V «>iV. 

因此，如果采用几何式的语言，极限的定义可以表述为：不论 a 
点的邻域怎样小，序列{^}以某一项之后的所有各项都要进入这 

b 

邻域之中. 

这一几何解释帮助我们形象地理解极限的含义，对很多情况 

够提示解决问题的途径.例如，让我们来考虑这样的 问题： 一 

■ 

个序列 {&} 能否有两个不同的极限 a 和6 ?我们可作如下的分 
析；因为不妨设可取 e 充分小使得 a + s<^-s 

(这只须取 e 满足0<£<^), •子是 a 的 e 邻域与6的 e 邻域不相 

交(见图 1-2). 如果序列 {〜} 从某一项之后的各项全部进入 fl 的 e 



邻域之中，那么从这一项之后的项就不可能再进入到6点的 e 邻域 

-之中，因而不可能以〖为极限.经过这样的分析，我们写出以下 
的关于极限唯一性的定理的证明. 

定埋1如果序列 {〜} 有极限，那么它的极限是唯一的. 

证明用反证法.假设序列 {〜} 有极限 a 和 a < b 9 我们 
取 e 6 R 满足 

n ^ — a 

0<e 〈丁 • . 

•于是， 存在 nan ， 使得 

a -e<je n <a + ej 


i 
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又存在 W 2 eN， 使得 n>W 2 时 

b - e<x n <b +e m 

S：N = max { N l , N 2 } 9 则当 n>iV 时，就有 

b - e<x n <fl +e. 


这与 0< e <i ^ 矛盾. □ 

我们再来分析如下的问题：设 {&},{“} 和 {&} 都是实数序 
列，它们满足不等式 

V ^ ^ * 

如果 {〜} 粕 {〜} 都是收敛序列，它们的极限都是^ 

limx n = lims n = a 9 

I 

那么关于序列 {〜} 的收敛性能有什么样的结论呢？我们来考察 a 
的任意一个6邻域 (《 - S). 从某一项之后， h 和％都应落在 

a 的这一邻域之中，这时夹在、和〜之间的 h 自然也必须落在这 
一邻域之中，从这一分析出发，我们得到以下定理的证明. 

定理 2 (夹挤原理）设(、},{&}和 {“} 都是实数序列，满:, 
足条件 

^ n^：y 71^:^ T.9 V ^ ^ N • 

如果 

limjc n = lim 2 n = a, 

那么 {w rt } 也是收欽序列，并且也有 

证明对任意 C>0, 存在 N ^ eN ， 使得当 n>A^ 时， 


当 n>iV 2 时， 

S . N ^ mas { N l 9 N t }, 


a — eO n <a + e ， 
a - e<- n <^a + e % 

\«. * 

则 n>7V 时，就有 


a - s 〈 x n (y n (z n 〈a + e # □ 

从定义可以看出：无穷小序列就是以 0 为极限的序列；雨 
“序列 {〜} 以 a 为极限”这一陈述等价于说《 “{〜- 略是无努 

小序列 7 . 从以上简单的观察，得到了很有用的结果 • 
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定理 3 设 & n } 是实数序列，3是实数，则以下三陈述 等价* 

0) 序列 {“} 以 a 为极限； 

(2) 是无穷小序列； 

(3) 存在无穷小序列 {〜} 使得 

x n = a + a n9 n= 


证明 （1) (2): 由定义即可看出. 

(2) => (3 )i 设 a ，、- a ， 则 { a n } 是无穷小序列，并且 


x n = a + a nf 




(3)=>(1)： 


这时 


存在 JV 6 N ， 使得 n > W 时 

I I 

I x n ~ ^ 二 [ | 


例 1 獅加丄 =1 . 


证明对任意的 C >0, 要使 


只须 



n> 


£ 


取大于 |- 1 的任意自然数作为 W (例如取 iv = [ l /<|), 则当^ 0 > 

I 

N 时，就有 


n 

« + 1 





例 2 求证 lim 
证明我们有 


n + 2 


3 n 2 + 2« + 4 


1 


| n 2 - n + 2 

\ 3n 2 +2n + 4 


— on-2 
"3(3« 2 + 2 n + 4) 
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只须取大于 1/ e 的任何自然数作为 W (例如取/^ = [1/5] + 1>, 

当 觀 就有 


卿 


2 


n + 2 


令 


3n 2 +2n+4 3 

例3设 a > i , 求证 lim ^ 了 
证明因为所以 a 1/!> 


n 


□ 


« 



a > 1 . 


a n -a l/n 一 1 ， 


n = 1,2,—, 


则 a n >0. 我们来证明 { a n } 是无穷小序列 • 事实上，由 


可得 


a 


% 


(1 +a n )*>l +na n 


a n < 


a - l 


n 


这证明了 {心}是无穷小序列. 


_I 


例4求证 limj/.n = 1, 

证明置 a n = 5^ T - l , 则、>0.我们有 

n ~ (1 + a n ) n 

^ n(n - 1 ) 

1 + na n +--~ -aj + *** 


2 


由此可得 




* 







n — 1 




要使 



Tl — 1 


<£ 


只须 




取# = [2/e 2 ] + 2 ， 则当时，就有 

D 
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i 


俐 5 求证 lim ( N / n 2 + n - n ) = l /2. 
证明我们有 




■ 

丁 


n - n 



n ( v 7 n + 1 — 




n 



n + 1 + 




\/ n 2 + n 一 n 一 



+ 1 + ^ n 


y/n + 1 - \^ rt 


H\^n + i + v^V) — 2 (a/h + 1 + v^O * 


< 


2(2v^) 2 _8n. 


例 6 


已知 limx n = fl ， 求证 


x 1 + x 2 + 

am - 


• •• 


+ x n 


a 


0 


证明设 a „ = x „- a，n = l ，2，"、 则 { a „} 是无穷小序列•我 


们有 


x x 十 + •_• + 


a 



Q | + + 


■.參 


+ a n 




由 § 1 中例 12 可知 =… + a n j 是无穷小序列，因而 

lim 5 + = fl 门 

n ♦ u 

_ 

2 .b 收敛序列的性质 

定理 4 收敛序列 {〜} 是有界的. 

证明设 limjc ft = fl ， 则对于 e = l >0， 存在 A ^ N ， 使得当 
时，就有 

h 

一 1 | — l 〈 x n 〈a + 1^ I a j + 1, 
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即 


|x n |<|a| +1. 

jgA * = roax { |xj ,, M + l }， 则有 

V ^6 N . □ 

定理 5 (1) 设 Sljlim | x n | = | a |. 

( 2 ) 设 = limhd ， 贝 U 

limOn 士 y«) =a±b m 

( 3 ) 设 limx n = fl ， limj/ n = b ， 则 

lim(jc: n y n ) = ab m 

(4) 设〜关 0 (n = l ， 2 ， "> ， Umx n ^aiz0 9 则 


证明 ⑴ I kn 


lim 




a • 




(2) 我们有 

I 土夕 n 〉 _ (a ± 办〉 I On 一 1 + I 一心 ’ I 

对任意 S 〉 G ， 存在 Wi € N * N 2 eN ， 分别使得 

当 时， |“- fl |0/2. 


和 

当《>% 2 时， |y n -M< £ / 2 . 

记 iVzrmaxfA ^ NJ , 则当 n > iV 时，就有 

\(x n ±y n )~ ia±b')\ 

<| x n -«l + |^„-^|< e /2 + e /2 = e . 
(3) 因为收敛序列是有界的，所以存在 KeR 使得 


bn|< 仄 , n=l ， 2,*“. 

不妨设 k > o . 又可取 LeR 使得 
于是，我们有 

\x n y n -ab | = |(^ n ~a)y n + a(y n -&)| 
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对任意 s >0. 


I 

<\x n -a\\t/ n \ + \a\ 
^K\x n -a\ +L\y n -b\. 

存在 Nf N 和乂 e N 分别使得 


当口>乂时 


x n^ a \<2K 


和 


当71>〜 2 时， Un — M <~2l 


置 N = max { iV 1 , N 2 }， 则当时，就有 

I x n y n -ab\<,K\x n -a \ ^ L \ y n - b \ 


< 


£ 



S 

— =e 

2 * 


(4 ) 因为 所以对于 l fl l/2>0 ， 存在# oeN, 使得 


当口>以。时， 




这时 


\ Xn \ 


\ a - ( fl - JCn ) l>M - I a " x n I > I a I /2 




a 


I - Xn I 

I H 




a 


2 


t 一 a 1 • 


对任意 o > o , 存在 AeN ， 使得当 n > v i 时 

,|a | 2 

置 N = max { N 0; 则当 tt 〉 iV 时，就有 


a 


< 


^1 


2 





推论 （5) 设 linuc n = a ， ceR ， 则 


lim(<?x 7l ) = ca 




(6) 设、 羊 0 (n = 1,2，•••），= 羊 0, limy „ 


，则 


c 


lim 


y n 


X 


n 


a • 


ea 



注记定理5及其推论中的 (1) 一 (6) 可以形式地写成以下公 


式: 


(1) lim 


limx 

■ 


(3) lim ( x n j / n ) = limx n • limj / n * 


(4) lim 



limjc 


(5) lim ( cx n ) - climx ni 


(6) lim 


y n Umy 

-- - 4M - 


limx 


但在运用时一定要注意上面这些公式成立的条件. 




条件的确 


切陈述见定理5及其推论，概括说来 就是： 这些公式等号右边的 
式子要有意义！ 

例7 求证对于也有 

证明6 = 1的情形是显然的.只须考虑0<6<1的情形.在 




例3中我们已经 知道： 对于 fl > l 有 


lim \/ a 

对于0<々<1，= 贝 fja > l , 并且?^厶=于是 


\imVb 




lim 



1 - - ■ ■■ I ■■ ■ ■ I - 


□ 


例8 


m 


， ■■ ~— 

求 lim y^c + - i -, 这里 

先来看<? = 0的情形，这时 


lim 


n 



—= lim 

n v n 
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再来看 00 的情形，这时我们有 




n 


c 



<%+1， 


因而 lira 



c + 


. 综合两种情形，我们得到 


lim 



c + 


1 


n 




例9 求极限 




羃 


广 1 


❿丨<1). 


解我们有 


« 


lim 


lim 


Jb 


l - q n 

l^Q 


1 一 


例 10 设 {〜} 是实数序列， a n >0 ( Vn ) 


lim 


求证 


limv/ a l a 2 ***a n 




_ 


证明由不等式 


\/a l a 2 ^*a n ^ 


fll + flg + 


♦籲參 


+ d 


n 


和 



dt a 


a 


i 



a 


n 


n 


可得 


n 





a 


a 


a 




我们记 


n 


x n 





+ 



—+ — + 
dt (X ， 


• • • 


+ 


n 


y 


v / fl 1 a 2 — a n , 


+ ^2 + ••• + CL ^ 


a 为 


^ n^：y nf 


limx 


V«6N ， 

= A , 


， ■, 

A 


所以有 


limz n = A, 


limy n = A 


m 


□ 


在有关极限的一些证明中，常常用到涉及绝对值的不等式和 
加减辅助项的技巧.例如在极限的加法法則与乘法法则的证明 
中，我们用到以下关系 


IO 



l / n ) 一+ 办〉丨 < 丨叉 n 一 | 



夕 71 一占 U 


# 


x n y n — ab 


XnJ/n- Wn + ay n -ab\ 




\Pn \ + M | 心一州 • 


若引用定理3,通过无穷小序列来表示收敛序列，则往往可以使 
证明更加平易显然.例如,序列极限的加法法则与乘法法则可以 
这徉来 证明： 

设 limjf tt = a ， lira . j /. mb, 贝 lj 


心则 


x n = a + a nf 


!U 二 b + 爲 


nf 


这里的{心)和偵》}都是无穷小序列.于是 

工 n + = a + & + fl n + n ， 

x n y n - ^ + -r ba n ^ a n p“ 

因为 {〜+ iU 和 {Mn + + aj n } 都是无穷小序列，所以 
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\im(x n + y ft ) -a + h f 
limix n y n ) ' 

在讨论中引入无穷小序列，常常可使复杂的问题简单化 • 我 

■_ 

们再举两个例子 # 

例11 设 l 〖 mx n = a ， limy n ^ b M 若记 


u 



x l y n + x 2 y n _ l + ^ + x n y x 

n 


n = 1 , 2 , “•， 


则有 

limu ^ — ab 9 

证明我们有 

j 

_ 

■ — 

x n ^a + a n9 ' y n = b + 0 nf 

这里的 {««} 和 {〜} 是无穷小序列.于是 

(a 十 〜） （& + 右 n ) + …+ (a + a n ) (J) + 

u =- - - 

71 


ab + 


a 



n 


+ a ^ b + a ^~~~ ^ 






+ a n ^\ 


n 


无穷小序列也是有界序列，可设 


因为 


I 芦 n j <仑， 


V n 6 N . 


ajn + …+ a n^l 


< 


| a 」 十 


*»• 


+ |«nl 


n 


L 


所以 


{ 〜芦抑 + …十 a n ^ x 


是无穷小序列.又因为 


a t + ••* + a n 


蚪， 





+ 




也都是无穷小序列，所以 
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lim u n 二 ab m 


例 12 设 lim % = a , 求证 




x x + 2x t + ••• + nx n 


a 


2 # 


证明我们有 


x n = a + a 




这里 {%} 是无穷小序列.于是 


x x +2 x 2 




nx 


2 


(a + D + 2 (a + a 2 ) + … + n(fl + a n ) 

■ ^ 



nT± a- n 


a 


2 



a 


2 



n 

+ — a 


n 


2n 



因为 


a 


2 


n 



2 



n 


a 


所以 




a 



a 


2 


+ •“ + |a n 


2Xz 




nx 


n 2 


Q t -h 


2n 


a 




a 


n 


n 


a a _ 

= — + 0 = — 

2 u 2- U 

2 .c 收敛序列与不等式 

定理 6 如果 ' (这就 是说： 如果 = 
limy n = b , a < b ), 那么存在 WeN ， 使得 n > iV 时有 
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证明对于存辛和 M 6 N ， 分别使 

得 

当 n > J / V 1 时 ， a - e < x n <a + e , 

和 

当 》>_/\^ 时， b~s<Cy n <Cb + s m 
.2 N = max { N lf N 2 } 9 则 ？ i > A / ■时就有 

x n < : a + E=b-ed/n. □ 

注记定理6的几种常遇到的特殊情形分述 如下： 

(1) 设是常数列，这时定理6成为：如果 
那么存在 NeN ， 使得当 n > iV 时，/就有 

9%> a % 

(2) 设〜是常数列，这时定理6 成为： 如果 
那么存在 N , 使得当 n >7 V 时，就有 

(3) 综合 （1) 和(2)，我们 得到： 如果 

«<lim z n <^b f 

那么存在斤61^，使得当时，就有 

^< Zn<K 

定理7如果仁 n } 和{^}都是收敛序列，并且满足条件 


n ， V ^0 


那么 


Iim x n <lim y n 、 

证明用反证法.如果那么根据定理6存 


在 M 6 N ， 使得^、以:时 




取就得到矛盾. 


注记即使有 


欠竹〈夕71， V n e N " ， 
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也不能保证例如，设、 


,则显然 


有 


n 〈夕 霣， 



1，2, 


但 


lim x 


lim if u = 0 # 


例13设给定自然数试对充分大的《判别以下三式的 


大小顺序 


解因为 Hm 





n*, K\ 

0<1(参看§1的例10),所以对充分大的 



应有 


n m ^ 

f <! 
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縛 


又因为 Hmt =：0< i ( 参看§1的例 11), 所以对充分大的 n 应有 



«1 

这样，对充分大的 n 应有 


< 1 ， k n <nu 


n h <k n <n\. 

例14设 A >0， a 初每 问当 n 充分大的时候 


An 2 + Bn + C 与 


an z +bn + c 
An 2 -i- Bn + C 


各有怎样的符号? 
解因为 


lim l A + 


b ! 



c 


A>0, 


所以对充分大的 n 有 


A ^ 


B 丄 
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An 2 + fln + C 



( A + 5 j + C 占)〉 0. 


又因为 


lim 



an 2 + bn 


An 2 + Bn + C 


a + b— 



c 


lim 


+fl °A + Bl 


A 



J)Tl + C 

所以当 n 充分大的时候， " A n Z , Q n J ； Q 与 I 同号，因而与同号. 


§3 收敛原理 


按照定义，序列 {〜} 称为是收敛的，如果存在一个实数 a ， 

使得 

(Ve>0)(3^eN)(Vn>iV)(|jc n -fl|<€) # 

但是，我们事先怎样来判断能否有这样的实数 a 存 在呢？ 换旬话 
说，怎样来识别一个序列是否收敛呢？本节就来讨论这个问题. 


3. a 单调收敛原理 
定义 （1) 若实数序列仁 n } 满足 

欠 n+l， V ^ G 9 

则称这序列是递增的或者单调上升的，记为 

{〜} 个 • 

(2) 若实数序列 { y n } 满足 

Vn>y fl+19 V N ， 

则称这序列是递减的或者单调下降的，记为 
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(3) 单调上升的序列和单调下降的序列统称为单调序列. 

5至记如果 (1) 中的不等式总是严格地成立，即 

< C !^ n +1> V n 6 N " ， 

么 我们就说序列 {〜} 是 严格递 增的或 者严格单调上升的. 如果 
(2) 中的不等式总是严格地成立，即 

S/n>y n + iy VneN, 

那么我们就说 序列切 n } 是 严格递减的或者严格单调下降的. 

定理1递增序列 {〜} 收敛的充分必要条件是它有上界. 

证明 必要性. 收敛序列是有界的， 

充 分性.设序列有上界，则存在上确界 

a = sup{x n }. 

对任意 C > G ， 显然 a - e < a ， 因而存在使得 

V 

a - s<x N <a. 

于是当时，就有 
这证明了 

lim x n ~a = sup{x n } # 口 

推论递减序列 {&} 收敛的充分必要条件是它有 下界， 

证明令、《=1，2,…，就可以把这情形转化为定 
理1中的情形(直接证明也很容易） # □ 

注记 （1) 我们 看到： 递增有界序列 {〜} 的极限即它的上确 
界 

lim x n = sup{.i [: n } # 

同样可以证明：递减有界序列{心}的极限即它的下确界 

lim = 

(2) 因为一 个序列 的收敛性及其极限值都只与这序列的尾部 
(即从某一项之后的项)有关，所以定理1及其推论中的单调性条 
件可以削弱为“从某一项之后单调”，即 

+ V 打〉 N ， 
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3/n>yn + i ， Vn>N m 


a n 

例 1 设 a >0， 求极限 lim w . 


解记 x 


a n 


n = 1 , 2 , 


显然有 


x n >0 9 VneN* 


对于充分大的 《 有 



这时就有 W 

a 9 a % a — 

、： •^ rn= Xn+u 

由单调收敛原理可知：序列有极限 • 记这极限为 X * 在以下 
等式中取极限： 

a 

_ _ __— ■ 

X n + i~ n+1 x ny 


我们得到 
这就是说 




lim— 

n\ 



例2 设 h = v/T, x 2 = v/ 2 + ，…， 

x n = y/ 2 + >/ 2 + … + \/j'( n 重根号〉，… • 试求 H m 

解序列 {〜} 是递增的： 

^n+i - ^ 2 + v^2 + … + v^2 + + 1 重根号） 

2 + \/ 2 + …+ \/ 2^H T( n 重 根号〉 

= Xfiy V n G • 

我们用归纳法证明序列 {、} 有上界 2. 首先，显然有巧=〆 2 
<2. 其次，如果、<2,那么=彳2 +^„<2 # 这证明了 


x n <.2, Vn^N. 


稂据单调收敛原理可设 


从等式 


limx n = a % 

h 

j 

尤 i + 1 — x tt -2 = 0 


取极限得 

a 2 — a — 2 = 0 # 

a 

解此方程得“ = 2或“= -1. 但显然应该有 a >0, 所以 

-a- 2 % 

例3设 fl >0 p fl >0. 序列{%}由以下递推公式 定义: 


试证 



lim x n 



证明我们有 



t + +>2 ， V t 〉 0. 


(这是算术平均数与几何平均数不等式的一种特殊情形.直接证 
明也很容易.）由此可得 


X 





VneN . 


由此又可得到 


X 


n + 



a 


x 




X 


2 

■ 


<i ， v«eN, 


也就是 


+ f V n ^ 


序列 {〜} 递减而有下界，可设 


显然有 


lim^ n =： x 




序列仁 n } 满足递推公式 


x >\ / a > 0 • 
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^n + 1 = 



在这公式中让 《^ 取极限就得到 



B{1 x 2 = a % 

但已知 x>0, 所以 x=v^. 兰们得到： 

limjc n = x — \/ a m 口 

例 3 提供了一种通过迭代近似求算术平方根的计算方法 * 
例 4 我们来考察序列 

怎 a = (1 + ， n ~ 1^2, 


仿照 §1 例 3 中的作法，可以将％表示为 



在 〜 + 1 的类似表示式中，前面 《 + 1 项的每一项 都比 ; xv 表示式 
中相应的项大 . 不仅如此， 心 +1 的表示式还比 A 的表示式多一 

个正项 . 通过这样的观察，我们得知 

_ 

j 

工 nOn + i, VneN. 


在 §1 的例 3 中，我们已经证明了序列 { 〜 } 的有 界性： 

. I 


0<x n <l + 1 + 



••• + 
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序列 {〜} 递增而且有界，因而必定 收敛. 人们约定用字母 e 表示 
这序列的极限值： 



数 e 是数学中最重要的常数之一，它是一个无理数，其最初 
几位数字为 

2 . 718281828459045 —. 

在数学的理论研究与应用中，以 e 为底的对数起着重要的作用. 
这种对数称为食然对數.因而数 e 被称为自然对數的底.正实数 
夂 的自然对数通常记为 In x 或者 logx ， 即 

Inx = logx = log s x # 

3 .b 闭区 间套原 理与波 尔查诺-维尔 斯特拉 斯定理 
如果一列闭 E 间{[〜，&„]}满足条件 

(1) y + I ? + iH ^ V H 6 IV ， 

I 

(2) lini C.b n _ flft 〉 =0 ， 

那么我们就说这列闭区间形成一个闭区间套. 

从单调收敛原理出发，我们将推导关于两个“相向”单调的 
序列的收敛原理.这后一原理可以用几何式的语言陈述 如下： 
如果{[>„，„]}形成一个闭区间套，那么存在唯一的实数 e , 
属于所有这些闭区间[心，心] . 

人们把这一结论叫做“闭区间套原理”，它在数学分析的许 
多证明中起重要作用.下面，我们以“相向”单调序列的形式， 
陈述并证明这一原理，读者应该能认出：这样的表述与“闭区间 

d 

套”式的几何表述说的是一回事. 

定理 2( 闭区间套原理） 如果实数序列 {%}和 满 足条件 

(1) ^ n - 1 n ^ ^ n ^ ^ n - 1 ? V ^ 1 » 

(2) lim(\-a n ) =0 ， 

那么 

0) 序列 {〜} 与序列仲 n } 收敛于相同的极 限值： 
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% 


lima n = lim 〜 = c ， 

■V 

( ii ) e 是满足以下条件的唯一 实数： 

a«6n ， V«6N. 

证明 （ i ) 由条件 （1) 可得 

办釘■^办抑一 1 < 办 i . 

我们 看到： 序列{%}递增而有上界同样可以证明序列{~}遂 
减而有下界根据单调收敛原理， {〜} 和杪 n } 都是收敛 序列. 
由条件（2> 可得 

lima n - limb n = lim (/7 n - fl n ) = 0. 

这证明了序列 { aj 与序列{\}的极限 相等： 

lima n = lim^ n = c m 

< ii ) 因为 

c = sup { a n } = inf { b n } y 

所以显然有 

Vn6N # 

如果实数 〆 也满足条件 

VneN, 

那么在上式中让 《 —+ a > 取极限就得到 

0 ; — lima tt = = c m 

这证明了满足所述条件的实数 C 是唯一的* □ 

洼记闭区间套原理的各条件对于保证结论成立都是十分重 
要的.以几何式的陈述为例，我们说明以下事项，请读者予以注 

思 • 

(1) 如果一列闭区间不是一个套在另一个之中的，那么这列 
闭区间就有可能不含公共点.闭区间序列 {[ n，n + 1/ n ]} 就是这样 
的例子， 

(2) 如果一列闭区间一个套在另一个之中，但这列闭区间的 
长度不收缩于0,那么属于这列闭区间的公共点就不止一个.例 
如闭区间序列 {[ - 1 - 1/ n , 1 + 1/ n ]} 的公共点就形成一个闭区间 
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[• 1 ，1]* 

(3) 如果把闭区间套换成了 “开区间套” 

{ (戊花，石 n )} 

(仍要求区间的长度收縮于0)，那么仍存在 


c 二 \ima n - \imb n9 

但 c 可以不属于各开区间(“，&„).例如开区间套就是 
这种情形. 

定义设 {〜} 是实数序列，而 
是一串严格递增的自然数，则 


也形成一个实数序列.我们把这序列{\^叫做序列 {〜} 的子序 
列(或者 部分序 列).请注意，子序列 { A / 的序号是最下面的标 
号七 • 

随着递增自然数串{以}的不同选择，我们得到序列的不 
同的子序列仁％},但如果序列(〜)本身是妆敛的，那么它的所 
有的子序列都收敛于同一极限. 

定理 3 设序列 {〜} 收敛于 a ， 则它的任何子序列也都 
收敛于同一极限 a ， 

证明对任意0>0,存在使得只要71>〜，就有 

l x n~' a \ < e . 


当时就有因而这时有 

I x .厂 a I < e . 匚 

即使序列 {〜} 本身不收敛，仍然有可能它的某个子序列 
是收 敛的. 例如序列 

I 

〜=( 一 1)*，72 = 1,2 ，…， 

本身并不收敛，但它的子序列 {^ fc } 却收敛于1 • 这方面的一个 
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十分普遍的结果是著名的波尔査诺-维尔斯特拉斯 ( Bolzano - Wei - 


erstrass ) 定理： 任意有界序列 {〜} 都具有收敛的子序列 # 我们来 


分析这一定理的证明思路.假如仁 n } 有一子序列 { x ”} 收敛于 c , 
那么在 c 点的任意小的邻域内都应含有{心，}的无穷多项，因而 


也含有序列 {〜} 的无穷多项.以下将看到，证明这一定理的关键 
在于：寻找这样一个点 e ， 在该点的任意邻近都聚集着序列 {〜} 

的无穷 多项. 我们将用对分区间法(又称波尔査诺方法)来搜寻这 
样一个点. 


定理 4 (Bolzano-Weierstrass) 设{、}是有界序列，则它具有 

收敛的子序列， 

♦ 

证明 序列 {〜} 有界， 因而可设 

a^x n ^b f Vn6N. 

用中点 f 把闭区间 [a >] 对分成两个闭子区间 



a + b~ 

I- 




在这两个闭子区间中，至少有一个含有序列{%}的无穷多项，我 
们把这一闭子区间记为 

再把闭区间[七， Ml 对分成两个闭子区间 

〜，乎]和[平 A ]. 


在这两个闭子区间中，又至少有一个含有序列 { x n } 的无穷多项, 
我们把这一闭子区间记为 


一 般地，如果已经求得闭区间它含有序列 {〜} 的无穷 
多项，那么就再把这闭区间对分为两个闭子区间 
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在这两个闭子区间中，至少有一个含有序列 {&} 的无穷多项，记 
这一闭子区间为 

+ l ，办 fc+1]. 

用上述方式，我们得到一串闭区间 

[ a ! A ]) ••二 A ]〕".， 

其中第&个闭区间的长度为 

, b - a 

bk 一 a k = ~ZiT • 


稂据闭区间套原理，可以断定存在一个实数 q 满足 

e €： C a /t >^/cD ； V N. 

我们来证明序列 {&} 有一个子序列收敛于 c . 首先，因为 
{&} 有无穷多项在[七 ，卜] 之中，我们可以选取其中某一项， 把它 
记为然后，因为{、}有无穷多项在[> 2 ,〗 2 ]之中，我们可 
以选取其中在、,之后的某一项，把它记为、 2 .继续这样做下 
去, 一 般地，在心 4 选定之后，因为有无穷多项在[叫 +1 , 
心 +1 ]之中，我们可以选取其中在之后的某一项，把它记为 
h i + 1 ， 用这种方式，我们得到{、}的一个子序列{心^，它满足 

v ^ eN . 

因为 

— = v ^ eN , 

A 

所以 

limx % =<?. □ 

3. c 柯西收斂原理 

m 

如果序列 {〜} 收敛于《，那么这序列中序号充分大的两项 
和、都接近于 a , 因而这两项本身也就彼此接近.更确切地说， 
对任意 C >0, 存在 JV 6 N ， 使得当 m , n > iV 时，有 

1 尤 w -aj<e/2, |r n -a|<e/2 

I 


80 



这时就有 


x m ^ x n I = I C^m _ - C x n 一 j 

- a I + \x n - a\ 

1 

<e/2 + £/2<e m 

h 

定义如果序列 {〜} 满足条件：对任意 e >0， 存在 iVeN ， 
使得当 t 7 z ， n > J ^时，就有 

I — x n I <6 ， 

那么我们就称这序列为基本序列（或者柯西序列)， 

用符号表示，基本序列的条件可以写成： 

( V £>-0)(3 ATeN )( Vm , n > iV )(| x m - x n |< e ). 

从上面的讨论可知：收敛序列必定是基本序列.我们将要证 
明的一个更为重要的事实是 ： 任何基本序列也必定是收敛序列. 
——这就是著名的柯西收敛原理(通常就简单地称为收敛原理). 

引理基本序列 {〜} 是有界的， 

证明对于 e = 存在 W 6 N ， 使得只要是 AT , 就有 

I ~ I 

于是，对于我们有 

! I ^ i x n ~ x k + i I i 〜 + il 〈 l+ 1 ^N+i I • 

若记 

_ 

iC = max{|x 1 | ，…， |%| ,1+ |% + i|}, 

则有 

V«6N. □ 

波尔査诺和柯西首先指出以下重要的原理. 

定理 5 (收敛原理）序列{、}收敛的必要充分条件是 •. 对任 
意 C >0， 存在 NeN ， 使得当 rn , n >7 V 时，就有 


换句话说《 





序列 {〜} 收敛 <=今序列 {〜} 是基本序列. 
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证明必要性部分的证明已见于上面的叙述.这里证明充分 
性.因为棊本序列是有界的，引用波尔査诺-维尔斯特拉斯定理, 
可以断定存在序列 {〜} 的收敛子序列设 

co). 

对任意 e >0, 存在 NeN ， 使得当时，就有 

I ~ x n I 

又，存在 M 6 N , 使得 A ：〉％ 时有 

|a - 

以下取定一个 t > j nax {； V ， iV 1 }. 对于任意的 n > N 有 

1 a — | < I fl — j I 1 j _ 1 

<s/2 + e/2 = 

这证明了 

\imx n = a. □ 

在收敛原理的陈述中， m 和 n 是任意两个大于 iV 的自然数， 

▲ 

我们可以认为 m > n ， 于是 m 可以驾成 

m = n + 

这样，收敛原理可以陈述为以下形式（这种形式有时更便于运 
用)： 

序列{^}收敛的必要充分条件是：对任意5>0,存在 We 
N , 使得对于任意”>^和 peN ， 都有 

i x n+P ~ x n I < e * 


例5序列、1,2 ，…） 不收敛.事实上，不论七 
多么大，总有 

I x ik ~ x 2k-i ~ 2, 

例 S 考察序列 

* 11 1 
x n= 1 + Y + … n = 

t * I 

在 §1 的例 5 中，我们已经证明这序列是无界的，因而它不可能收 
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敛. 这里，我们用收敛原理再一次验证这一判 断* 事实上，不论 
n 多么大，总有 


欠2打—欠竹 





2 n 



因而序列 {〜} 不可能收敛. 
例7设 flGR ， 丨…<1， 


A 




X 


n = =1 +分+…+分卜 


t = 1 


(«= 1,2, 


•睾峥 




试证序列 {〜} 收敛. 
证明我们有 


X 


71 + P 


^71 I ^ I 々 I ” + 


♦擊 * 


+ \ Q\ n 


+方 




| 糾 《(1 + ••• + [^!^ 1 ) 

i ^ i * 


— <\ 


1- 


我们已经知道 limU| R = 0 (参看§1中的例 7). 因而，对任意 e > 
0，存在 WeN ， 使得^时有 


M n <( i - MK 


这时就有 


^rti-P ^ n <£• 


R 


例8设 x 


71 



k 


A 


2 



9 2 



+ ^.试证序列{、}收敛 


证明我们有 


X 


n 十 P 


X 


n 


(n+1 ) 2 



+ 


(n + p) 


2 


< 


n(n + 1) 



(n + p — i)(n + p) 
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対任意 e >0, 可取[1/^ + 1，则对任意的 n>iV 和 peN 都 
有 

I 欠 n +P _ Xfi I ] 



在发散序列之中，仍有一类序列具明显的变化趋势，这就是 
: 无穷大序列.本节讨论这一类序列. 

4.a 无穷极限 

考察序列 



tl n — Tlf 打 = 1 , 2 ，…， 

〜= n 2 — (- D ^ n , n = 1，2,…， 

■ 

w n =l + l/2 + — +l/n 9 n = i,2,.“. 

• 这些序列虽然不收敛，但却有一定的变化趋势，即对充分大的 
n ， 序列的项可以大于任意大的正数.这是无穷大序列的一种情 

形. 


关于一般的无穷大序列，我们有以下定义. 

定义 （1) 设 {〜} 是实数序列.如果对任意正实数£存在 
自然数使得当/1>斤时，就有 

x n > E 9 

J 9 P 么我们就说序列{、}发散于 + co , 记为 

lim x n - + oo # 

C 2) 设{心}是实数序列.如果对任意正实数存在自然数 
使得时，就有 
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yn<-E ， 

那么我们就说序列 {%} 发散于 - 00,记为 

lim ^ n = - oo. 

(3) 设 {〜} 是实数序列.如果序列{|“|}发散于 + 即 

lim |^ R | = + oo , 那么我们就称 {“} 为 无穷大序列， 记为 

h 

lim z n — oo # 

显然 ( 1 ) 和 ( 2 ) 中的情形都是无穷大序列的特例. 

几何解释我们引入记号 

(E, + oo) = { 尤 6 R 卜 > 五 }, 

(一 oo , — E ") = {jf ^ R | x < C . — E) m 

用 几何的 语言， + QO 这一事实可以陈述 如下：对任意 A 
>0, 序列 {〜} 从某 一项之后的所有各项都进入 CE ， + co ) 之中. 

类似地可以作出 Km ~ OO 或 lim ' = oo 的几何解释， 

洼记具有无穷极限的序列，与具有有穷极限的序列比较， 
在性质上有很大的不同.对两种情形必须加以区别.所以当序列 
具有有穷极限 a 时，我们说它 收敛于 fl ，而当序列具有无穷极限的 
时候，我们说它 发散于 + 00,-00 或 oo . 

我们扩充记号和 inf F 的使用范围，约定： 

0-)若集合 BCR 无上界,则记 

sup 五 = + 0O| 

( 2 ) 若集合 FCR 无下界， 则记 

■ 

inf i 7 = — oo # 

在作了上述约定之后，有关单调序列极限的定理可扩充如 

下. 

*1 

定理1单调序列必定具有(有穷的或无穷的)极限.更具体地 
说， 就是： 

0) 递增序列 {〜} 有极限， 

lim x n = sup{x n }j 

(2) 递减序列{^}有极限， 
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lim j/ n = inf{y u }. 

证明 （ i ) 如果 {、} 有上界，那么{、}收敛，并且 

lim x n = sup { x ri }< + oo . 

如果 On } 无上界，那么对任意 £> Q ， 存在％，满足 

I 

于是当时，就有 
这证明了 

lim x n = + oo =： sup{x n } # 

(2) 可仿照 （1) 的情形给出证明. □ 

* 与有穷极限的情形类似，对于定号的无穷极限，也有所谓 

“夹挤原理”. 

定理 2 设 {、} 和 {&} 是实数序列，满足条件 
则有： 

(1) 如果 + oo , 那么 limh = +ooj 

(2) 如果 — 00 ，那么 limr n =- co . 

证明 （ 1 ) 对任惫五> 0 ,存在使得当时， 
X n >^, 这时就有 

(2) 可仿照 （1) 的情形给予证明. □ 

以下定理也与有穷极限的相应结果类似. 

定理3如果 + co (或 - co , 或 oo ), 那么对于 {>„} 的 

任意子 序列伏 n t } 也有 

lim x njt =+ CO (或 — CO ，或 m ). 

证明留给读者作为练习. □ 

关于无穷大序列与无穷小序列的关系，我们有 
定理 4 设、关0， VneN ， 则 
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{&} 是无穷大序列是无穷小序列. 

钲明留给读者作为练习. □ 

4 .b 扩充的实数系 

■ 

我们给实数系 R 添加两个符号 - CO 和+ CO , 这样就得到了护 
充的实数系 

R = R U{ - 

我们在 R 中保留 R 中元素的顺序关系，并且补充定义涉及 + co 和 
— CO 的顺序关系如下： 

- CO<X< f OO, V ^6 R. 

无论是有穷极限或者是定号的无穷极限，一个序列的极限都 
不能多于 一个. 换句话说，对于扩充后的情形，极限的唯一性仍 
然保持， 

定理实数序列 {〜} 至多只能有一个极限，即至多只能有 
一个 R ， 使得 

limjc n = c, 

证明如果{^}收敛于那么它是有界的，因而不能 
有无穷极限 • 如果 {〜} 发_于+ 00,那么 {〜} 无界，因而不能有 
有穷极限，并且从定义可以看出它也不能发散于 - oo . 对于 {〜} 
发散于 - oo 的情形，可类似地进行讨论. □ 

对于有穷极限的情形，我们曾证明以下的运算 法则： 

lin ^ x ^ 土夕 n ) = lim ; t n ±lim 
lim ( x n ^ n ) = lim • lira y vA 

lim ^ = (^n^=0,lim A ； n ^ ： 0). 

上列每一个公式成立的条件是该式等号右边的各极限存在. 

我们希望将上述运算法则尽可能；^加以推广，使之能适殂于 
出现 无穷极限的某些情形 • 为此，在 R 中规定以下一些 运算： 


% 
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(1) 如果 xGR ， 那么 

JC + (士 OD) = ( 土 oo) + 士 00, 

X — (士 oo )= 平00; 

(2) 如果 xeR , x >0， 那么 

I 

X • (± oo ) = (士 oo ) • x = 士 oo 多 

如果 yeR ， y <0， 那么 

y • (士 co ) = (士 oo ) • : poo 多 

( 3 ) 如果 x 6 R ， 那么 

X X 

- -=-= Oj 

+ oo — oo 

(4) ( + oo ) + ( 4- oo ) = + 00 ， ( + oo ) - ( 一 oo ) = + oc r 

(一 QO ) + ( — 00 ) = — 00 ， （一 oo ) — ( + oo ) = — oo ，， 

( + 00)*(+ 03) = + 03， （一 OO ) •(— oo ) = + GO ，. 

(— 00)*(+ oo ) = ( + OO ) •( — oo ) = - QO . 

注意，在 R 中，对于 ( + oo ) - ( + oo ) , ( + oo ) + ( - oo ) r 

( - oo ) + ( + oo ), 0 •(士 OO ), + oo / + CO , - oo / + 00, 

+ 00/-00, -00/-03 等，都没有作定义 • 

在作了有关规定之后，我们可以验证：以下极限的运算法卵 I 
对于允许出现无穷极限的情形也仍然成立，只要这些公式的右端 4 
有意义： 

lim ( x n + y n ) = lim lim y n , 
lim ( x n y n > = lim x n • lim y ft ， 

lim 

我们将这些公式的验证留给读者作为练习. 

附录斯笃兹 （ Stolz ) 定理 

如果 lim 〜= oo , lim y n = oo 9 那么对序列的极限状况， 
不能利用极限的运算法则得出一般性的结论，必须作具体的分析 
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讨论.人们把这样的情形叫做 co / oo 未定型或者 oo / cc 未定式. 
先请看几个简单的例子. 

例1若〜 = 打 2 ，~ n = l ，2, … ，则有 

lim^ = Iim 丄二 0, 

文 n n 

例 2 若 Xn = 2”， j/n = 0， ” = 1，2，…，则有 

Iim~ =： — 

2 


例 5 若、 =«, yn = n 2 , n = 1，2,…，则有 

lim ^ = + co 
X n • 

r 

例 4 若 X n = n ， j / B = <- l )* n , n = l ，2，“-， 则序列 { y n /〜 

无 极限. 

未定型的极限状况，有时比较难判定.斯笃兹定理给我们提 
供了处理某些未定型极限的有效方法，为证明这定理，先要作一 
些准备 • 

在§1的例12中，曾经讨论过如下形状的序列变换(算术平均 
变换〉： 




Gi + + ••• + Gn 




••• 



在那里，我们证明了：如果{«„}是无穷小序列，那么 { AJ 也是无 
穷小 序列. 下面，我们讨论更一般的一种序列变换. 

定义设给定了一个由非负实数排成的无穷三角形数表（无 
穷三角阵） 




£ »2，… 



nn 


细果这数表满足条件 
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n 

(1) ^ t nk = lf V"6N ， 


(2) 对任意给定的 fc 都有 

limt nfc = 0， 

n — +» 

p 

那么我们就把这样的数表 Pnfc} 叫做托布利兹 (ToepHtz) 数表或者 

托布利兹阵，并把序列变换 

« 

= 〉: ^ nk ^ k > 行 = 1，2， …， 

叫做托布利兹变换. 

前面提到的算术平均变换是托布利兹变换的一种特殊情形, 
它所对应的托布利兹数表是 

tnk = 1/ 口， 

打=1，2,…，々 = 1，2, •••，《• 

引理1设 {( nfc} 是任意一个托布利兹数表，{心}是任#一个 
无穷小序列，并设 

n 

fin = 〉 ] 打=1，2，."， 

则有 

lim = 0 # 

证明对任何 C >0, 存在 meN ， 使得只要4>%就有 

\a k \<e/2 % 

对这取定的饥，又可取 P6N 充分大，使得 n>p 时，有 

1 1 + *"* + ^nm ! a m I < e /2. 


我们记 


N = max { m , p } % 


于是，对于《>〜，就有 

! I I a l I — 




tn 


(m-t-i) j + 


^nm l a m I 

1 丨 + … 


+ Ij 


<^^r+ On <m+l) +… + ^n) 
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e 


s 


2 



- =F 

2 • 


n 


引理 2 设 {« nfc} 是一个托布利兹数表， {tij 是收敛于的一 


个实数序列, 


n 


V n " ^nk u k9 71 = 1 ， 2 ,…, 


则有 


k 


lim v 


a 




证明我们有 


u n = a + a n> 


这里 {an} 是无穷小 序列. 于是 


« 


V n= S^fc^ + Qfc) 


a 




H 







u 


a+ Yj l ^ a k. 


由引理 1 可知 


s 


霉 



^nk^k 


是无穷小 序列， 因而有 


s 


lim v n = a m 


□ 




斯笃茲定理设 {〜} 和 ( yn} 是实数序列， OChCAO.Cx 


<…，并且 


lim 


x 


如果存在有穷极限 




lim^ 


夕 n-i 




X 


a ， 


那么也就一"定有 


n-i 


% 
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lim ^5 = a 

X 




n 


证明为书写方便，我们记 


x 9 = 2/ 0 = 0 # 


考察托布利兹数表 


(nk 


x k 一 x k-i 


X 


n 




1,2, 


n 


用这数表对序列 


u 


n 


yn 一 yn^i 

~ ^n-x 


n = 1，2,… 


作变换就得到 


n 


V 


n 


tnk u k 


k 


n 


一 冗纪一 i • Vk - Hk-\ 


k 


X 


n 


X]^ — 


ii 


X 


y] iVk ~ }/k - 1) 

4 MSH 


y n 


打 jfc=l 


X 


n 


n'l ，2 , •"• 


我们有 


lim u n = a 9 


利用引理 2 就得到 


即 


lim v n = a 9 


i • if n 

lim — = a 


x 




n 


例 5 设 {、} 和 {\} 满足条件 


(i) c n ^>0 9 -h 


• 套鲁 


+ fl ■炫一 > + oo 


(ii) lim 卢 ： Z 


n 


则有 
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§5 函数的极限 

在预篇中我们看到，求切线、求瞬时速度等许多实际问题都 
归结为求极限 

lim /-( U 内 ) . 

* 4:0 x o ^ 

这类极限的更一般的形式是 lim FOO , 其中 i 7 00是一定的函数. 

*-*o 

一般说来，在讨论极限 Km FOO 的时候，我们只要求 FO ：> 

卜 *0 

在々点俯近除这点之外的地方有定义，并不要求 F 00 在々点有 
定义.这样才能适用于较广泛的情形——包括我们上面所说的求 
切线、求瞬时速度等问题的情形_为了叙述方便，对于 A 6 R 和7 
€ R , ^7>0,我们把 

U^X^T}) = (Jf 0 -r},X Q ^ n) 
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= -欠 ol <"} 

称为％ 点的^邻域，而把 

6 (x 09 q) = (x 0 -J] 9 x 0 + r])\{x Q } 

= {xeR\0<\x -x 0 \<irj} 

称为 A 点的去心 q 邻域. 在讨论函数的极限 1 im F 00 的时候， 

卜 *0 

我们一般只要求函数 f 00在％点的某个去心邻域上有 定义. 此: 
外，对于 i/e R ， H > 0 , 我们还把 

?7( + oo, H) = (//, + oo) 

= {^6 R | x >//} 

称为+ 00的去心 H 邻域， k 似地把 

i7( - OO, H) := ( - oo, r H) 

^{xeR\x<-H\ 

i 

称为- oo 的去心 " 邻域. 

关于函数的极限，我们将介绍两神定义方式.第一种是海因 
( Heine ) 提出的序列式定义；第二种是柯西 （ Cauchy ) 提出的 s - 5 

式定义(包括 e - A ， 五和 △ 等形式的定义).前一种方式 
能够统一地处理各种极限问题，在某些情况下使用起来颇为方 
便》后一种方式有十分清晰的几何解释，应用尤为普遍.当然， 
这两种定义是完全等价的.希望读者能够熟练地掌握其中每一种， 
并且能够在应用时视实际情况的需要灵活地选用最适宜的一种. 

r 

5 .a 函数极限的序列式定义 

为了叙述方便作如下约定：对于 aeR ， 我们用 0( a ) 表示 a 

的某个去心邻域一当 a 是有穷实数时，^^幻的形式为以以…）； 
当 a = ± oo 时，疗(幻的形式为 C (± oo ， H ). 

定义 I 设 a , A 6豆，并设函数/00在 a 点的某个去心邻域 
UW 上有 定义. 如果对于任何满足条件的序列 { x n }cz 
疗 ( a )， 相应的函数值序列 {/( x „)} 都以 A 为极限，那么我们就说当 
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时，函数 /o) 的极限为X，记为 

Iim /(r) =： A m 

洼记在上面定义中， a 和 A 都可以是有穷实数或者土 oo, 

配合起来计有九种情形，如下表所示.请读者分别对每一种情形 
具体地研究极限的含义. 




“有穷 




_^^_■ __ E _ *■ _ 


我们还可以用类似的方式定义 

lira / (r) = A 




即：设函数 /OO 对于>|>// 有 定义. 如果对于任何满足条件 

I 

1^*1>^、- ^o 的序列{\}，相应的函数值序列{/(X,)}都以 
A 为极_，那么我们就说当 x-^oo 时，函数/00的极限为 A， 记 


lim f(x) -A m 


又，如果 


Iim |/(x) 



oo (Hm|/(x) I 



co). 


那么就记 


lim/ (jc) 


(lim f(x) = co) # 


例 1 考察极限 lim sin x 


我们有不等式 


sin 欠 |<| 文 I ， 


v^gk 


对任何满足条件 h^G，h— 0的序列 {x *} 都有 


sin jc m ->0 
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因而 


lim sin x 

0 


o . 


例 2 考察更一般的极限 lim sin jc ， 这里 R 

9 • 


我们有 


sin x - sin a [ 


2 cos 苎 + fl sin 三 


a 


2 


<2 


* X ^ CL 


sm 


9 


<2 


x - a 


2 


x — a L 


对任何满足条件的序列 {〜} 都有 


sin r 离 -^sin a 


这就是说 sin x = sin g 


_ 


X 0 




例 3 考察极限 lim cos x . 


* 


我们有 


cos x — cos a 1 = 

2siix^t^sin X ^ a | 

琴 

2 2 I 


<2 


* 


sm 


曲此很容易证明 


X — CL 
2 


I x — a { 




lim 


cos x — cos a 




例 4 考察极限 Hm | y # 


* 


利用不等式 


容易证明 


乂 1 一 M \^\x-a\ t 


lim |x| 


X 






例 5 设 a 6 R ， a >0. 试考察极限 
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N 


limv/ 



我们取〃 e ( 04 ) ， 考察疗 ( 〜的中的收敛于 a 的任意序列 {x，} 



所以 limv/G = v/T , 这证明了 

lim \/ x ^ \/ a m 

9-^ a 

在上面几个例子中， / 00 在 a 点有定义，并且 lim f(x) 恰好 
就等于 /O) ， 这是极限的一种情形 . 象这样的情形（即 lim/ (x> 

霹 —a 

= /(a) 的情形），我们说函数 f(x) 在 a 点连续 . 连续性是数学分 . 
析最重要的槪念之一 . 本书将在下一章中对连续性问题作深入的 * 
讨论 . 这里需要提醒读者，函数的极限决不仅止于连续的情形 . 
请看下面的例子 . 


例 6 考察极限 Um X sin :. 这里的函数 /00 =xsin ! 在 



0 处没有定义.利用不等式 


x sin 



<|欠1， 


V x=^0 r 


很容易证明 


lim x sin 




鲁 


■ 


例 7 考察极限这里的函数 /(x) 


sin 



㉖ 


oik 


没有定义.从不等式 


sin x 〈 : c<tg 


v^e(o, 


2 


可得 


CO sx<——<i, \/ xeyo,—) 


2 


97 



因为 cosx 和¥都是偶函数，上式对于 xe 音，0)也成立, 
所以 

cos 《 宇 <1, v^ec/(o,|-). 

对任何满足条件0的序列我们有 


攀 


和 


所以 


这证明了 


cos x t <^ D ^<l 


X 


ft 


lim cos jc # = 1 


(参看例 3), 


■ 


lim 


sm x 


x 




n 


■ 


sm x 


lim 

0 X 






例 8 考察极限 lim 

X - ►CO 

我们有 


sm x 
x 


_ 


sm x 
x 


< 


x\ ? 


V 样 ()• 


对任何满足条件〜羊 0， f - oc 的序列 { xj ， 都有 


_ 


lim 


sm x 




所以 


« 


lim 


sin x 

x 


■ 


利用关于序列极限已有的结果，可以轻而易举地证明关于_ 
数极限的一些相应的 结果. 

定理1函数极限 Um / O ) 是唯一的. 

9-^0 
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证明对任意取定的满足条件的序列 

相应的函数值序列 {/( 〜) } 的极 限至多只能有 一个. □ 

定理 2( 夹挤 原理） 设 jO ：) 和 h ( x ) 在 a 的某个去心邻 

域疗(幻上有定义，并且满足不等式 

/00<分0)<办00， Vxe ^( a ). 

如果 

lim /(.v) = lim h(x} - A, 

X 0 ^ 0 

那么 

lim 没 （ x )= 人 

证明对任何满足条件的序列 {^.} c ^( a ), 我们有 

/ OO <0 OO < A ( x ,) 

和 

lim f(x 9 ) ^ lim k(x n ) = A ， ^ 

因而 

lim g(x m )^A % □ 

定理 3 关于函数的极限，有以下的运算法则： 

Iim(/(>) 土 g(x)) =lim /(x) ± lim g(^x) f 

9 * — o 

lim(/(x)"(x)) = lira f(x) •lim ^(x )； 

ar -+ a dr — 0 

n / r x Hm gCx) 

J (^c) lim/( jc) • 

• 乂 A 

以上每一公式成立的条件是该式右端有 意义. ^ 

证明设函数 /(X) 和 POO 在 a 点的某个去心邻域疗00上 
有定义，并且 

_ ^ 

lim / (x) = A ? lim g(x) = B. 

丨 —<1 j a 

如果乂+丑有意义，那么对于任何满足条件 

I « 

{ x ,} e ^( a ) - 

的序列{^}都有 
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lim(f(x n ) + g(x n )^) - \imfCx % ) -b\img(x n ) 

i» 

二 A + B . 

这证明了 

lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x) 9 

2 — a x-*m 

•m 

其他公式可仿此证明 . D 

以下关于复合函数求极限的定理很有用. 

定理4设函数0在6点的某个去心邻域 _上有 定义， 
lim g ( y ) = c % 又设函数/在 a 点的某个去心邻域上有定 

义，/把&00中的点映到疗 W 之中（用记号表示 就是 ： tidily 
C ： r (/0) 并且 lim fOO = b . 则有 

9 -^0 

lim 0(/00)= 心 

证明对任何满足条件 h — a 的序列 { xjc ： 泛 ( a ), 我们有 

{/(〜）}〔&⑻和/(〜)'^，因而 

, 

lim gdf(x % ))= ： o m 

这证明了 

丨 — # 

洼记通常把定理4的结论形式地写成 

lim 0(/(x)) = lim5r(j/>. 


并把这式子说成 是:在 极限式 〖 img (/0 c )) 中作变元替换 p / OO . 

这样的写法和说法用起来很方便，但应检査所要求的条件是否得 
到满足(按定理4检査)_ 

例9我们把常数0叫做零多项式.不是常数0的多项式叫 
做非零多 项式. 利用定理3的结果，我们得到多项式函数与有理 
分式函数求极限的法则如下： 

( 1 ) 设 poo 是任意多项式， aeR, m 

lim jP(jc) = P(a) 
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(2) 设 户⑻ 是任意多项式， 00) 是非零多项式， A 6 R , 
P ⑻和0⑻不都是0,贝 IJ 

Q (fl) m 


( 3 ) 设 P ( x ) = a 0 jc w + a〆 **- 1 



a 


供 


Q ( x ) = b 0 x n + b x x 


n 



_ o ■ 


lim 吴 W 

一 +ocQ (Jf) 


事实上 


+ 厶*，“0矣0,办辛：0,则 


t 



oo 


a 


b 


o 


o 


如果 m > n ， 
如果 m = n . 




0 ，如果 m < n # 


lim 


00 


P (X) 

Q ( x ) 


词样可证 



a 


a 


o 



x 



+ 


a 

x 


m 

fli 



lim 


p ( x ) 

Q (x) 


.OO 


a 


o 


o 


例 10 求 lim 

* —0 


+ jc — 1 


X 


+ 


X 


+ 


• ft • 


+ 


X 


% 


00 , 如果饥 > 打 , 

7 ~t 如果 m = n ， 

Q 0 

0 ，如果 m<X 


如果 m >; i ， 
如果 m = n . 


0 ，如果 m < n . 


解令 ^ + jc , 则 h /- l ， 我们有 




lim 

丨 — 0 




lim 


x 


卜 1 
if 2 _l 


lim 


it/ + 


2 
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例 n ) _• 


解 


sin X 


sin t/ 


lim sin(sinx) =lim 

卜 0 sin x 卜 0 y 




mu 求和 HmW L 

* — o X 


* — 0 


X 


解 


* 


lim 
* — 0 


1 — cosx 


sin 


2 


x 


X 


2 


lim 


o 


X 


2 




X \^ 


sm 


lim 


X 


o 2 


x 





sm y 


2 


V 



lim 迨 5 二 ^ 

x 3 



x -*0 cos X 


sm x 

- • 

X 


1 — COS X 
X 2 


5. b 函数极限的式定义 

定义 Ih 设 a ， AeR ， 并设函数/00在 a 点的某个去心 

邻域泛 ( fl ， 幻上有 定义.如果对任意 C >0, 存在5>0,使得只要 
0<| x - a |<5， 就有 

1/00 -A|<s ， 

那么我们就说： x — a 时函数 /( x ) 的极限是 A ， 记为 

lim /(x) = A # 

X O 

几何解释用几何的语言，上述定义可陈述如下 :对于 A 的任 
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何 e 邻域 t /( A , e )， 存在的去心5邻域泛 ( a /)， 使得只要 jc 进 
AHa t d ) t 相应的函数值/00就进入 C /04， S ): 


(V £>0)(3 ^>0) (v^e^(a,5» (/ (x) e t/<^,e». 

例13设 a 6 R ， a >0. 试用 s -5 定义证明 Ui ^/7= 
证明我们有 ~ 



\x -a 

\/ x a 



\ x - a \ 



对任意 e >0， 取 5 = min { a , v / fle }， 则当0< | r - a | <5时，就 
有 



X 


\/ a \ ^ 



a 


\ x - a \ Ce % 


_ 


例14试用卜 5 式定义证明 lim 


sin x 


0 X 


嬸 


证明对于 xe (0^/2)，我们有 

I 

sin x<Cx<itg x 5 


* 


COSJC < Sl ~<ly 

X 


攀 


即 


0<1- 8 ^ <1 - cosx 

X 


¥ 


2 Bin 


X 



2 


0<1 一 




sxn x 


x 


< 



因为 sin x/x 和 W /2 都是偶函数，显然上式对于 X e ( - V 2,0) 
也成立，所以 

I 

。 < 卜宇 <¥ ， VX# ( ❹， 皆 ). 


对任意 e >0， 可取5 = min {: r /2， v /2 e }， 只要0< | x - 01 = |x f 
< 5 , 就有 


sin x 

\ X 2 

X 
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定理 5 设 fl , AeR ， 并设函数 / Of ) 在 a 的某个去心邻域 
及(心幻上有定义.则关于极限 

lim /(x) = A 

的两个定义(定义 i 和定义 n D 彼此等价. 

证明先设定义 I 的条件得到满足，我们来证明这时定义 
ru 的条件也得到满足(用反证法).假设不是这样，那么存在^> 
0,对于不论怎样小的^>0,都有 ve 沒 ( a ， 幻使得 

0<i\x / — a | I/( 欠’ ） _ AI 

r 

特别地，对于任意 neN 都存在、使得 

0<|^ n -a|<l/n, |/(x n ) - A|>e. 

伹这时序列的，它收敛于 a ， 而相应的函数值序列 
{/(〜)} 不能收敛于这一矛盾说明了：当定义 I 的条件得到 
满足时，定义的条件也一定得到满足. 

我们再来证明：当定义 Ih 的条件得到满足时，定义 I 的条 
件也一定得到满足.设对于任意的^>0,存在5>0,使得只要 

0<| h |<5, 就有 

1/(欠） - A | < e . 

则对于任何满足条件〜 — a 的序列 {“}(= 泛 ( a ,/?), 存在 JV € N , 
使得 n>iV 时有 

0<|jf n — a|<5 ， 


这时就有 


/ (JC n ) - A| <£• 



这样，我们又证明了：当定义的条件得到满足时，定义 I 的 
条件也一定得到满足_至此，我们证明了对所述的情形定义 I 与 
定义 Ih 的等价性. □ 

从定义出发，也很容易证明有关函数极限的运算法则. 
引理设 lim f ( x ) = A m 则存在 n >0， 使得函数 

翥 —ff 

f 在 tUa ， ff) 上有界 . 
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证明 
这时就有 


对于 s = i > o ， 存在 》?> o , 使得对于 xe 疗 ( a ， n ) 有 

|/⑴一 A|<1. 


1/00 Id /00 - A| + \ A\ 

<i + i 礼 □ 

引理设 Um /(： c ) = A ， 这里 fl , AeR ， A ^ o . 则存在 

j —a 

0,使得对于 xe 泛 ( ad ) 有 

|/W|>|A|/2. 

£ 

证明对于|乂1/2>0,存在">0,使得对于汐(心 

幻有 


这时就有 


|/(x)^A|<|A|/2 # 

1/00丨>1乂| - 1/(^) - 乂| 

>|A|^|A|/2=|A|/2. 


定理 3’ 设 a ， A,B6R ， lim/(x)=A，lim 5 (x) = 5 ，興 (£ 

m a 9 a 

lim (/(x) 士 500) = 乂士 A 
丨-►丨 

lim(/(x) • 卩 ⑺） 7 A • 丑 j 

鬈 — 丨 

lim 1//0) =： l/A (A 羊 0). 

9^0 

证明我们有不等式 

|(/00±50))-(A±B)| 

<1/00 -A\ + I 汉 00 

对任意 O >0, 存在 U 2 >0, 使得 

OClx-alCl 时， I/O) - A|<s/2 ， 

0<|x-a|<5 2 时， |500-B|<e/2. 
g 5 = min{5 1?< 5 2 }, 则对于 


就有 
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1(/00 ±000) _( A ±5 )i 
<1/00 - A \ + \ g ( x ) - B 


<e/2 + e /2 = e 


搴 


这证明了第一个公式. 

其他两个公式的证明可仿此作出.请读者自行补足证明的细 
节.我们这里只写出所用到的不等式:存在〃 >0, 使得对于 xe 
tUa ， rt ) 有 

二 1/00 没 00 - ^^Cv) + Ag(x) - AB 

<\fM _Z| | 々 (x) 1 + I 乂 I \g(x) -B 


I / (^) — 乂 I +1 j 5 ( 父）—万 I 


和 


( 咒 =I 召 I + 1 ， L= IA| + 1) 


)/00 


A 


IA - / ( x ) I 
f(x)A\ 








z 


A —/00I. 



在证明极限的以下一些性质的时候，采用 e -5 式定义比较便 


利. 


定理 6 设 lim /( x )< limp ( x )， 则存在 S >0， 使得对于 


tUa ， 8 ) 有 


x a 


x a 




证明设 li m /00= A，lim g ( x ) - B y A <5 # 则对于 s 


X -> G 




A )/2> G ， 存在 U2X )， 使得 

OCix — fllCh 时， A - e < f ( x)<A + e , 
0< lx - al <5 2 时 ， B - e < g ( x')<B + e 9 
= min { d lf S 2 } 9 则对于托疗 (a ,5) 就有 

f ( x)<A + e 二 B - s < cg ( x ) 9 

注记定理 6 的几种常常遇到的特殊情形如下 




( 1 ) 设是常函数，这时定理成为：如果扒 x )> 

a , 那么存在^> 0 ,使得对于: ce 泛有 * * 

g(x)>A ； 

( 2 ) 设 0 ( 幻是常函数，这时定理 成为： 如果 1 如/( 0 < 

丨 —d 

B , 那么存在 5 > 0 ,使得对于有 

/ o )< 丑； 

( 3 ) 综合 （ 1 ) 和 ( 2 ), 我们 得到： 如果 

z ^ a 

那么存在 5 > 0 ，使得对于有 

A<h(x)<B m 

推论如果在 a 的去心邻域汐 ( fl ，/?) 中有 

•• 

/ 00 <5 00， 

并且存在极限 

lira /(jc) = lim g(x) = B ， 

x -► a * 〜a 

那么就有 

定理 7 ( 关于函数极限的收敛原理）设函数 /(X) 在 &( a,ny 
上有定义.则使得有穷极限 lim /( X )存在的充分必要条件 是：对 

任意 e > 0 , 存在^> 0 ,使得只要 X 和 V 适合 

0<|x~a|<5, 0<|x’-a|<5, 

就有 

|/( x )-/( x ’）|< e . 

证明必要性设 lim /( X )二 Ae R . 则对于任意£> 0 ，存 

x a 

在 5 > 0 ，使得 

0C\x - a\<d=^ l/OO - A\<s/2. 

于是，只要 

G<\x- a\< ： 6 } 0<\x ; -a|<5, 
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就有 


1/00 -/( 夕 ）|<|/00 -A\ + 1/(x0 - A| 

<e/2 +e/2 ^ e # 

充分性设对任意 s >0， 存在5>0，使得只要 0<| x - 
<5, 0<|^^ - a |<5, 就有 |/( x)-/(f )|< e . 我们来证明这 
时一定存在有穷极限 f 00 . 设序列 {〜} CT 泛 ( a ， V ) 满足条 

件、，〜则存在 we n , 使得^时有 

0<|^ n - a |< 5 . 

于是，当 m ， n> ； V 时，就有 

l/Om) - /On ) 丨 <h 

根据序列的收敛原理可以 断定： {/(〜)} 收敛.我们证明 了：任 
何满足条件 心 — a 的序列{〜}(=泛02 J ) 都使得相应的函数值序 
列 {/(〜)} 收敛.据此又可 断定： 所有这样的序列 {/(〜)} 都收敛 
干同一极限 A . 我们用反证法证明这后一论断.假设存在序列 
«} 和{<}，满足条件 

{ Xn } f { X »}^ UCd r V ), 


X 


X 


lim /(x^) = A / , 


lim/(x :) 二 A\ 


A f 丰 A% 


那么我们可以定义一个序列 {&} 如下 


f A ， 如果 n = 2&- l ， 

x n = \ 

1 X\y 如果 tt =2/ C . 

这序列 {、}〔泛0，幻满足条件〜—〜 但 {/(、）} 不收敛，与上 
面已证明的结果矛盾，这样，我们证明了，任何满足条件、 
的序列{〜}(=疗01，/7)都使得相应的函数值序列{/(〜>}收敛于同- 
一值这就是说 


lim f(x) = A # □ 

z -> a 


在定义 I 中，包括了： R，a = + oo - co 或 a = oo 与 A 

€ R , A = + co , yl = -to 或 A=oo 等各种情形 ( a 与 A 相配合总共 
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有十六种倩形).而定义 L 只涉及其中一种情 
形.但其他所有的情形都可采取类似的方式加以处理.我们这里 
举例加以介绍，不再 一一 详述. 

定义 n 2 (a= +co,AeR 的情形）设函数 zoo 对于//有 
定义.如果对任意 s >0, 存在 A > o , 使得只要就有 

I/O) - A|<e, 

那么我们就说：当 + 时函数/00的极限是 A， 记为 

lim /( x ) = A m 


定义 II 3 ( aER f A = +0) 的情形) 


设函数 /(O 在 a 点的去 


心邻域疗 (a，r/) 上有 定义. 如果对任意£>0，存在5>0,使得 


只要 


0<|x-a|<5, 

就有 


f(X)>E ， 

那么我们就说：当时函数 /( 幻的极限是+ 00,记为 

lim /(x) = + oo # 

* — tf 

定义 II4 ( a = + oo ， A = + oo 的情形）设函数 / O ) 对于 

H 有定义 • 如果对任意 E >0, 存在 A >0, 使得只要 x > A , 就 
有 


/( x )>£, 

那么我们就说：当 r— + co 时函数/00的极限是 + oo, 记为 

lim f(x) = + co. 

JF + 00 

其他情形的第二种定义也都可以仿照这些格式写出. 

对所有这些情形，笫二种定义与第一种定义的相应情形的等 
价性，都可以仿照定理 5 予以证明. 

收敛原理可适用于判断函数趋于有穷极限的一切 情形， 例 
如，+ cc 时函数 /( 幻趋于有穷极限的充分必要条件是:对任 
意《>0,存在 A>0, 使得只要\夕>厶，就有 
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1/00 - / Of ’ ）1 < S . 

对所有这些情形，收敛原理的陈述和证明都可仿照定理7作 

出《 


§6单侧极限 


在上一节中，我们要求函数/在 a 点的某个去心邻域 f /( a ， 

幻上有定义，在此条件下讨论了时函数/( X )的极限.常常有 

• . 

这样的情形：函数/只在 a 点的单侧（左侧或右侧）有定义，或 


者我们需要分别研究函数/在 a 点每一侧的状态.对这些情形， 
需耍引入单侧极限的概念.我们仍有序列 式和卜 5 (或 £-5) 式两 
种定义方式. _ 

定义（序列方式）设并设函数 / W 在 (a - 
9，)有定义.如果对任意满足条件、 — a 的序列 
相应的函数值序列 {/( 〜) } 都以/为极限，那么我们 就说： x 诗 
时函数00的极限为记为 

lim /(x) - A ^ 

t a — 

j 

I 

(有些文献采用记号 f ( x )= A m ) 

X-> Q - 0 

定义 “-<5 方式）设 a ， AeR , 并设函数 /( O 在 ( a -7， a ) 
有定义.如果对任意 e > G ， 存在5>0，使得只要 


就有 


a - 6<^x<ia 9 


1 /(^) - A \<£ 9 

那么我们就说： a - 时函数/00的 极限为 A ， 记为， 

iim /( x ) = A m 

x 〜 a - 

定义方式）设 aeR ， 并设函数 /00 在 da - rj ， a ) 有 
定义， 如果对 任意在 >0，存在5>0,使得只要 

a - 8<ix<ia ， 
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就有 


f(x)>E 9 

那么我们就说当 x — a - 时函数 / Oc ) 的极限为+ 00 ,记为 

lim /( x ) = + 00 . 

霣 —fl - 

以上涉及的都是左侧极限.、对右侧极限 

lim f(x )， 

+ 

可以用类似的方式予以讨论.关于单侧极限与双侧极限的关系， 
有以下结果： v 

定理 1 设 aeR , 并设函数/ 00 在 a 点的去心邻域&(心 17 ) 
上有定义_则极限/00存在的充分必要条件是两个单侧极限 
存在并且相等： 

A 

lim f(x^) - lim /(x) = 

3t _ > fl — Jf —* fl + 

当这条件满足时，我们有 

I 

lim /(x) - 

证明我们只对有穷极限的情形写出 证明， 无穷极限情形的 
讨论留给读者作为练习. 

必要性 设 lim /00= A ， 则对任意的 s >0, 存在5>0,使 

x 

得只要工就有 

|/<x) -A\<e m 

I 丄 I 

于是，不论对于 x 6 (a _ 5, a )， 或者对于 ( a，a + (5), 都应有 

l/W - A |< C . 

充分性 设 lim /00 = lim jfo ) = 则对任意的 O >0, 存 

a _ n + 

在 u 2> o ， 使得 

(a - 心，。)时， |/( x ) - A \<.€ 9 

+ 〜)时， |/0 c )- Al < e , 

我们取 <?= min { U 2 }. 于是，只要 
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就有 


xe^(a f d), 


|/( x )- A |< e . □ 

与上面的讨论类似，我们也可以将极限 

lim f(x) 

X 

拆成两个“单侧极限”加以考察.为了便于叙述，我们约定记 

6doo f H) = (-oo ， -H)(J(H ， +oo) 

并把这集合叫做 00 的去心邻域， 

定理 V 设函数/00在疗 ( oo ，/ f ) 上有定义，则极限 Iim /( X > 

9 -^90 

存在的充分必要条件是两个“单侧极限”存在并且相等 t 

〆 ■ 

I 

lim /(x) = lim /(x) = A # 

霧 jr + oo 

当这条件满足时，我们有 

lim /(jc) -A m 

X 

证明可仿照定理 i 的证明写出. □ 

定义设函数/在集合 Sc : R 有定义， 

I 

(1) 如果对任何心<6,都有 

那么我们就说函数/在集合 S 上是递增的或者单调上升的. 

(2) 如果对任何 Xy<X 29 都有 


那么我们就说函数/在集合 S 上是递减的或者单调 下降的 # 


式 


(3) 单调上升函数与单调下降函数统称为单调函数 # 


注记如果对于任何都有严格的不等 
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那么我们就说函数 / 在集合 S 上是严 格递增 的或者 严格单调上升 
的. 类似地可以定义什么叫做严 格遂减 或者严 格单调 下降. 

J 

单调函数的单侧极限总是存在的， 

定理2 (1) 设函数/00在开区间 (a - 上递增（递减)， 


则 


lim /(x) 


sup /( x ) ( inf /( x )) # 

€(<* — *?»<) *€(*~9* tfj 


(2> 设函数 / OO 在开区间 + 7 ) 上递增（递减），则 


lim /(x) 


inf /⑺ （ sup /(x)) # 

€(o . « +f) :€(»•«+♦) 


证明我们仅对函数 / 00 在开区间 ( a - 上递增这一情形 
绘出证明.其他情形的证明留给读者作为练习. 


如果 


sup fix) 



oo 


€ (« - ”， a 


那么对任意£>0， 存在 x s e ( a - rj , a )， 使得 


fdx E )> E 9 


记 5= ra _ x E ， 则对于 


就有 
这证明了 


- 8 = x x 


lim /( x ) = sup /( x ) = + oo # 

一>麝 一 x ^(a - V $ d ) 


如果 


sup /(X) = A < + oo , 


s €(« - # « ) 


那么对任何 e >0, 有根据上确界的定义，存在心€ 

( a -»7, fl ), 使得 

记则对于 xe 有 


这证明了 


- d = x ” 


lim fix) 


sap 


fW = A 
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第三章连续函数 


§ 1 连续与间断 

I 

许多物理量都是随着时间而连续变化的，例如自由落体的高 
度或者冷却中的固体的温度等等.通常我们说“量叭0随着时间 
t 的变化而连续'变化”，其确切含义是什么呢？那就是说，量 
fl ( t ) 在变化过程中不会突然跳跃，只要时间 i 的改变非常小，相 
应的量吖 t ) 的改变也应该非常小.用极限的语言来表述就是 

lim q{i) = 

一 般地，设函数 / O ) 在心点 邻近有定义，如果 

I 

lim /(x) =/(x 0 ), 

卜 *o 

那么我们就说函数/在 X 。 点连 续. 比照极限定义的两种方式，连 
续性的定义可以分别陈述为以下两种形式： 

I 

定义 I 设函数/00 在 A 点的邻域上有定义.如果 
对任何满足 条件、 的序列都有 

lim /( x n ) = / ( x 0 ) , 

那么我们就说函数/在以点连续，或者说 A 点是函数/的连续 

点. 

定义 n 设函数/在％点的邻域 c /( x Q ，7) 上有定义.如果对 
任意 e >0, 存在$>0，使得只要 就有 

1/00 -/(^ o ) 1<£> 

那么我们就说函数/在％点连续，或者说％点是函数/的连续 

点. 

仿照第二章§ 5 中的做法，很容易证明以上两种定义方式的 
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等价性* 

例1常值函数 /00= c 在每一点 A 处都是连 续的. 这是因为* 

对任何 X 和 X 。 都有 


I/O) -/(^0> I =0 # 

例2设尸00和 Q 00是多项式.在第二章§ 5 中，我们证明 : T 

lim P(x) = P(x 0 ), 


lim 


PM 

QM 


P ( x 0 ) 

Q ( r 0 ) 


(Q(^o)=^o) # 


因而多项式函数 *( 幻在任意 〜 eR 处连续；有理分式函数 

在任何使得 QO 。》 羊0 的％ 点处连续. 

例3在第二章 §5 中，我们还证明了 

lim sinx = sinx 


蝙 


lim cosx = cosjc 0 . 


由此容易得到 


lim tgx ^ tgx 0 (x^k 

\ 


+ 


_• 


lim ctgx = ctgx 0 


因而基本三角函数在它们有定义的地方都是连续的. 

以下一些结果浪容易从关于极限的相应结果导出 . 

定理1设函数/在、点连续，则存在彡>0,使得函数/在: 
叫，5)上有界 • 

定理2设函数/00和 s (幻在心点连续，则 

(1) /( x ) 士 々( x ) 在 r 。 处连续； 

(2) /( x ) • . gO ) 在 a ：。 处 连续； 


(3) 在使得 PO 。) 手0 的％ 处连续. 

洼记因为常值函数在任意“点连续，所以从（2> 
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可以得到： 

(4) M ( x ) 在〜点连续. • 

• 定理3设函数 / O ) 在 •^点 连续，则函数 1/0)1 也在％点连 
氯 

证明我们有 

11/00 1 - I/O 。） 11<|/00 -/(^o) I. □ 

定理4设函数 / W 和^00在连续.如果 /( x g )<5( x 0 )， 
那么存在^>0,使得对于托厂(〜5)有 

f(x}<g(x), 

洼记这定理的以下特殊情形常常遇到: 

(1) 设 /00= A 是常值函数.这时定理4 成为： 如果 0 CO 在 A 
.点连续， 0( x Q -)> A t 那么存在使得对于 reuoy ) 有 

々 00 >A. 

(2) 设是常值函数.这时定理4成为：如果/00在 

々点 连续， f ⑹ < B ， 那么存在^>0,使_对于^€^/(〜，5)有 

/(x)< 5 . 

(3) 综合 (1) 和 (2) 的结果，我们 得到： 如果 K 幻在 A 点连续， 
- AKhix .' XB , 那么存在5>0,使得对于托有 

A<h(x)<B^ 

以下结果当然也可以从极限的有关定理导出，但由于其特別 
重要性，我们再一次写出证明（这一次用 e -5 方式). 

定理 5( 复合函数的连续性）设函数/00在％点连续，函数 
没(友)在 yp / Oe ) 点连续，那么复合函数5。/00 =々(/00)在〜 
.点连续《 

证明对任意 e >0, 存在 or >0, 使得只要>-心|<〃，就有 

0/o)l <x 

:对这 0 CM )， 又存在5>0,使得只要 k - 4 <5,就有 

1/00 -Al =| fw -fcx 0 )\ <cr # 

子是，当时，就有 

— 1 i 

■ 

s 
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Ifi 。 /OO — fif 。 /O 0 )| = U(/00)-fif(/(x 0 ))j 

= \9(f(x)) - g(y Q )\ <e # □ 

有时候，我们只关心函数 /( x ) 在 & 点的某一侧(左侧或右侧 > 
的变化，或者需要分别考察函数 / O ) 在^)点各侧的变化.与这些 - 
情形相适应，有单侧连续性的概念. 

定义设函数/⑺在 ( AU 。] 上有定义.如果 

lim / (x) = / (x 0 ) ， 

X s — 

* *0 

那么我们就说函数 / 在 & 点左侧连续. 

类似地可以定义右侧连续. 

我们引入记号： 

/Oo-)= lim /00 ， /( 义 0 + )= lim /(>)• 

X -> — X ^ X ^ 4- 

*0 * 

于是，函数 / 在 h 点左侧连续的定义可以 写成： 

H 

/(心-） =/ Oo ); 

而函数/在心点右侧连续的定义可以 写成： 

/(x 0 + ) =/(x 0 ), 

我们知道，极限 Hm /( x ) 存在的充分必要条件是两个单侧极限存: 
在并且相等，郎 

/ Oo - ) = /(乂 0 + ). 

当这条件满足时就有 

a * 

lim /(X) =/(x 0 —) =/(x 0 -), 

卜 *o 

因而，函数/ 在^点 连续的定义可以写成 

f 一 ） = /(^0 + ) = / ( 欠 (|〉. 

从这些讨论，我们 得到： 

定理6设函数/00在 C / C » c , 幻上有 定义，则/00 在々 点连缘 
的充分必要条件是它在这点左侧连续并且右侧连续. 

现在，设函数/⑻在有定义但在％点不连续.侬上 
面的讨论，这时必出现以下两种情形之一. 

情形1函数/ 00在 A 点的两个单侧极限/0：。 -) 和/( X 。+ ) 都; 
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存在，但 





或者 


/Oo-) = /( 乂 0 + ) 竽你 0); 

情形2函数/00在¥„点的至少一个单侧极限不存在. 

定义设函数/00在上有定义， 在々 点不连续，如 
果出现上述情形1，那么我们就说 h 点是函数/的第一类坷断点； 
如果出现上述情形2,那么我们就说％点是函数/的第二类问断点. 


例4考察函数 


/⑴ 


■ 


smx 


如果 


如果 X 


餐 


我们看到 •. 任何 xeR \{0} 都是/的连续点，而 x = c 是/的第 
伺断点，对这一例的情形，因为 


类 


/(0 — 


/(0 + ) = lim 


smx 

x 


所以只要将函数/在^ = 0处的值改变为1就能得到一个处处连续的 
函数 


f(X) 


攀 


\ 


sinx 




x 


如果 y 本0, 




如果 H . 


因而我们说 X = 0是函数/的可去间断点* 


例5考察函数 


噘 


sin 


/00 


如果 


0, 


如果 


0, 


魂们看到 
连续点. 


: x = o 是函数/的第二类间断点，而其他点都是函数/的 


例6考察狄里克莱 （ Dirichlet ) 函数 
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f 1 ，如果 X 是有理数， 

/") ( jc ) — J 

[ o , 如果 x 是无理数. 

我们看到：任何 xeR 都是函数 D 的第二类间断点. 

例7考察黎曼 （ Riemann ) 函数 

\ lh > 如果 x 是旣约分数 PA 7 d >0, 

穴 CO = 

lo , 如果 X 是无 理数. 

我们来证明：对任意 aeR 都有 

R(^a — ) = R(ji + )=0* 

设女是离 a 最近的整数，贝 ll a 6 (& - 1，& + 1). 对任意 给定的 s >0, 
可以选取 weN ， 使得 


1/N<e m 


在区间 l ， t + 1) 中，满足条件 「的旣 约分数 p / g 只有有 
裉多个，设其中离 a 最近而又不等于 a 的一个是 &. 我们记 

S = \b — a\ m 


于是，只要 


就有 


这证明了 


0 <| x - a\ <(?， 

*■ 

I 只 OOl 〈各 < e . 


也就是 


HmR(x) - 0 ? 


R(a - ) =： R(a + ) = 0 * 

我们看到：所有的无理点都是黎曼函数 k 的连 续点; 
点都是这函数的第一类间断点， 


所有的有理 


§2闭区间上连续函数的重要性质 

I 

I 

在上一节中，我们讨论了函数/在其连续点％邻近的局部性 
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质.例如，当/0。)>0时，我们能断定在々点邻近有 / oo > o •玄 n 
果函数/在一个闭区间[>彳]的每一点都连续(在左端点《右侧连 
续，在右端点&左侧连续)，那么这函数在整个闭区间上能具有怎 
样的整体性质呢？本节将讨论这一重要问题. 

定义如果函数/在闭区间 i > j ] 上有定义，在每一点 xe 
( a ， 连续，在 a 点右侧连续，在6点左侧连续，那么我们就说函数 
/在闭区间 [a 连续. 

在以下的讨论中，我们将用到涉及闭区间 OJ ] 的一个简笨 
的事实： 

引理设(、}<=[>，々]， x n ^ 0 , 则 x 0 et>，&：L 
证明从 = 可以得到 

a<limx n ^x 0 ^^. □ 

1 

2 .a 介値定理 

考察 o / y 坐标系.中的一段连续曲线.如果这段曲线的一蠘 
在 x 轴的下方，另一端在 x 轴的上方，那么它一定在中间的某一点 
与^轴相交.这一事实旣很直观，又非常有用（例如我们可以利: 
用这一事实寻找方程的实根).下面，我们就来证明这一重要事 

实. 

定理1设函数/在闭区间 [>,&] 连续，如果 /( a ) 与/(纟)异夸 t 

/ ⑷ /oo<o ， 

那么必定存在一点作 ( A ， b )， 使得 

/ ( 泛> »= 0. 


证明 不妨设 fOO < o < f ( b ) (相反的情形可类似地讨论）.考 
.察闭区间 oj ] 的中点若则可取 

若 / (^)^° , 则它必与八 fl ) 或/幼)之一异号，这就是说，在两 
个闭子区间 
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之中，必定有一个使得 / 在其两端点异号.记这闭子区间为 iXA ], 
则，卜]满足 条件： 

[a, 办 ] 〕 [qA ]， 

K 

K 

•m 

I b 一 CL 

0 <&i ~ — —-— ， 

1 

/( a 1 )<0</(^ 1 ). 

我 p 可以用[心 ，匕] 代替[>彳]，重复上面的讨论.一般地，假设 

出一串闭区间 OiA ] ，…， la k , b k 2 , 满足 条件： 

[>，&]=)[心 ，fc]， 

n/fc J>-a 

0< C^k "■ — 0 j > 

/(^ fe )< C </(^>, 


我们再来考察闭区间 [ a fc A ] 的中点.若 = 则 
可取 e = 则在两个闭子区间 


' 和 ( 

之中，必有一个使得/在其两端点异号，我们记这闭子区间为 

[ fl fc + i ，厶 ic+iIL 

按照上述程序做下去，可能出现两种情形：或者得到一个 
0 = ^^-使得/(0 =();或者得到一个闭区间序列{[>»九]}， 

满足 

[fl ^ZDla^b^ZD •"〕[>„ A ]〕 …， 

A ^ r b 一 U 

0<^ n - a n =— 
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/(0<0 </(w 

闭区间套收缩到唯一的一点 

c = lima, = \imb n 6 C a 

因为函数 / 在闭 E 间 [> A ] 上连续，所以 

/(c) = lim/(a n ) = limf (i? J • 

从不等式 

/(a n )<0</(6 n ) 

可以得到 

/0?) = lim/(a fl )^0<lim/(^ n ) =/(e?), 

于是只能有 * 

/(<?) = 0. □ 

例1设函数/在闭区间 [> J ] 连续并且满足 /([> /])cr 
[ a , (这就 是说 ： f ( x ) € [ a ， l ?]， V ^6 [ a ,^]) 9 试证明存在 K 

[心。 ，使得 


、 /(<?) = L 

(这样的点 c 称为是 / 的一 个不动点.本例说明：把[>,幻 映人. 
到 [ a /] 之中的连续函数必定有不动点， 这是著名的 Brouwer 

不动点定理的一个特殊情形 .） 

证明记\则函数 0 OO 在闭区间1>彳]连续 t 


由条件 


可知 


* 

I 


\ 


即 




9 W >0 f 

如果没 0)=0 (或者众(6) = 0)， 
求： 


/(》)<&， 

⑽ >< o . 

那么 e = a (或者就满足要 


00) = 0 ， f ⑻二 c. 

如果 3(0> O > S ( t )， 那么（根据定理])存在使得 
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9Co) = 0 , / Cc) - c % □ 

定理 1 不但在理论上很重要，而且还为我们提供了求方程的 

根 的一种近似方法一对分区间法. 

例2考察方程 V - 2^ - 5 - 0. 我们记 

fix) = x z - 2x - 5, 

因为 

/(2)= -1<0</(3) = 16， 

所以方程/00 = 0在(2,3)中有一个根.我们用对分区间法求这根 
的近似值,得到如下的 结果： 


判别 /( a *><0</<6*) 


确定裉的范围 


/(2)<0</(3) 
/(2)<0</(2,5) 
/(2)<0</(2_25) 
/(2)<0</(2.125) 
/(2,0625)<0</(2.125) 
/(2.09375)<0</<2,125) 
/(2 .09375) < 0 </ (2.109375) 


(2, 3) 

(2, 2.5) 

(2, 2.25) 

(2， 2.125) 
(2,0625, 2.125) 
<2,09375, 2.125) 
(2,09375, 2.109375) 



我们取根的近似值 


•画 25 


误差的界为 




2 7 —128 




0,007515 




以下的介值定理是定理1的推广 • 

定理2 (介值定理）设函数/在闭区间 连续. 如果 
在 这闭区间的两端点的函数值 /( a ) = ct 与 f ( b ) = 不相等，那么在 
:这两点之间函数/能够取得介于 a 与々之间的任意值 y . 这就是 
说，如果 /0)< y </ W ( 或者 /( a )> y >/(0)， 那么存在 ce ( a . 
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b )， 使得 




证明考察函数沒00=/(幻 - y . 显然函数 p 在闭区间夕 : f 
连续，并且在这闭区间的两端点取异号的值.由定理1可知：存 
在 ceoj )， 使得沒 (0 = 0 ，即 • 

二 y. r 


2 .b 最大値与最小値定理 

如果函数/ 在％ 点连续，那么它在这点邻近是有界的.这是 

I 

一 个局部性质.对于在闭区间连续的函数，我们来讨论相应的整 
体性质 • 

■ 

定理3设函数/在闭区间 La , b 2 连续，则/在 [ aj ] 上有 

界. 

I 

证明用反证法.假设/在 OA ] 上无界.考察0夕]的两 
个闭子区间 

d b 1 


可以断定/至少在一个闭子区间上无界，我们记这闭子区间为 

a 

然后以代替 [ a >]， 重复上面的讨论，又可得到 
闭子区间 [ a 2 ，卜]，函数/在这闭子区间上无界，继续这样的手 
续，我们得到一串闭区间 

满足条件 

, b-a 

( 1 ) 0<Cb n - a n = ~~2 ^~， 

(2) 函数/在上无界 # 

闭区间套收缩于唯一的一点 

c = limfl n = limb n ^ &]• 

因为函数/在^点连续， 所以存在 rj >_0 使得 /在上是有界 

的《 
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\f(x) |<7T, VzeV(m). 

.又可取 m 充分大，使得 

这时就有 _ 

[、人]匚叫,》7)， 

因而有 

1/00 |</C, V^e[a m ^ml 

但这与闭子区间 [ a m ，^„] 的选取方式矛盾(按照我们的选取方式, 
函数/应在闭子区间上无界).这一矛盾说 明:所 作的反 
证法假设不能成立.函数/在闭区间 OJ ] 上应该是有界的. □ 

如果函数/在开区间 ( a 彳)连续，那么关于/在 ( a ，&) 上是杏 
有界不能得出任何一般性的结论.请看下面的例子. 

例3函数 /00=： lA 在开区间(0，1)连续，但它在这开区间 
上无界. 

例4，函数在开 E 间(0，1)连续，它在这开区 
栢 I 上是有界的： 

丨⑽丨 <i ， v^e<o,i). 

定理4 (最大值与最小值定理）设函数/在闭区间彳]连 
续，记 

i 

M - sup /(x), m - inf f (x ) ， 

鬌 € La y b } z € [a ?6] 

侧存在使得 

f(x’ ） =M ， /(x") = m, 

证明由定理 3 可知 

- oo<m^M< + oo. 

根据上确界的定义可以 断定： 对任意 neN ， 必定存在、 

使得 

★从有界序列 {〜} c =[>，] 之中，可以选取收敛的子序列 {〜 fc } ，设 

Xn k ^ ela f b ^ 


4 


〆 


* 
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由函数 / 在 V 点的连续性可得 

t 

但我们有 

在上面不等式中让+ co 取极限即得 

= limfQx nk ) =M m 

关于最小值的论断可仿此作出证明. 口 

2 .c —致连续性 

设 £ c ： R ， 函数/在£的每一点连续，^)甚 £ 的任意一个- 

■ 

点.按照连续性的定义，对任意 e >0, 存在5>0,使得卜-%| 

< m , 

\f(x) -/(x 0 )|<e. 

请注意，对于给定的 e >0, 在不同的点 h 处，相应的5不一定栢 
同.我们提出这样的问题：对于任意的 e >0, 是否存在适用于一 
切％ 6五的5>0,使得只要 

x ， x 0 eE ， \x~x 0 \<d f 

就有 

1/00 -/(^ o ) 1< £ ? 

如果不对集合£加以限制，这问题的答案是不一定的.请看下面 
两个例子： 


例5 考察£ =狀,/0)==^的情形.对任意有 

|/(JC) -/(x 0 )| = \x-X 0 \, 

■ 

因此，对任意存在适用于一切心 eR 的 5 = e >0, 使得兒 
要 

| nol < 5 ， 

T 

就有 
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1/00 - /(〜）|< e . 


例 e 考察 = y 的情形.对于给定的 e>0, 不论 
5 是怎样小的一个正数，总存在这样一点 


2£ 
x o — § 


和邻近心的另一^点 


2 e 8 


x 



使得 


〜 -x 0 l = 5/2<5 ， 

I ffOO 一 *9(^0) | = (^1 + Xq) (Xj - Xq) 


> 


2 


2之 


(2 B 2 c \ 8 

[ t + t ) 

这就是说，不存在适用于所有的％的 5>0. 

如果£ = 是一个闭区间，那么对前述问题的回答就是 
肯定的了.本段就来证明这一重要事实.先介紹必要的术语. 

定义设五是 R 的一个子集，函数/在 E 上有定义.如果对 
任意0>0，存在5>0，使得只要 


x u x 2 eE , 


\x l -x i \<6, 


就有 


|/(^i) -/(^) i< £ , 

那么我们就说函数/在集合£上是一致连续的. 

定理5 (—致连续性定理）如果函数/在闭区间 J == [>,&] 连 
续，那么它在/上是一致连续的. 


证明 用反 证法. 假设函数/在闭 区间/ 上连续而不 一致: 
连续，那么至少存在一个 e>0, 使得不论5>0怎样小，总有V, 
I〃e/， 满足条件 

\x f ~x ,f \<d f 1/00 ~/(x 〃） |>e. 

对这样的 e 和 $ = i/n (n = ] , 2 , …）存在〆 •，: 满足 
因为是有界序列，它具有收敛的子序列 {< fc h 
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S 为 




所以又有 


1^0 ^ x l k 


^ t -^0 —欠 n 免+ 欠篇 k — 欠& 

<C j 3C 0 ~ X f n ! + ^/ n ky 



3 t 因为函数 / 在 h 点连续，所以 

lim/(A； fc ) =lim/(3cj： fc ) =/(x 0 ). 


但这与 


|/(^ fc ) -/(^* fc ) l>e 


相矛盾.这一矛盾说明函数 / 在 / 上必须是一致连续的. 



附录一致连续性的序列式描述 

r 

s 

为了帮助读者从另一角度认识一致连续性，我们陈述并证明 
以下 定理. 

定理6设£是11的一个子集，函数/在 S 上有定义.则/ 

在 S 上一致连续的充分必要条 件是： 对任何满足条件 

=0 

的序列 ^> n } C =^ tl { h } Cl £， 都有 

• • 

♦ 

lim(/O n )-/(y„)) = 0 . 

证明必要性设/在 E 上一致连续.则对任何 e >0, 存在 
^>0,使得只要 

x f y ^ E f | x - y |<5, 

就有 

I/O)-•/<>) |<e. 

如果{“}(=£和{心}(3£满足条件. 

lim(x n -y n ) = 0, 

:那么存在 WeN ， 使得时有 

' i - V Ti -夕 n 丨 〈谷， 
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这时也就有 


I/On) -/OOl<X 


我们证明了 

lim(/(x n ) -/(y n )) = 0. 

充分性用反证法.假设/在£上不一致连续 • 则对某个 
e >0, 不论5 = 1 /n 取得怎样小，总存在、，使得 

\^n-Vn\<l/ n ^ 1 /(〜） - fiVn) |>. 

序列{^}£=£和{^}(=£:满足条件 

lim ( 〜一 〜）= ()• 


但序列 {/( A ) - fiVn ) } 却不能收敛于0 . 这与所给的条件矛盾. 

、 □ 

I 

利用定理6来揭示某些函数的不一致连续性是很方便的.请 
看下面的例子， 

例7函数/(幻=在半开半闭的区间(0，1]上是连续的， 
但却不一致连续.事实上，存在序列 

使得 



但却有 

lim W 忐卜 ，(去 )) =+o °. 

例7说明：在定理5中，闭区间的要求是不可少的. 

争 


§3单调函数，反函数 - 

我们把闭区间[>/]，开区间 ( a ,0，（- oo »,( fl ， + CO), 

(- O 0/ + OO )， 半开区间[〜6)，（3,6]，（-00,6],[〜+00>，以反 

d 
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退化的闭区间（即单点集 { a } =[>，])等，统称为区间 . 以下引 
理指出所有这些类型的区间的共同特征.、 

引理集合 / CR 是一个区间的充分必要条 件为： 对于任意 
两个实数 ajeJ , 介于 a 和之间的任何实数 y 也一定属于/ . 

证明条件的必要性是显然的.我们来证明这条件也是充分 
购 .记 

， A = inf/, B = sup/, 

侧显然有 

■ 

桉照确界的定义，对于任意 yeMJ )， 存在 ose / 和 k /， 使 
得 

A < a < y < j 5< B , 

S 而 ye 人这证明了 

再来考察 A , J ? 两点，视 A ， S 是否属于/，必有以下几种情形之 
一 成立： 

/=(人丑]，或者/=(乂/人 □ 

利用这一引理，可以给介值定理一个很好的几何式的陈述： 
定理1如果函数/在区间^上连续，那么 

/ = /(0 = {/W 1^6/} 

也是一个 区间. 

定理1的逆命题一般说来井不成立. 

例1考察函数 

f sin -^, 如果 x ^0 f 

/ O ) = 

to , 如果 pO . 

我们看到函数/把区间〖= [- 映成区间/ = [ - 1，1]， 
但/并不连续. 

但是，对于一类比较特殊的函数——单调函数，定理1的逆 
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命题是成立的 ® 

定理2设函数/在区间/上单调.则/在/连续的充分必 
要条件为：/(0也是一个区间. 

证明必要性部分即定理 U 这里证明条件的充分性.设/ 
在! 上递增并且 /(/) 是一个区间.我们来证明/在/连续(用反 
证法）.假设/在 a e / 不连续，那么至少出现以下两种情形之 
一： 或者 /( a -)</ o 。)， 或者/(々)</(〜 + ). 对这两种情 
形，我们分别用 ( A ， P ) 表示 (/ (% - ) ，/ (%) ) 或者 (/ ( X 。），/ ( X 。+ )) , 

于是，在开区间 G ， p > 的两侧都有集合 /(/) 中的点，但由于函数 
/的单调性，任何 ye ( A ， P ) 都不在集合 /(/) 之中，因而 /(/) 不 
能是一个 区间. 这一矛盾说明/必须在/的每一点连续. □ 

设函数/在区间/连续，则/ = /(/) 也是一个区间.如果函 
数/在区间/上还是严格单调的，那么/是从/到 /=/(/) 的一 
一对应 • 这时，对任意 ye / = /<7)，恰好只有一个能使得 
/(^) = y . 我们定义一个函数 0 如下：对任意 we /， 函数值 aoo 
规定为由关系/00 所决定的唯一的 xei . 这样定义的函数分 

T 

称为是函数/的反 禹数 ，记为 

S = f~\ 

I 

我们看到，函数/及其反函数5 = 广 1 满足如下关系 •. 

9iy) = y m 

定理3设函数/在区间/上严格单调并且连续，则它的反 
涵数9 =广 1 在区间 ■/ = /(/) 上严格单调并且连续. 

证明我们对函数/在区间/上严格递增并且连续的情形给 
出证明（函数/在区间/上严格递减并且连续的情形可类似地讨 
论）. 对于任意的夕 iCh ， 我们来比较 A = 5( J / i ) 与 
心=0紗 2 )的大小 • 首先，不能有否则将有 A =/(&) = 

其次，也不能有•〜>〜，否则将有友^/(^)〉/^^〉 

= 女2.因而，只能有即 0 (. y ^ 9 Cy • 这样，我们证明 
了函数 a 在区间/上严格递增 • 又因为 5(/)=/ 是一个区间，所 
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以 P 在 / 连续. □ 

例2 函数 / Os — 在区间/=[-々2^/2]上严格递增并 
且连续 /(0 = [ _ 1，1]•因而反函数500 & arc siay ( gp S in -^> 

在/上有定义并且连续.0的取值范围为[- n /2，? t /2]. 

例3函数 cosx 在区间[0，<]上严格递减并且连续，它把区 
间 [0 J ] 映成 [ _1，1].因而其反函数 arc co 吵(即 cos - b ) 在区间 
[-1,1] 上有定义并且连续 . arc cosy 的取值范围为[0，<1. 

.例4函数 tgx 在区间 （-: t /2， V 2) 上严格递增并且连续，它 
把（- it /2, Jt /2) 映成 （- co , + co ). 因而这函数的反函数 arc tgy 
(即 tg _ W 在区间（- 00 , + co > 上有定义并且连续. arctgy 的取值 
范围为（- 3 t /2,3 T /2). . 

例5 ( 算术根的存在唯一性问题）非负实数 fl 的非负的 n 次 
方根称为笄求根.这样的算术根是存在而且唯一的，我们用记号 

表示它.事实上，函数 y = P 在区间 [0, + oo ) 上严格递增并且连 
续，它将区间 [0, 十 90) 映成区间 [0, + 03). 因而，对任意 
+ co )， 存在唯一的 ct 6[0, + co ) 使得 

a n = a m 

这 ct 即为 a 的 n 次算术根. 

从上面的讨论，我们看到：对任意的函数 = # 的 
反函数 x = A 在区间 [0，+ oo ) 上有定义，严格递增并且连续. 
我们还注意到：如果 J />1， 那么 

L 

§4指数函数与对数涵数，初等 

函数连续性问题小结 

P 

有了算术根的定义之后，就可以进一步定义分数次方幂_ 
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设我们把的 m / n 次方幂定义为: 

h 

’ a m/n = (a 1 ，， ），， 

这里 

W =^ T . 

对于 a >0 的情形，的 - m / n 次方幂定 义为： 



而 a 的0次方幂定 义为： 

a 0 = 1. 

r 

这样， 当 a >0 时，对任意的有理数方幂 d 都有定义* 

定理1对于 aeR ， a > o , P ^ ea , 我 们有： 

( 1 ) 

(2) fl > l , P <</=> a , < a *, 

^<1 f p <( l ^ a f > a q m 

证明借助于通分手续，我们可以写 

p = k/ n f Q = U n i 

i 这里 》 eN ， kJez. 、 

k 1 

(1) a f ^ q = a 丁二 (a l/n ) l + ( 

=( a "_ ) * • ( a 1 " ) f = a ，* a tf # 

(2) 设 a > i ，？ = &/«<々 = V n ， 则以 / ">1,&<^ 于是 

a f = ( a i/n ) k < C ( a 1/M ) 1 - a q % 

设 a < d，p = Ji / n<q = l / n ， 则 a " 1 <1 乂<~ 于是 

■ 

a f = ( a 1/F,1 ) *>> (< 2 1/# ) * = a f # □ - 


我们将通过极限手续定义正数的无理指数方幂.为此，需要 

■ 

翊到以下两个 引理. 

引理1设 ; p ， g € Q ， ! p - <7 1< n ,则有 

a p -a q \ (a q (a — 1) |p- 此 
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证明’因为有 

' | a ’ — a 1 1 = | a 卜 5 _ !_ | ， 

所以只须证明 

下面，我们来证明： 

| a r ~ 1 1 ^(a - 1 ) | r | , 

VreQ , M <1. 

情形 1 r = 0. 对这情形结论显然成立* 

情形2 r = m /« e (0, l ). 对这情形，利用关于几何平 均数与 

I 

算术平均数的不等式可得 

a T - {a m Y /n = 

^ ma -hn- m m 

- = (a — 11 + 1 

^ n n 、 / 


=(a^ X)r+ 1, 

s 

0<a ， -l<(a—l)r. 

情形 3 r = - se (- l , 0 ). 对这情形，我们有 

| a r - l | - | a ”一 l | =1 一 a — # 




有 


<(a-l)s= (fl-l)|r|. 

综合以上几种情形，我们看到：对任意的 rea ， IM < i , 



Ki ) M , □ 

引理？设 aeR ， a >0,. veR ， 则有 * 

(1) 如果 { Pn } CQ ， P n — X ，那么 {“•} 收敛; 


(2) 如果 { p n },{<7 n } C ： Q , p n — \〜那么 

lim <3’ _ = lima 、 


证明先对 fl > l 的情形给出证明. 
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(i) 收敛序列 {p«} 是有界的，可设对于 MeN 有 

P „< M , V ^ eN . 

收敛序列 { 〜 } 又是基本序列，对于任意的存在 we 
N, 使得饥， n 〉 W 时有 

| Pm ~ Pn |<£. 

于是， m ， n>N 时就有 

1 - V >• | - 1 ) | p m - 〜 

霣 （ fl-l)e. 


我们证明了{^*}是基本序列，也就证明了这序列的收敛性， 

(2) 收敛序列是有界的，可设对于 MeN 有 

VneN . 

又因为 lim ( p n ）= 0，可设《>斤时 

Pn _ it | 

于是， 时就有 

| V ■ - a * * | < a ff • O - l ) I 〜 I 

- l ) e . 

我们证明了 

# 

lim ( a F • — a q •) = 0 

由此得到 # 

b 

lima’ • = lim (a’ • 一 •〉+ lima 9 • 

= lima 7 

再来考察 0< a < l 的 情形. 如果 fl = l , 那么 {V •}*{"•} 都: 

是常数序列1，1，1， …， 因而结论 （1) 和 (2) 当然 成立. 如‘00 
<1，那么 lAOl . 因为 



所以结论 (1) 和 (2) 也仍然成立. □ 
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根据这引理，我们给出以下定义. 

定义设 aeR ， a > o , x 是无理数. 

我们定义 、 

a x - lim a 9 

这里{仏}是收敛于％的任意有理数序列. 

洼记如果那么仍有 

a 9 = lim a q •. 

这是因为我们可以把 y 视为常数序列 

Pn = x ， n = 1,2,-, 

于是由引理2可得 

a* - lim a f n lim a 5 •• 

定理 2 对于 aeR ， a >0 和 x ， j / eR ， 我们有 

⑴ fl:+, • a f 多 

(2) a^>l f x<iy => a’<fl r , 
a<l f x<y => a , >fl r # 

证明 〈1) 设 { p n } ，切《}是有理数序列， Pn ^ X f q n -*^ WiPn 
-H + y . 于是 

p 

a XJr9 - lim a f n + * * 


= ： lim(d f • • fl 交 O 
二 lim a 9 n 9 lim a q 篱 


(2) 我们对 a > l 的情形给出证明 ( a<l 的情形可类似地讨 
论). 设 {〜},{“} 是有理数序列， Pn -^， Q ^ y . 因为所 
ia 对充分大的《就有 

Pn 〈 qn ， 


于是 


lim 


i < a 5 * f 

^lim a 


_ 


为了得到严格的不等式，我们在 x 与 y 之间插入两个有理数》^和 
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S : 


x<r<s<y, r ， seQ. 


于是 . 

a x ^ a T < Za 9 ^ a \ 

这样，我们证明了 

a > l ? x < Ct /^ a x < Ca \ □ 

引理3设 a€R，a>l，A-^eR, |^-y|<l . 则有 

I a* - aKV (a - 1) I x - 犮 I • 

证明设 {“}，{“} 是有理数序列， Ptr>h %— h 则对充 
分大的 n 有 

IPn - On I < C 1* 

于是有 

a f n -fl 、 1 ) |p n _ 牦|學 

■ 

在上式中让〜 + + CO 取极限就得到 

|a* l^a^Ca-l) |x-y|. 匚 

定理 3 设 a€R，a>l. 则指数函数 a* 在] R=(-oo,+oo> 

上有定义，严格递增并且连续. 

证明只剩下关于连续性的结论尚待证明 # 设 
dR f X n ^ X Qm 则对充分大的 T2 有 

l ^ n -^ ol < l , 

于是有 


|a*« -a*o |^A*o(a - 1) | jc tt - 3f 0 1 # 

由此得知函数V在％点连续_ □ 

推论设 a6R,0<a<l. 则指数函数 a* 在 R=(-oo,+oo> 

有定义，严格递减并且连续. 

J 

证明我们有 



a 


>U 



利用定理3就得到本推论, 
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引理 4 设则有 

⑴ lim V = + 00， 

:+ 00 

<2) lim = 0 € 

丨一 — O 0 

证明 （1) 我们有不等式 

a n - (1 + Ca- 1)) *>l +n(a - 1), V 

£ 

对任何五>0，可取 An + l ， 则当 x > A 时，就有 

a * 彡 a ⑴ + [ x](a - 1> 

S 

>1T ^ (a _ 1>>£- 


( 2 ) 


lim a* = 






设 aeR ^> i . 我们 看到： 严格递增的连续函数 $ =。把区 
润 （- CO , + 00>—对一地映成区间 (0, + oo ) .因而对任意的 j/e 
<0,+00)，存在唯一的 ( _ 00, + CO )， 使得 

v :iU 

我们把这样由 y 唯一确定的 X 称为以 a 为底 々的 对数，记为 

I 

« = log c y . 

作为指数函数 y = V 的反函数，对数函数 X = logd 是连续 

的，我们把这一事实写成以下定理. 

定理4设 aeR ， a > l , 则 

(1) 对数函数 PlogJ 在区间 (0，+ co ) 上有定义，严格递增 
并且连续； 

(2) lim log a y = 十 co, lim log a y = - co. 

轚 一 > 十 o© y o + 

证明 结论 (1) 可以从关于反函数的一般定理（§ 3的定理3 > 
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p 



得出. 结论 (2) 的证明 如下： 对 任意五 >0,可取△ = ”>()，于 
是对于 ¥>△, 就有 

这证明了 
由此又可得到 


在数学的理论研究和应用中，常常采用数 e 作为指数函数或 
者对数函数的底.这里数 e 定义为 



以 e 为底的对数称为負然对数，记为 

ln^ = log f y , Vjf>0. 

我们已经 看到： 多项式函数，有理分式函数，三角函数，反 
三角函数，指数函数，对数函数等函数在它们有定义的范围内都 
是连 续的. 这些函数称为基本初等 函数. 由基本初等函数经过有 
限次四则运算和复合而成的函数称为初等 函数. 于是，我们有： 
定理5初等函数在其有定义的范围内都是连 续的. 

例1考察幂函数 ； v = vcc >(^ eR ) 的连 续性. 我们可以 
把它视为复合 函数： 

j/ = = e Mlng # 

■ 

由指数函数和对数函数的连续性 可知： 幂函数在它有定义的范围 
内是连续的 • 

例2考察函数 /“）= u ( x ： r ⑷，这里和 都是连续 

函数，我们把这函数改 写为： 


lo gd> lo g a A = 五 . 


lim \og a y 




_ 


lim log fl y ^ lim ( - log a d 

r -o+ jf-o f \ \ ^ 



r 


lim ( — log a z ) 



* 


□ 



/oo 


v(z)lnu[s) 


由此可看出它的连续性. 


§5无穷小量(无穷大量)的比较，几个重要的极限 


定义1设函数 aOO 在 a 点的某个去心邻域 6(a) 上有定义， 


如果 


lim a(x) 


3P 么我们就说 a(x) 是 


设和#00都是 


时的无穷小量. 

时的无穷小量， C£(X ) 孕 0. 关于比 


值 




的极限，可以有各种各样的情形.请看下面的例子 (在这 些例子 
里，我们考察 X—0 时的无穷小量). 


例1 aW 






lim ^ = lim 


a(x) 


0 


例 2 a(x) 



，芦 CO 





lim — = 

x-,0 a 00 




» 


例 A ntx 


f (jc) = sin x 


* 


lim 


Kx ) 

a ( x ) 


，• sin x 
lim - 二 1. 



例 4 a(x) 


% 



■■ 

^5(x) = x sin 


■ 


lim 


jS(x) 


J 8( x ) 


^ ■不 存在，但^■有界. 


例 5 a(x) = a: 2 , 彡（丈 ）= x sin — 

oc 
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lim 



3 CO 

■■ I fc % 

a(x) 


不存在，并且 


300 

a 00 


无界 • 


定义 2 设函数 A ( x ) 在 a 点的某个去心邻域没 O) 上有定 
义.如果 • 


lim A(x) - oo, 


那么我们就说 AOc) 是 x ^ a 时的无穷大量， 

设乂00和 B(X) 都是 A：—fl 时的无穷大量， A(JC)^0. 关于比 

值^'的极限,也有各种各样的情形.读者可以仿照上面的例1 一 
例5,作出相应的例子来. 

为了便于比较无穷小量(无穷大量)，我们引入适当的记号. 
定义3设函数 K 幻和000在 a 点的某个去心邻域&00上 
有定义，并设在泛 (a> 上 K 幻关 0. 我们分别用记号 “0”，“0” 


与“ 


表示比 值&在 a 点邻近的几种 状况： 

(1) 000 = 0000) 表示^是 x— 时的有界变量(即^ 

在 a 点的某个去心邻域上是有界的 y 

■ 

(2) 伞00: 0Q 00) 表示^是时的无穷小量(即 
lim 迎 = 






( 3 ) fKx) 〜 <PM 表示 


lim 


垆00 
<P<X> 


_ 


o ，0和〜这些记号都是相对于一定的极限过程而言的.使 

用时通常要附以记号以说明所涉及的极限 过程. 例如： 

■ 

p 

sinx= o(x) (jc-^oo), 
sinx — x (x-^0) t 
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我们特别指出：记号 

I 

/ f ( x ) - 0(1) ( x -^ d ) 

表示纟(幻在 a 点的某个去心邻域上有界；而记号 



w(x) = 0(1) (x—a) 

奄 

limw ( x ) = ()• 


设 9?00 和 f ( x ) 都是无穷小量（无穷大 量). 如果000 = 
<?0»00),那么我们就说少 o ) 是比吏高阶的无穷小(更低阶的 
无穷大）.如果0 (幻> (幻，那么我们就说是与 o ) 等价的无 
穷小（等价的无穷大）. 

例6设 = gix ) - ( x - a )*, 则有 



如果 m < n f 
如果 m = n ， 
如果 m > n 9 


这说明： t 越大时， a ” 的无穷小的阶就 越高. 


例7 则有 


lim 



Six ) 

- I , rn^m 

fOO _ 


OO , 如果 m < n ， 
1 , 如果 m = n 9 
0 ，如果 m > n m 


这说明： fc 越大时，•^^^的无穷大的阶就越高. 


例8 


设 / Oc )= x ", g ( x )^ x % 则有 


lim 

M ^co f (X) 



如果 m < n ， 
如果 m = 
如果 m > n . 


这说明：对于极限过程 x — cc ， t 越大时， P 的无穷大的阶就越 

髙鲁 
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这说明对数函数 logp 是比任何幂函数 f 更低阶的无穷大量. 
事实上，令 y = 则有 

hm log ° x - lim ―= 0 

，一； c ， *一 { a v y 9 

我们对符号 0, o 的用法作一点 说明. 记号 00(0)( 或者 
oO ( x ))) 不是表示一个具体的量，而是表示量的一种类型.式子 

h 

少0) =0(?>00)表示000是属于 6(*00) 这种类型的一个量 .式 
中的等号“=”应该当作属于符号 “6” 来理解.而式子 
0000) =^00就没有明确的意义.因此，涉及符号0或0 的: 

“等式”，不能象通常的等式那样将其左右两边交换. 

定理1设 PO ) 和000在 a 点的某个去心邻域& ( a ) 上有定: 
义，竽 0. 则有 

少 00 = (p(_x) + 0 ((P (X) ) • 

证明我们有： 

J 

4 

lim 平 = 1 <^> lim( 

• 沪（ X) *^a\?)(x) / 

勞 Urat^l^-^l = 0 
M 炉⑴ 

令今垆⑻ - rp(x) = 0( 炉（乂 ）> 

P 

<=>於0)=炉( X ) + o (^( x )) # 匚 

关于0和 0, 有以下 关系： 

定理2设 pO ) 在 a 点的某一去心邻域上有定义并且不等于 
0，则有 

I 

(1) 0 (< p ( x )) =0(^( jc))j 

(2) 0(炉(义)）+ 0(?)00)=00(工））； 

(3) o(?>W) + oifix')) = o<?>(r))} 

(4) o( 妒 00)0(1) =oO(x)), 
o(l)OOOO) =o<> ⑴）. 
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证明只要弄清楚各式的含义，证明就是显然的了， 

结论 (1) 说： 一个 oOOO) 型的量必定也是 0(K 幻）型的 
量，即如果 if ( x ) = o (( p { x )') 9 那么 iff 00 =0000). 这是因为： 

H I 

如果^是无穷小量，那么它也必定是有界变量. 

结论 (2) 说： 如果/0) = 0^00)，,900 =O(K 0), 那么 

I 

/(X )+ 000 = 00⑻).这就是说：如果^和^^都是有界 

<P(x) fix) 


变量，那么也是有界变量 • 

结论 (3) 的说明与结论 (2) 类似. 

结论 (4) 依据的是这样的 事实： 无穷小量与有界变量的乘积 
是无穷小量 • □ 

以下几个极限是分析中经常遇到的，希望读者熟记. 





lim 


sm x 




这一事实的证明已见于第二章§ 5的例7 . 

I 


n. 



我们来证明 n . 首先，根据定义有 


由此可得 








于是，对任意£>0,存在 NeN， 使得?1>以时有 

■ 
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e — e< 





霉 


< 





<e + e 


取 A = iV + l ， 则当时就有 [>]>%， 
因而有 


e - e< 




这证明了 



<e + e 、 


由此又可得到 






= Iim ( 

r-+oo\j/^ \) 


我们证明了 




因而有 



n 的另一种表述为 

n ’• Iim(l + a) 1/a = e 

a^o 

利用对数函数的连续性，我们得到 
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lim 

a-^0 


ln(l + a) 


a 


lim ln(l + a) 1 /a 

a — 0 

In (? = 1 # 


类似地有 


+ ° - = log fc e = 

a — o a 


1 


ln ^ 


这样，我们证明了: 


in. 


Hm liKl ± a ) = 1 


£1—0 


a 


Hm iog . a +^) 


1 


a — 0 


a 


In b 


由此又可得到 


w 


V — 1 


lim 
a ^ o a 




事实上， 令二 e a - 1 ，我们得到 


0 


lim^ -- = lim 



a—0 


a 


卜 0 ln(l + 们 




类似地有 


lim- ~^ = In " 

0 0 t 




最后，我们有 


V . 



事实上 


% 




e 


/* ln(i - a ) 


a — 0 


a 


« ， Q 


a 


lim 


e 


Mind 


a) — l \h ln(l + a) 


Mln(l + a) 


a 


从上面的讨论，我们得到涉及某些初等函数的量阶的一些公 

式.这些公式在求某些极限时很有用处. 

定理3对于极限过程^-0,我 们有： 

(1) sin x - x + o(x), tg x = x + o(x) * 


( 2 ) 


COS JC = 1 — —- 

2 


X 2 + o(x 2 )； 


( 3 ) e T -1 + x+ o(x)> 

(4) ln(l + x) = x ^ o(x )； 

(5) (1 + = 1 + /ix+ o(x) # 


证明 （1) 我们有 


lim 


sm x 


o X 


n I * — o X 


(2) 从关系式 



COS X 



可得 


( 3 ) 

( 4 ) 



lim 

j — 0 


cos x — 1 




lim e 1. 

h 

p 

lim ln ( 1+JC ) = l 

H X 



x-0 fix 


下面的定理说明，在求乘积或商的极限的时候，可以将任何 
一个因式用它的等价因式来替换. 
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定理 4 如果》“时 #( x ) 〜 p ( x )， 那么就有 

(1) lim ^( x )/( x ) =lim 

2 ^ fl x a 

(2) lim ^ lim , 

n jt -g fl ( X ) 

(3) lim — iS^l = lim ― tS^L^ 

» —« gOO x -*« ( pix ) g ( x ) 

这里，我们设所有的函数在 《 点的某个去心邻域上有定义, 
作为分母的函数在这个去心邻域上不为 0., 并设各式右端的极限: 

存在， 

■ 

证明结论 (1) 的证明是这样的： 

lim ^(. r )/( x ) = Iimf OOO / OO ) 1 

=lim jO ( x )/( x ) # 

j 卜 a 

结论 (2) 与结论 （3) 的钲明可仿此作出， □ 

我们知道：0时有 

• X 2 

sin x % tgjc 〜 X ， 1 —cosx 〜, 

2 

ln(l + x )^ x r (1 - l ^ fix 0 

利用这些结果与定理 4 ，我们很容易求出以下各例中的极限_ 

卜 osmajc s^o ax a 

侧 2 lim = lim ^=1. 

AT 0 ^ Z * Q OC 

_ ± xi 

例 13 lim ^ + x8 ^ 1= lim ^ —— =i. 

卜 0 1 — COS X 1 2 

2 

s 

例 14 lim ll ^ Z ^ ^ lim — 亡 = 2 . 

r 一 o 1 一 COS X 龙一 ， 0 1 ， 

—— x £ 

" 2 


U 9 



微积分的基本概念及其应用 




第四章导 


数 


在预篇中，我们已经看到，切线和速度等问题的讨论，都归 
结到以下形式的极限 

lim ⑽ - 丄( 乂 

u 0 父一 1() 

本章就来系统地研究这样的极限. 

•ta 

§1导数与微分的概念 

l . a 导数的定义 

定义设函数 / CO 在心点 邻近有定义.如果存在有穷极限 

S 

lim ， 

Q X ^ X 0 

那么我们就说函数 / OO 在 A 点可导 ( derivable )， 并且把上述极限 
值称为函数/00在 X 。点的导数 ( derivative ), 记为 f / ( x 0 ). 

几何解释在预篇里，我们已经 看到： 曲线 y = / W 在点 
<%，/(%)>处的切线的斜率应该等于极限 

lira /( xW ( fo ) 

Q X — 欠 0 * 

这就是导数的几何意义. 

洼记因为讨论的是当时的极限，所以引入记号 A = 
I - A 比较方便，于是 Y = A + A ，我们可以把导数的定义 写成： 

广⑹ = lim 

h^o h 






这里的 A 称为自变量的增量.请注意，增量 ft =X - %可正 可负， 
负的增量即减少的量.也许把 A 叫做“改变量”更为合适.相应 
于自变量的增量 A ，我们把 f ( x 0 + k ) - / Cv Q ) 称为函数/的增量 
'(或差分).人们还习惯于用符号 Ax 表示自变量 X 的增 量： = 

r 

x - 々，用符号心= A / O 。） = / ( x 0 + Ax ) - / O 。) 表示函数 i / = /(欠> 
的相应增量.采用这样的记号，导数的定义又可写成 

I 

f / (x 0 )= lim 乙色土 ■△:) 二 (3! 

V 07 apo Ax 


= lim 



A / Oo ) 

. - —H - 

Ax 


二 lim 



At / 

Ax 


与此相应，关于函数> =/00在％点的导数，除了采用上面介绍 
的拉格朗日 （ Lagranp ) 的记号尸（^)而外，还常常采用莱布尼兹. 

(Leibnitz ) 的记号 


4 



后一记号提示我 们导歎 是差商(或的极限.也正是由 

于这一原因，人们还把导数叫做微商. 

讨论导数的时候，先要确定一个“基点” ％，然后考察自变: 
量与函数在这点邻近的变化（考察从％点起始的增量).在许多 
问题中， 一 定范围内的每一点都可当作基点来考虑.这时人们& 
往宣接 用记号 x 表示基点（以这样的记号代替不怎么方便的记号 
A ). 对这种情形，用増量方式来写导数的定义更显得方便， 

/ / (x) = Um ^ x+h l~^ x ^ 

i^o h 

r 

= lim "(+ Ax ) - fix ') 

Ao Ax * 

对这一情形，如果采取直接的形式，那么导数的定义就要写成： 
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r w 


盧 


lim 


f(x{y-fOO 

x t -x 


t 


b 求导数的例子 


例 1 试求常值函数 /( x )^ c 的导数 • 
解我们有 


f (x + h)— 



C 


C 


0 


调而 


f / (x) - lim 

h-^ o 


/(X + fc ) — /( x ) 


h 




一 


例 2 设 ffieN ， 试求函数/00 =，的导数 • 
解我们有 

f (x + h) - f (x) _ (x+ h) m -x m 


mx 


m 


i + m ( m 二 + 


+ h m ~ l 9 


翊而 



’（ X ) 




lim /( x + fe)"/W 


mx 


m-l 




A — 0 


例 3 设饥 GN ， 试求函数的导数 • 
解我们有 


f(x + h) -f{x) _ i 


(x + h) m x 




•t* 


h\x + h x/l(x + hy~ l (xf h) m ~ 2 x 



X 


m— j 


(x -h h)x 


I 



(x h- K ) m ^ 1 (x + A) 



m _ 2 x 


H 而 


ns 


Sj 丨 ■■< ■ : 


,r> - 


.>0 •，_.. 々：l「h 




V U i 乂 … V： ; - 



/ ， Oc) = lim f(X + h) ，' f(X 2 


0 


m 


x 


m + 


mx 


f» 一 1 




例 4 求幂函数 /0 O = VO >0) 的导数 06 Z ； 的情形已见子 
例 1,2,3. 这里讨论 P 6 R 的一般的情形). 

解我们有 


fix + h) - f(x) (x + h) p - x fi 


jt 


X 


M 


(1 -h h/x) M -l 


X 


M 


^ii + hfxy^i 

h/x 


tl4 rrl 

因 rfo 


f r (x) = lim 

轟 0 


f(x + h) —/O) 


h 


x 


H lim 江土 


0 


h/x 


fix 




■ 


特别地，对于 #=1/2 和 -1/2， 我们有 


(\/ x 


(X 1 ’ 2 


X 


t /2 


1 


2v^x 


[ _ ) = (JC -1/2 )’ =-丄 JC - " 2 =： - - • 

\\/ x / 2 2v^ jc 3 

例5求函数/00 = sinx 的导数. 

解我们有 

f(x + A ) — fix) sin(jc + k) — simc 

‘ ] T ~ = ~ h 


COS X + 




因而 


/ 7 (x) = lim* 




h ) - 



=COSJC 




例 6 求函数 / O ) = cosx 的导数， 

解我们有 

fix + A) -/00_ cos(x + A) — cosx 


h 


h 




— 2 sinl x + 


♦) si 


m v 

n — 
2 


H 而 



/ 


( x ) = lim ! 






* 


= — smx 


例 7 求函数和 go ) 二 f ( a > o ) 的导数, 
解我们有 


/(3C + ft) - f(X) 


e 


e 


e 


h 


e 


1 


闼而 


厂 00 二 lim / ( 三 + 马 二 


h 


e 


if 


_ 


类似地可以证明 


g f ( x ) = a^lna 


# 


以 $ 为底的指数函数 f 0 c ): e : 具有一个极好的性质 


: 


4 


尸（工） 


这一事实在数学理论和自然科学的研究中有极其重要的应用. 
例8求函数/00 = Inx 和 g ( x ) = log a x 的导数 ( X >0). 


解我们有 


f(x + A ) _ 



_ \ n(x + h ) - lnx 

h 


ffl 而 


ln ( l + hjxy 


x 


ln(l + h / x ) 

- _■■ ■■ - h 

h/x 
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% 


1 «^- 




y W h X* 

同样可证 

通过以上各例，我们求出一些重要的初等函数的导数.所得 
结果列表如下： 

导数表 







利用关'于极限运算已有的结果，立即可得以下简单的法则. 


定理1设函数/和5在 x 点可导， ceR 9 贝 fj / + 5 和 c / 也 

j 

在 r 点可导，并且 

(/00 + 沒 00)' =尸00 + 〆 00; 

(c/oo)’=«?/’（<)• 


这样，对于上表中各函数经过有限次相加或乘以常数的运算 
所得的一切函数，我们也能求出其导数.例如，对于多项式函数 

/ (：0 = < 2 0 欠供 + ajjc m ' 1 + — + a m9 

我们求得： 

/’ (jc) = ma 0 x m ~ l +(m- l)a 1 x m ~ a + ••• + a m _ u 

在下一节中，利用那里证明的更多的求导法则，我们能够求出更: 
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多的函数的导数. 

例9应用导数的概念，我们来证明旋转抛物面的光学性质. 

抛物线 s / = 绕它的对称轴^ = 0旋转所成的曲面就是旋转抛 

物兩.放在焦点 F (0， P /2) 处的光源所发出的光，经过旋转抛物 
面各点反射之后就成为平行光束.人们利用这一性质制造需要发 
射平行光的灯具，例如：探照灯，汽车的前灯等(见图4- 1). 



我们来证明上述性质.设 00(^0) 是抛物线上的任^ 


意一点(因而抛物线在这点的切线为 


y = so+ ~-(x-x 0 ) , 

这切线与对称轴 X = 0 相交于点 s ( Xi ，心 



为了证明从光源 F 发出的光线，经过旋转抛物面反射之后，反射 • 

光线平行于对称轴 r = 0, 只须指出 

LFQS = ^ FSQ: z—GQT\ 


事实上，我们有 
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♦ 


斯以 

这完成了证明, 



1. C 单侧导数，不可导的例子 


定义 (单侧导数）设函数/在 ( X - 〃，幻有定义.如果存在有 
穷的左侧极限 

/0 + A) - /(O 

lim - i - • 

办十 h 9 

么我们就说函数/在 x 点左侧可导，并且把上述左侧极故称为 
涵数/在 x 点的左导数，记为 


/L(x ) 二 lim 

4 ^ 0 - 


Rx + K) —/(x) 


#1似地可以定义函数 f 在 X 点的右侧可导性以及右导数 

A ( y )= Um /.(^ T / W < 

* 4 0 + 认 

\ 

我们知道，极限 

lim /(^ + ft ) -/ o ) 

* ■* 0 ^ 

存在的充分必要条件是两个单侧极限都存在弁且相等.由此得出 
以下定理： 

定理2设函数/在^点邻近有 k 义，则/在 r 点可导的充 
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分必要条件是它在这点的两个单侧导数都存在并且相等 t 


当这条件满足时就有 


我们来看两个导数不存在的 例子， - 

例10考察函数/00=卜|在 r =0 处是否可导(见图 4-2). 
解我们看到 


于是 


/(0 + /O-/C0) 



— 

二 ~F 


r If 如果 

_ 1，如果 h <0. 


f -( 0 ) 二 一 1， /+(0) = + 1. 


因而函数 / 在 ^ = 0 处的导数不存在.容易看出，在的地方 p 
函数/的导数总是存在的： 

1， 如臬 x >0， 

-1，如果 K 0. 




例11考察函数 PO ) 在 r = 0 处是否可导，这里 


£fM 


x sin —, 如果 x ^ O , 


0 , 


如果 


0, 


解我们有 


£/(0+h) -p(0) 


, 


h 


sm 


T 


_ 
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因为当 ft ->0 时上式没有极限，所以函数0在 x = 0 处不可导.还可 
以证明函数 P 在 x = 0 处没有任何一个单侧导数. 

S 

l . d 可徵性，微分 

与函数在一点的可导性紧密联系着的一个概念是可微性.本 
段就来解释这一概念. 

在例2中，为了考察函数 PO )=， 在^点的可导性，我们将 
函数的增量 

p(x + h) -p(x) 

按 A 的方幂 展开： 

P(x + K ) - p ( Jc ) 

=mx 觸 ― 1 ft + m -^ 1 一 2 /i 2 + … + 

u 

其实，为了考察可导性，并不需要了解 A 的高次项的具体的形 
.式，仅仅需要这样的信息：它们是一些高于一次的项，即 

户 

p{x + /i) - p(x) = rnx m ~ l h + o(h). 

由此可得 、 

Ppcj- k^-pM = mxa ^ + o(^ 

让 / i — G 即得到 

、 p f ( a :) = mx m ^ 1 m 

定义设函数 /( 幻在％点邻近有定义，如果 

f(x + k)-f(x)=Ah + oOO, 

其中乂与 A 无关(可以依赖于 X )，那么我们就说函数/在^点可 

楸. 

定理3函数/在 r 点可导的充分必要条件是它在这点可 

微. 

I 

证明充分性.如果 

f(x 1 - h) - f(x) - Ah + o(h) ， 

那么 
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f (X + h) _/ 0 ) 


A 





因而 / CO 在 x 点可导 


I 


f f (x) = lim 


f(x -f K) - fix') 


A 


必要性.如果存在极限 


lim 


/(x + i) - fix) 


r w 


那么当 A —0 时 


W』 X + t /(X) -尸00—0, 


并且有 


f(x + h) - /(x) = /’ (x)h + a(h)h 


这就是说 


f(x + h) ~f(x) = f y (x) h + o(h) 


注记 <1) 由于这定理的缘故，人们把可导和可微这两个米 
语当做同义词来使用.求导数的方法又称为微分法. 

(2) 在定理的证明过程中，我们 看到： 从表示式 


f(x + h) - f(x) = Ah + o (h ) ， 


可以断定 


A = f / (x) t 


由此可知：上述表示式中々的系数2是唯一确定的. 


定理4设函数 /( x ) 在点可微(可导)，那么它在这点连 


续* 


证明我们有 


/O 0 +A) —f(x 0 ) 二 Ah 


W 


因而 


lim f(x) =lim f(x 0 + h) =/(x 9 ) # 


□ 


注记定理 4 之逆并不成立.如例10和例11中的函数都在 
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% = 0 处连续，但在该点不可导， 

设函数/在、点可导(可微)，则有 

f(x 0 + k ) -/O 0 ) =/’ (x Q )h+o(h), 

采用记号 Ax = A，Ay = /(x 0 + A. t ) - 又可将上式写成 

At / = f / (x 0 ) Ax + o(Ax). 

这样，我们把函数的增量表示为两项之和，前一项是自变量 
增量 Ax 的一次式(线性式)，后一项是比 Ax 高阶的无穷小量. 
在坐标系中，作出曲线 y = /00以及这曲线在 A 点的切线 
(其斜率为尸（^)))/我们看到，对于给定的自变量增量量 
广 (^o)Ax 正好是切线函数的增量(见图4-3)， 


y 



图 4-3 


当我们用式子定义一个量的时候，采用记号“：=”是很方 

便的.例如 

■ 

' /00 ： =X 2 + 2 

表示/00用式子 W + 2来定义.记号“：=”读做“定义为”. 
定义设函数 y = /00 在 々点 可微.我们引入记号 

dx ： = Ax, ♦ 

dj/1 = f f (^Xo^dx = f / (Xq) Ax, 

并把办叫做函数夕 = /(幻在〜点的微分. 

洼记关于微分的意义，从上面的讨论我们已经得知I 
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(1) 从几何的角度来看，微分^^//(^心:正好是切线函数 
的增量* 

(2) 从代数的角度来看，微分办=广 （ x 。) 釭是增量 Ay = /( x 0 
+ Ax ) -/(%)的线性主部，幼与 Ay 仅仅相差一个高阶的无穷小 
量 o ( Ax >， 因而当 Ax 充分小时，可以用办作为仏的近似值.这 
一事实是微分的许多实际应用的基础 .. 

C 3) 原来，我们引入 ff 作为导数的记号.有了微分的概念之 
后，又可以把记号^解释为 dy 与 dx 之商： 


dy 

dx 


/’ Oo ). 


§2 求导法则，高阶导数 


本节的重点是求导数的方法. 

按照定义，导数表示为一个极限.但直接根据定义去求这一 
极限，并不总是一件容易的事，有时候甚至很难办到.好在人们 
已经发展了一整套行之有效的求导法则.利用这些法则，我们能 

轻而易举地求出许多函数的导数——包括所有的初等函数的导 
数 • • 


2. a 和、盖、积、商的求导法则 

定理1设函数《和^在％点可导，则以下各式在^ = %处成 

(1) ± t/(x)) 7 = u f (x) + v f (x) } 

(2) (u(x)v(x)) / = u / (x)v(x) + u(x)v f (x)* 

十 ■■ 

( o\ ( U MY 一 U’ （ x)u(x) —uppi/ 7 (JC) 

\v(x}/ (v(x)) 2 

(这黾要求 y ( x )^0) # 
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证明结论 ( 1 ) 已见于上一节中，其证明是显然的.这里只 

验证结论 ( 2 ) 和 ( 3 ). 

( 2 ) 记 = uO ) dOc )， 则有 

f(x + k) -/00 

I 

= u(x + h)v(x + h) — u(x)v(x) 

- (u(x + h) - u ( jc))^(jc + K) 

+ u(x) (v(x + h) t v(x)) 9 

f(x+k) - fix) 


二 — 咬 )•“) 


因而有 





u(x) 


V (X + k) — v{x^) 


f 


/ ’ （ jc) = lim 


•… f(x + h) - fix) 




u f {x^v(x) + u{x^v f (x) 


( 3 ) 记 90 ^) — j 则有 


+A) —夕 00 


u (x + h) u(x) 


v{x + h) 


V{x) 


u(x + h) v (x) — u(x)vCx + h) 

v{x + /t)v(jc) 


(u (x + h) — u(x))v(x) 




v(x + h)v(x) 

u(x) (v(x + k) - v(x)) 
v(x + h) v (x) 

u (x + h) _ u(x) 


9 ix 





y(x> 


. ■ ■ ^i. ■~■ ■ ■ ■ 

v(x + fe)y(x) 
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晷 



因而有 


«(x) 


v^x + A) — v(x^) 

h 


v { x + h ) v ( x ) 


g f ( x ) = lim 

A -> 0 


g(x + h ) — g ( x ) 


u / ( x ) v ( x ) - u ( x ) v '( x ) 

(” 00) 2 


注记在 ( 3 ) 中取 u ( x )~ l 就得到 



/ 




(x> 


(«>) 


2 


公式 (3) 的这一情形经常被用到，所以我们特別提出来，请读者 

加以注意. 、 

定理 V 设函数《和"都在 X 点可微，则有 

(1) d(«(x) + y(x>) = du(x) ± dy(x) 5 

(2) d(u(x)y(x)) = y(x)du(jc) + u(x)dt ； (x)j 


(3) d 煙) 


\ v ( x )/ 


v(x^)du^x) - u(x)di;(3c) 

O^OOP 


(这里要求 K ^)^0). 


证明将定理 1 中各式两边都乘以 dx ， 就得到本定理中相 
应的式子. □ 

例1求函数 /0)= Psin : c 的导数. 

解我们有 

/’（欠）= ( e T ) ’sin x + e z (sin x ) - 

= e 9 sin x + e x cos x 
= e z (sin x + cos x) # 


例 2 求函数 ¥ x 和 ctg x 的导数, 
解我们有 
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(tgx) 7 



sin x 
cos x 


(siruc) ; cosx — sinx (cosx) / 

(cosjc) 2 

cos 2 x + sin l x 

I 

COS 2 X 




cos 2 X 


(X 9^/j[ 71 4- 



(ctgac)'= 


cos 


sm 





(x^ ： ^at) # 


俐 3 求函数^的导数 _ 
解我们有 



( O ^ 



例4函数 ch：c = ? l ^ 和 slix =^ l ^ ll 分别被称为双晦余 

Z L 

一 

赛和双曲正弦.它们有许多性质在形式上与三角函数很相似，例 

如 * 

eh ( — jc) = chjc ， sli( — x) = — shx T 

a 1 

ch(x 十； y ) 二 chxchy + shxsh;y ， 

X 

sh(x 十 : y) H ff l' shxch;y 十 chxshy y 

ch 2 x — sh 2 x = 1, 

ch2x = ch 2 x + sh 2 x ， sh2x - 2shxchx # 


这些性质都可以用定义直接验证.容易求出双曲余弦与双曲正弦 
的导数： 
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(chat) ’ = shjf ， (shx) r - chx. 



2.b 复合函数的求导.微分表示的不变性 

很、函数可以看作'是由更简单的函数复合而成的.例如函数 

sin jc 2 可以看作是由函数夕=^ 2 和函数 w = sin 夕 复合而成的，而 
函数可以看作是由函数 y - cosx 和函数 《 = 复合而成的. 
本段就来讨论复合函数的求导法则. 

设函数 ¥ = ■/(>) 在％点可导，函数 = 在外= /(々)点 
可导.那么，关于复合函数 u = / C 0 在々点的可导性，我们 
能得出怎样的结论呢？分析这问题的途径自然是考察这复合函数 
的 差商. 记?>0) = 5。/00,我们有 


( 2 . 1 ) 


K 工〉 一 ?>Oo) _ g ( J 00 ) -5(/(0 

■ ■ .I ■ ■ v ■ 

x - X Q X - X Q 


_ g(/00) _g(/O 0 )) ， /O) — /(y 0 ) 

fM -/(^ o ) • 欠 — x o 


由此似乎就能得出这样的 结论： 函数 < POO … /( x ) 在％点可 
导，并且 〆 ( x 。) )//(%)•这分析的基本思路是对的， 


但有一个漏洞，那就是：在 A 的过程中，虽然也仍 
可能对某些 r 有/00=/0。).请看下面的例子. 

例4考察函数 



如果 xz ^ O , 

如果欠= 0. 


我们看到，函数/0：)在 x = o 处可导 


尸 （ 0) = i im /(o+iWW : 

h 

I 

- lim Asin~ = 0. 

k^o h 

但在 C 点的任意邻近， 仍有 x =」-( n 是绝对值充分 大的整数> 

j Till 

使得 /00=/( o ). 
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虽说如此，上面的分析仍给我们有益的启发、其实只要把上 
面的表示方式稍作改变，就能得到正确的证明， 

定理2设函数 /( 幻在％点可导，函数000在仏=/(%)点 
可导，则复合函数0。 / O ) 也在％点可导，并且 

< P f ( Xq ) = 〆 （/(々)）/’（々)• 

钲明考察辅助函数 


- > 如果#，⑹， 

(/(%))， 如果 y 二 f ⑹ • 

显然这函数在 /( a ) 点连续.另外，我们有 


( 2 . 2 ) 


吻―1叹 K / QQ ) 





/00 - / ⑹ 
x-x 0 • 


事实上，对于/00关/(%)的情形， （2.2) 式就成为前面讨论中的 
<2.1)式.如果 /W =/(々)，那么 (2.2) 式就是 


9(fW) - o(f(x 0 y) 一 

X - x 0 


/ 


(/ ⑹) 


欠一尤0 


在 (2.2) 式中让^^0就得到 


■ lim fS x ); - 二宇 A 二 tj ； (J ⑹ ) f f (x 0 ) 

af t ^ X 一 *V*o 

■ 

=^(/0。)）广0：丄 
这证明了定理的结论. □ 

下面，我们来介绍复合函数求导法则的另一表示方式.将复 
合函数 /( KO ) 对 i 求导得： 

这式子两边都乘以心就得到- 

^(/(?>(0))=/ / (^(0) d ^(0. 

这就是说：不论 x 是自变量，或者 ^ = 是另一变量 t 的函数, 
函数/(4的微分表示式都具有相同的形式 
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df ( x ) = f / ( x)d x . 

这一结论叫做徵分表 示的不变性. 它虽然只是复合函数求导公式 
的另一表述，应用起来却极为便利.这在以后学习不定积分时会 
看得更清楚. 

定理2中所述的复合函数求导法则又称 为链式 法则.对于函 
数 2 = gOO 与 i / = /«的复合，这一法则可以形式地写成 

_ dz dj / 

■- ■- ■ ■ * « ■ ■ 

dx dy 

并可陈述 如下： 

欲求复合函数对自变量的导数，可以先求它对中间变量的导 
数，再乘以中间变量对自变量的导数. 

在实际解题时，并不一定每次用新的记号表示中间变量，只 
要在心中默记住我们当作中间变量的式子/(.、◊就可以了.熟练 
地掌握这一方法就能大大加快计算速度.书写的格式通常是 

( 0 (/ OO ) V =^(/( x ))(/( x ) V . • 

1 青看下面的例子. 

例5求 ( sinflxV ， （ tgh 01 n 0 e *)’. 

解为了求 Oinflx )/, 我们在心目中把$ = ax 当作中间变 

量，先对中间变量求导，再乘以这中间变量对^的导数.具体的 
书写格式 如下： 

*% 

( sinax ) / — ( cosax ) * ( ax ) ' - a cos ax . 

类似地可求得 

w 二 ( e p ，） •⑻ / 二 ee ct • 

例8求 （ cos(.v + 6))’ 和 (InO + e ))/. 

解利用复合函数求导法则可得 

x 

( cos(x + b)y = ( - sin(x 十 ^)) (x + b ) / 

• • 

= — sin(x + b ) } 


f 
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(In (x + 






X + c 


o ： + o ’ 


_ 1 




X + c 


例 7 求 ( sinjc 2 ) ，和0* 2 )， • 
解我们有 # 


(sin jc 2 ) 


(cos jc 2 ) • (a ： 2 ) 7 = 2 x cos JC 2 


W = 0: 2 ).0 c 2) 


2 xe 


X2 


例 8 


数 


试求函数 In | x | O 关 0) 和函数 l n | 


參 


x + c\(x^b - C ) 的导 


解对于 x > 0 , 我们已经知道 


设欠 < 0 , m\x\ 


( lnjx |)’ = ( l n X )， 

对这倩形我们有 

(】 n | x |)’ = ( ln (^ jc » 


X 


X 


一 X ) 


JC 




对于^>0和 X <0 这两种情形，我们都 得到: 


由此又可得到 


(ln|x|)、= i/jc # 


( ln|jc 


x + c 


(x + c) f 


x + a 


例 9 



In 


x-a y, 

x + a 1 ：) • 


解我们有 


In 


x 


x 




On 


x — a \ — ln\x + n\) / 


x -a x + a 




2 a 


x 2 — a 2 
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为了求得某些更复杂的函数的导数,可以接连运用复合函数 
求导的法则若干次， 

例10求0? •叫 * 2 + *))，• 

解 

I 

^•in( X 2 + c) y (sin(x 2 + (?))" 

= e Bin( * 2+ 0> cos ( x 2 + (?) ( x 2 + f 
= 2 欠 cos(jc 2 + (? 〉 e ain( * 2+c> • 

例 11 *( ln | sinx 2 |)、 

解 

(In I sinx 2 i ) ， = ( sinx 2 ) ， 

sin jc 2 


sin x 2 


cos x 2 ( jt 2 ) 


2x ctg x 2 


例 12 求 （ 〆 x 2 ± a 2 ) 

解 


(〆 x ?± a z ) 




( x z ± a 2 ) 




x 


+ a * # 


例 15 求 （lnfx + v ^ x 2 ± a 2 ))’. 

解 


^ \/ X 2 ± a 2 )) / 


= x + V ^± W iX + ±a ' ) 


X 



v / jc ^ 




X 


\^ x z + a 2 


n / jc 2 + a 2 


例 14 试求幂 •"指 数式 (u ( jc )) 
数 u 和 y 在 x 点可导 • 


>的导数，这里 uOO >0, 函 
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因而 


我们有 


w p 


( 丨 ） ln«( 


(W(XT ⑷）， = (e^^nnn(T) y 
■ 

e v(x)\nu(9) (y(x)lnn(x)) r 

= e v(xnnu(x) (v f (x)lnu(A：) + t ； (jc) U — — 

V w ( x ) / 

k 

=u ( x ) vix) ( v / ( x ) lnu ( x ) + ° - 

\ u ( x ) 

= u ( x ) V ( g ) ( lnu ( x )) v r ( x ) + v ( x ) u ( x ) v(x) ~ 1 u f ( x ). 

我们 看到： 幂-指数式的导数为两项之和，这两项分别相当于把 
该式当作指数函数和幂函数求导所得的结果. 



2.C 反函数的求导法则 

设函数 y = K 幻在包含％点的一个开区间/上严格单调并且 
连续，在X。点可导并且〆 （X Q )^0. 根据第三章§3的定理3，函 
数 y = p(x) 的反函数 x = 0O) 在开区间/= ?)(/) 上有定义.我们 
来考察反函数X = 0(9) 在 h = V>Oo) 点的可导性.几何的直观告 
诉我们，这问题的答案应该是肯定的.因为在 0XY 坐标系中， 
m 数 p = 的图象与其反函数^=#00的图象应该是同一条曲 

线，而函数 y = 在 A 点的可导性与函数 x = 在 a = ?> Oco ) 

点的可导性都表示这曲线在点 (A,h) 具有切线.设该切线与 0X 

轴的夹角为 a , 与 0 Y 轴的夹 角为足 则办 = 于是 


即 



伞’ (J/o) = 



炉’⑹ • 


下面我们用分析的方式证明上述结果， 
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定理 3 设函数 V = Kx ) 在包含％点的幵区间/上严格車 
调并且连续.如果这函数在 々点可 导并且导数 〆 (％)关0,那么 
反函数 X = 000在点… = 可导，并且 


〆 （心 ) 


〆 （％) ^(^( t / o )) 


证明在所给的条件下，函数 x = 也严格单调并且连 

M . 于是，当时，应有於00孕於(％)，少(夕)—炉(夕0). 


H 而 


lim H 



二 lim 






Hy ) Ky 0 ) 


lira 


SPOO _ 〆 &) 


〆 (^o> 〆 o/>o/o)y 


□ 


洼记如果函数 y = M 幻在开区间 / 严格单调，在这区间的 
每一点^都可导并且有， W ^ O , 那么反函数 X = 0 O) 在开区间 
= 〆/)的每一点 y 处都可导，并且 



rw 




上式可以形式地写为 


dj / 

djc 


1 


dx 

dj / 


例 15 设 iPOO 


t 


，少00=1即.我们知道这两个函数互为 


反函数，并且也已经知道 




〆 （ x ) = e *， 


r ( y ) 


y 


其实，只要知道其中任何一个函数的导数，利用反函数求导法则 


175 



就能得到另一个函数的导数.如果已知，00 = e % 那么由反函 
数求导法则可以得到 


妒’ （ y ) 


〆 （ POO ) ^ ln 


y 


又，如果已知 f O 0 = i / y ， 那么由反函数求导法则可得 


r 


，（ x ) 


妒 X >>> 



例16求 0 O ) = arc siny 的 导数. 

解函数00/)=咖 3 邮是函数 Kx >= sin : c 的反函数，因而 


ih' (y^\ 4 一 — 丄 - _ 

〆 （沪（夕 ）） cos (arc siny) 



例 17 求 000 = arc cosy 的导数 • 

m 

解函数 0 (iO = arc cosy 是函数 sp ( x ) =cosx 的反函数，因而 




〆 （步 00) 


sin(arccosjz) 


^l - y 2 


例 18 求 00/) = arctgy 的导数. 

解函数000 = arctgy 是函数 p 00 = tgx 的反函数，因雨 


% 


rw 


< p f OKlO ) 


cos 2 (arc tgy) 


= cos 2 (arc tey )= -— — 

6 1 + tg 2 (arc tgj /> 

— 1 
1 十 f 

I 

通过一系列例题，我们已经求出 了所有 的基本初等函数的导 
数奢现将所得的结果列表作一小结. 
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初等函数的导数表 


函数/⑷ 


0 

x m 

sinx 

cosar 

tgx 

cigx 

arc sinx 

arc cosx 

arc igx 
arc ctga: 


导数 / 7 <A 




rnx m ^ 1 


mx 




fn ” i 


COSI 

sinx 


COS 2 2 ： 


sin 2 x 


\/l 


x 


t 



e 算 

a 9 

ln|r| 

I 

iog « M 


ln(r + \/x 2 + ti 2 > 


ln(x + s/x 1 -a 2 ) 


a z ]nx 

丄 

丄 log〆 

X 


^/ t 1 a % 


s / x 7, — a 1 


备注 


C 是常数 
m 是自然数 
m 是自然数， 
只是实数，^>0 


2 

r 

X^kTZ 


M<i 


a?|<l 


/|>0 ， a 


a>0，a 一 1 ， 




2. d 参数式或隐式表示的函数的求导 

有时候，人们用参数形式表示变量 V 对变量 x 的函数关系 
例如，函数关系 
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y -s/a 2 7 - a<^x^a, 

，可以用参数表示为 

■ 

x - acost f y ^ asint, 

一 般地，设有参数表示式 

^ ~ 炉 （（） ， y ~ CO t 1 6 J ， 

其中函数 p 在区间 J 上严格单调并且连续，函数0在区间/连 
续 # 我们可以把《表示为 r 的连续函数 

t = <p~ 1 {x') , x^l =<pO ) , 

于是3/表示为 x 的连续函数 

女 = 妒 0 _ 1 00 )， xeK 

如果函数 P 和0都在区间/的内点~处可导，并且〆（心)关0,那 
么由反函数与复合函数的求导法则可知函数 W 。厂 1 在％ = 

可导，并且有 

(少 0 rTOo) =^ / ((jP^ 1 (JCo))( < iP~ 1 ) / CVo) 


f ( POo )) 


_ _ = t f Jhl 

^0 _1 0 o )) 〆 (^ o ) 


我们得到了如下法则：对于参数表示的函数 


<P(0 ， ^ - V»(0, 


可以按下式求导 


dj/ _ f (t) 

■ 1 ■ -- ■— ■» 

dx 〆 ⑴ 


(这里要求 〆 （0^0), 

由此可知，参数曲线 

=^(0, yKO , 

_ 

在 x 0 = 9>( t 0 ) f (~)处的切线的斜率为 


这切线的方程可以写成 


r (^) 

^( t 0 ) • 


X - (pjto) _ Y - 妒 (, 0 ) 

P' Oo) 〆《)—• 


从几何的角度来观察，过曲线上两点 


OGo)J(f。)） 和 0(0 40) 


的割线的方向系数应该是 


(jpW — g ^ to ) ， ^(0 —妒 （t G )) 


或者 


9(0 - p ( t 0 ) if ( t ) — HU 


9 


' l 0 


昝 


h 取极限就得到了切线的方向系数 


例13考察由极坐标方程给出的曲线 


r(0) 


试求这曲线在某点 (r ,0) 的切线 


4 


于是 


由极坐标方程可得曲线的参数方程 

x = r( 0 〉 co 30 , y - r( 0 )sin 0 . 


* • 

dy dO 
ST— 办 


f ¥ 

de 


r’ (O)sin0 + r(0)cosG 
r’ （ 0)cos0 — r(0)sin^ 


tg 0 + 


1 - 


r(6) 
r(0) ^ 

v~ I _ 

r / (0) 


以 a 记切线与极轴(也就是 OX 轴)的夹角(见图 4-4〉， 则有 



tga = 


tg0 + 


r<0) 

： F r m 


1 - tg0 


r(0) 


(0) 


由这式子又可得到 

r (0) 一 tga - tgO 
r f (0) _ 1 + _ tgatg0 " 

= tg(a-0) =tg 存 . 

这里 fi = a ~ 9 恰好就是切线与极径的夹角, 

h 



于是，我们 得知： 对于由极坐标方程 r = r (0) 表示的曲线，其切 

■ 

线与极径的夹角的正切应为 

r(e) 
r / (9)* 

有时候，变量 V 对变量 x 的函数关系通过一个方程来给出* 
例如，按照方程 

x 2 + y 2 =l f 

. * 

对每一个 xe [- l ， l ]， 有唯一的友6[0，+00)与之对应（容易看 

出多•于是，方程 V + = i 确定了从集合 D =[ - 1,1] 
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到集合 五 二 [0, + oo ) 的一个函数.对一般情形，设 
如果按照方程 

F(x ， y ) 二 Q ， 

n 

对每 一个; 恰耔有唯一的与之对应，那么我们 就说: 
由条件 

F0c f y) - 0 , xeD 9 i/eE 


确定了一个隐函数.有时候，隐函数可以用显式解出.例如由关系 

h 

/ 十 j / 2 = 1， - 夕>0 

确定的隐函数，可以用显式表示为 


而由关系 


确定的隐函数， 


y-s/1-x 1 , - 1 « 1 ; 

x 2 + I / 2 - 1, ^<0 

可以用显式表示为 

y = — \/i — x 2 , — « i . 


从上述例子可以看出，要由方程确定一个隐函数，仅仅指出 x 的 
变化范围是不够的，还需要指出 y 的变化范围•至于由方程确定隐 


函数的一般条件以及所确定的隐函数的分析性质，这些都是十分 
重要的 课题. 本书将在多元函数部分予以讨论.这里仅仅 指出： 
对于隐函数存在并且可导的情形，并不一定需要先解出显式表示 
再求导，直接对隐函数所满足的方程求导，往往更为便利.请看 


下面的例子. 


例20求由以下条件确定的隐函数 i / = 的 导数： 

x 2 + j/ 2 ^1 9 _l<x<l ， y>0. • 

解以〃 = y o ) 代人方程 y + i/ 2 =i 应该得到一个恒等式 .. 
对这恒等式两边求导得 


2 x + 2 yy f = 0 
y f = _ x / y m 

用显示表示来验算，我们得到 
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V ， 


=(>/l - x 2 ) ’ = 




v 1 - X 2 V * 

有肘候，从函数的直接表示式求导数比较复杂，改用（人为 
!的）隐式表示来求这函数的导数也许还要简便一些.所谓 对數求 
导法 （适用于幂-指数表示式及其他一些情形)，就是一个很好的 
例子 . 、 

例21 (对数求导法）为了求幂一指数式 y = 

>0) 的导数，将其两边取对数而得到 

lny = v(je)lnw(x) # 

按照隐函数求导的办法，对上式两边求导得 


y f ( x ^ 

y =〆 OOlmt(X) + vM . 


由此得到 


y f == y{v f oc)inu(x) + )• 





设函数 / 在开区间 J 的每一点可导，则以下对应关系定义了 
一个 函数： 

X\ — >/’ （ x )， \/ x ^： I m 

这函数称为是函数 / 的导禹数，记 为厂. 对于导函数广，我们又 
可以讨论它的可导性和导数.导函数厂在 X 点的导数(厂）'00, 
称为是函数/在 X 点的二阶导数，记为 

/"00, / ⑺ 00或者 I , 


:我们用归纳的方式来定义 n 阶导数 /<"> 00. 首先 约定： / (()) (X) 
=/«• 如果厂 ^”（幻对一切 re / 都有定义，那么由对应关 
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系 


( X ) 


定义了函数/的 n - 1阶导函数/ <n ^ • 如果导函数/ (n _ U 在工 
点具有导数 (/ 00,那么我们就把这导数称为是函数/在 

X 点的 n 阶导数，记为 




/⑻⑻或者 


d n j / 


高阶导数在实际问题中也有广泛的应用.例如在力学中，如 
果以表示沿直线运动的质点的坐标，那么一阶导数， （0 
表未运动的速度，二阶导数， 0) 就表示质点运动的加速度.于 
是，牛顿第二定律的数学表示就应该是 

饥 x 〃 = F 或者 = 

髙阶导数的计算，原则上只是各求导法则的反复使用.但在 
有些情况下，为了求出表示任意阶导数的公式，往往需要釆用一 
些技巧性的手段，对每次求导的结果加以整理，以便于“猜出” 
结果的一般形式. 

I 

例22设求 

解 r =ax a ~^ 

y n 二 a(a — l)jc a ~ 2 , 


y <7l> = a(a - 1) (a - n + l)x a " n # 

:如果 o = meN > 那么 n>m 时就有 J / <n> = 0. 

例 23 设# = “*,求 

解 =^ef% y 〃 = 炉 〆 ％ … ， i/ <n> =W*. 
例 24 设 y = ln(i + jc) ， 求 〆 n> , 

解 〆 = (1 + X )" 1 = 


y (n > = ((1 + x )_0 
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例 25 
解 




(- 1 )(- 2 )" •(— ( n - 1))(1 


(— 1 )«-i 

v i} (1 + x) n 


i^j/^sinx, ^ y <n) 


y 


cosx 


y 


// 


* 


一 smx 


V 


m 


一 COSX 


y 


( 4 ) 


* 


smx 


夕 （2 卜 1) = ( 一 1) * - 1 C 0 SX ， 

i 

V i2h) = ( - l)*sinx. 

为了用统一的公式写出求导结果，可釆用以下办法: 

y’ = cosx = sin(x 十沉 /2 )， 

y ” 二 cos(x 4 n /2) = sin(x + 2 •丌/2)， 



对于 2 = cosx , 同样可得 



- 作为乘积求导公式 

(UV) 


= U ' t, + UV’ 


的推广，我们有以下的 Leibnitz 公式. 

定埋 4 设函数《和 v 都在、点《次可导，则这两函数的乘: 
积_也 在〜点 n 次可导，并且在这点有 


(uv) (n) 




是二项式系数， 
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n 



n(n — 1) ••• (n — /[ + ]) 

B 


认=1，2,…， 《)• 

证明 我们用归纳法证明 Leibnitz 公式.证明中关键的一步 
将用到以下恒 等式： 



n 




1 


这关系可以直接用定义加以验证. 

b 

对于 n = 1的情形， Leibnitz 公式即熟知的乘积求导公式.假 

狻对于 neN 已经证明了 Leibnitz 公式.我们来考察 n + 1 的情形. 

_ 

( U y) <H + 1) = (( U y) ⑻）/ 



n 


u 


(n-iy v (t) 


/ 


oU 


这里 


i 



n 




v ( k ) + u { n - k ) v 


永 * ■ 0 


(Ti + O 


n , n 


a 



u 


ii+i - y ( ^ > 


t - 0 


a 


2 


±c> 


(n-i) v (> + l) 




在 q 的表示式中，令 / = t - i 可得 


汀2 



n 


u 


(ti 十 i—*> y (*) 


t-i 




千是，我们得到 


(.uv) 


(n + i) 


^i + cr 2 
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k — 


) u («+i 


ft <*) 




(71+1— i) jj 



+ uy (n + i> 



在结束本节之前，我们对复合函数、反函数以及参数式表示 

的函数的髙阶导数的求法，作简单的说明.本来，这些倩形下高 

阶导数的计算，都只是相应情形下求一阶导数手续的重复使用. 

但对髙阶导数的计算，初学者容易犯错误，所以仍有必要特别提 
请注意. 

设函数/和0都至少是二阶可导的，并且 g 与/可复合，这 
时复合函数 h = gof 也至少是二阶可导的，其二阶导数可按以 T 

办法 计算： 

纟 00 = 〆（/<>•))/• (X), 

/i"(X) = (F (x)) ^ 

= ( 〆 （/<>))/ 00 V 


= (^(/O))) / 00 +〆(/(•>：))(/ (x)Y 

= 〆 （ /<>))(/ ，（ X)) 2 + 〆 （ /(x))/ 〃 0O. 

更高阶的导数也可用类似的办法计算. 

I 

设在开区间/上，函数 ^ = 严格单调，至少二阶可导， 

并且满定 条件尸 '（ X )^ o . 则 F 的反函数 : C = Goo 在/也至少是: 
二阶可导的.我们已经知道 

1 

(]/))• 

对这式再求导就得到 


G "0/) 


(F ( GO /)))， 

~ ■ — ■■_■,■_ — . 

( p (G(y ))) 2 
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^ C ^ XGO /))) 2 — 


P ( GOO ) 

— H _ w . 

更髙阶的导数也可用类似的办法求得* 

设函数炉(0 和? KO 在幵区间/至少二阶可导 j 函数穿(0在/ 

严格单调并且满足条件 〆 （0^1 我们来考察由参数式 

■ 

x:<p(t )，y = ^(0, t€J ， 

所定义的函数 

• I 

y-fM = V , (^ 1 (^)). 

已经知道，这函数的一阶导数可'以表示为 

办 炙 ( f ) 

dx^ J w — g> (O p 

s 

为了求二阶导数，我们把一阶导数 g 看成参数式表示的函数 


x = <p (i ) ， 


办 垆’ （ t ) 
cbc 一 〆 （ t) 


teJ . 



対这函数又可应用参数表示函数的求导公式 

d^y A^p W) 

dx 2 9 (O 


这样，我们求得 

<^ 2 y r tf , V 妒"⑴ 〆 ⑴—沪 （(） 〆 ’ ⑴ 

dx 2 ~ 7 W — (〆（，))* • 

s 

\ 

更高阶的导数也可用类似的办法求出. 

对于参数式表示的函数的二阶导数，有的初学者误以为 

d z y 〆 (>) 

dx 2 "〆（(）• 
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我们特別指出这一错误，希望读者引以为戒. 


§3无穷小增量公式与有限增量公式 


函数的导数为我们了解这函数的变化提供了相当有用的信 


息. 无穷小增量公式与有限增量公式是我们利用导数研究函数的: 
重要工具. 


3. a 无穷小增量公式 

我们已经 知道： 如果函数/在〜点可导，那么就有 

/(X) = / 〈 x： 0 ) + /’ （ 3C 0 ) (¥ - X fl ) + 0(X - 3C 0 ). 

这式又可写成 

f(x 0 + h) = /(x 0 ) +f’ （ x 0 )h+o(h )， 

或者 

/0 。 + Ax) ~f{x 0 ) +/ y (x 0 )Ajc + o(A^). 

以上这些公式称为无穷小增量公式，它们反映了当 Ax = A 二 
4 — 0 时函数的变化状况. 

作为上述公式的应用，我们来讨论函数的极值阿题. 

定义设，是一个区间，如果存在^> 0 ,使得 
Uix .^ dl , 那么我们就说％是区间 J 的一个内点. 

I 

区间『除去端点而外的所有的点都是内点.它的全体内点的 
集合是一个开区间，记为 

定义设函数/在区间/有定义， x 0 e /°,如果存在 x 。 的一 
个邻域 u ( a ， 5 ) c /, 使得对任何:都有 

/(x)</o 。） （ /o) >/(%)), 

•j 

那么我们就说函数/在％点取得极大值(极小值)/(%).这肘， 
如果对任何 6 泛 0 。， 5 )都有 

H 

/( x )</( x 0 ) (/( X )>/( JC 0 », 

那么我们就说函数/在“点取得严格的极大值(严格的极小值八 
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函数的极大值和极小值统称极值，使函数取得极值的点 X 。称 

为极值点. 

洼记极值是一个局部的概念.所谓函数/在一点、取得极 
大值(极小值)，仅仅意味着：与邻近各点的函数值相比较，这点 
的函数值 /( 心) 是较大的(较小的)，函数/在区间 f 上的最大值 


<最小值)则是一个整体的槪念. 

引理设如果 

- Ah + o ( h ) ( h — Q )， 

3 P 么可以断定：对于充分小的 ft 孕0, 与 Aft 同号(即同时大于 

0或者同时小于0 ). 


证明因为 


所以充分小时也有 


lim 


中00 

Ah 


1 > 0 , 


^ F >°- 


f' - r 


关于可微函数在区间的内点取得极值的必要条件，有以下的 

费马 ( Fermat ) 定理. 

定理 1( 极値的必要条件）设函数/在区间/有定义，在这 
区间的内点&处取得极值.如果/在 X 。点可导，那么必有 

证明用反证法，我们写出无穷 小增量公式. 

fOO _/(x 0 ) =ACx-x 0 ) +o(x~x 0 ) 9 

这里 

A = /’ (x 0 ), 

假设4羊0,那么按照上面的引理，当 A = uc 0 充分小时， fix ) 
- /(^。)与 - X 。) 同号. 如果 A >0， 那么 



对于欠€(^)-0 0 )， 

对于 xeO ^,^) + <5)， 
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这里 5 是充分小的正数.我们看到，如果4>0,那么/在々点. 

不可能取得极值.类似地可以证明，如果 A <0, 那么/在点. 

也不可能取得极值.因此，只要函數/在区间的内点％处可导， 
它在该点取得极值的 必要条 件就是广（％) = o. □ 

定义我们把使得广 （ X 。）== 0 的点 X 。 叫做函数 / 的賂 界点. 
洼记函数/在极值点处可以没有导数.例如函数八00 = 
k | 在^： = 0处取得极小值但在这点不可导(见图 4-5). 如果函数/ 
在极值点 h 可导，那么由费马定理可知％是/的临界点.但即使 
对于可导的情形，临界点也只是取得极值的必要条件而不是充分 
条件.例如函数 / 2 CO = y 以^=0为临界点，但在该点并不取» 
极值(见图 4-6). 


Y 



图 4-5 图 4~6 


费马定理帮助我们缩小了捜寻极值点的范围.特别是对于 

广00 = 0只有有限个根的情形，我们只须对这些根遂个进行检査, 
从中找出极值点来.对于许多实际问题来说，需要寻找的是函数 
取得最大值或者最小值的点.这样的点如果是区间的内点也就必 
定是极值点，所以也可按照上面说的办法 捜寻. 于是，我们得 
以下定理， 
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定理 2 设函数/在 l >， U 连续，在可导.如果方程 
//⑻= 0在 ( fl ， 彡〉中只有有限个根 …， 外，那么函数/在 
区间 O ， H 上的最大值 M 和最小值 m 分别为 

Af = max{/(a) ， / (Xj), ••• ’/0： fc ),/(” } 

和 


m = min{/(a) ， / ⑹， … ,/Ofc) ，/(&) }• 

证明在闭区间 [> 连续的函数/必定取到它的最大值 AT 


(最小值 m ). 这最大值 M (最小值 m) 可能在区间的端点取得，也 
可能在区间的内点取得.如果在内点“取得最大值(最小值)，那 
么〜 必定是函数/的一个临界点. 口 

洼记上面定理对/在 ( a，0 中无临界点的情形也适用.这: 
时应有 t 


和 


M = max{/(a),/(6)} 


m = min{/(<!),/(&)}• 

在本节 C 段中，我们将要对极值的充分条件作一些讨论 # 


3.b 有限增董公式 

无穷小增量公式反映了当时函数/的渐近性态.它只 
适合于研究函数的局部状况.为了考察函数在较大范围中的祀 
况，我们需要考察对“有限增量”成立的相应的公式， 

以下的罗尔 (Rolle) 定理是费马定理的推论.它虽然简单却* 
很有用处. 

I 

定理3设函数/在闭区间 [a 连续，在开区间 (a J) 可导, 
并且满足 

綱=/(”， 

则存在使得 

/» 0 . 

证明在闭区间 !>,&] 连续的函数/必定能取到它的最大值: 

I, 
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^ 和最小值 m . 如果 M = m ， 那么/是常值函数，当然对任何一 
点都有尸（0 =0. 如果 Af > m ， 那么至少有其中一个值 

在内点取得(因为 /( X )=：/ G )). 根据费马定理，在这点 
就有尸 （0 = 0. □ 

罗尔定理的几何解释如下：如果联结光滑曲线段两端点的弦 

a 

是水平的，那么在这曲线段上(两端点 之间〉 必定有一点的切线也 
是水平的(见图 4-7). 从这一几何解释出发，很容易联想到以下 
推广：不论联结光滑曲线段两端点的弦是否水平，在这曲线段上 
<两端点之间)必定有一点的切线平行于这弦（见图 4-8). 这一推 
广的确切陈述，就是以下的拉格朗日 （ Lagrange ) 定理. 



定埋4设函数/在闭区间[>，&]连续，在开区间<»)可导, 
:则至少存在一点使得 


f f ic ) = 


/W-/(a) 

b - a 


证明作辅助函数 

=/00 — /(a) - 【⑷ (x-fl), 

192 ， 



容易看到：函数 F 在|>汐]连续，在 ( a ，々) 可导，并且满足条件 
根据罗尔定理，存在 CG ( aJ )， 使得 


即 


尸’⑻= 0， 


拉格朗日定理又称为中值定理、均值定理等 • 定理的结论可 

以改写成： 存在 KOhb )， 使得 

/( fc )=/( a )+ r ( c )(^ a ) # . 

_ 

这一式子又可写成 

f(a)^f(b)+f^(c)(a-b ) 9 

现在，设/是任意一个区间（不一定是闭区间)，并设函数/在/ 

u 

连续，在 P 可导. 则对任意不论是或者是 X < A )， 
都存在介于和 x 之间的 f (或者％或者使 
得 


( 3 . 1 ) /(,) = /<> 0 )+/’ （ 0 ( 欠 -^)). , 

这只须对闭区间或者 0 ，. 4 ]用拉格朗日定理就可得证.如 


果记 


则有 

X 


X — X 0 = k = Ax, 




^<i 

*- x 0 


g 二 x Q + 9(x — x 0 ) = x 0 + Oh ^ x 0 h - 9Ax 0 

于是公式 ( 3 . 1 ) 可以改写成 

fOO =/( 尤 0 ) 丄 / 7 ( x o + r 0 ) }(x- 4f 0 ), 

/ (^0 + K) = /(^o) +f / (^0 + 8h)h ， 


或者 


m 



fCx 0 + Ax') = f(x 0 y + f f (jf 0 + 9Ax) Ax 9 

<3.1) 式和以上三式都 称为有限增量公式.在 这些公式中， 增量 
= A = 々不再限定是“无穷小量”，它可以是任何能 够使得 

X = x ^ + h ~ Xq + Ax^：I “有限量 ” • 

虽然在这些公式中含有不知其确切位置只知其范围的^或者 $ 
(只知道 f 介于々 与 r 之间，0介于0与1之间)，但这并不妨碍我 
们利用这些公式对函数的状况作定性的研究. 

定理5 设函数/在区间/连续，在可导，则 

/三常数令今 /' O ) = o ， vxe /°. 

证明 部分是显然的.这里来证明“<=”部分.设 

f / M = 0, V 6 ^ 0 . 

对于任意 khG ， 存在介于\和 x 2 之间的使得 

/ ⑹ = fo^+f’axxrxi). 

:因为// (D = o , 所以有 

/( h ) = f C x i )» 

:因为上式对任意的 a e / 都成立，所以/是常值函数. □ 

推论 设/和0在区间^连续，在尸可导.如果 ， 

9 ; w =/ / w 9 \/ xei ° 9 

那么存在常数 c , 使得 

夂⑴ = /00+ C ， V ^6-^. 

例1设函数/在 R 上有二阶导数.如果 

/"00 = 0， V 

那么 

/ (x) ~ ： C/^x + 0 1b 

证明 因为 

(/)，<»= /"( x ) = G , VxeR , 

所以 

厂⑻(常 数). 

记 



P(X) =/o) - C 0 x ， 

则有 

〆 （ x ) = / ’（ x ) — C 0 = 0， V 欠 6 R ， 

因而 

< p { x ">^ C l (常数 )• 

即 

fix ') - C Q x =^ C u 

r 

由此得到 

/ C X )~^ Q X + ^ □ 

例 2 设函数 / 在 R 上有 《 + 1 阶导数.如果 

/<*”>oo = o , weR , 

那么 

j- 

f ( x ^ C 6 x n + + + C n . 

证明（用归纳法) 《 = 1 的情形已见于上一例子中.假设对 
于心 女的情形结论成立.我们来考察 + 1 的情形.这时广 
在 R 上有 t + 1 阶导数，并且 

(广 ）（*+ i > ( x ) =广*+2> (欠） = 0， R , 

S 而（根据归纳的假设）有 

广 （x) ^= CqX ^ + + …+ C: ， 

这里 CLq， …， Ci 是常数，记 

I 

+ - C \ x , 

则有 • 

(x) — f f (^xy -* CqX ^ 一 C; jf 卜 i — •*• — Cj 

= o , v ^ eR , 

因而 

fD(^)-C fc + J (常数）. 

我们证明了 

f (X) =^CqX * +1 *r C|X* + •** + C^x + 
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这里 




Cq = 







3 .c 函数的升降与极値 


我们常釆用“升”与 s 降”这类形象的说法描述函数的单调 
性质.“上升”意味着“递增”，即只要就有 
/ O 山 “下降”意味着“ 递减” ，即只要就有 /(&)> 

/(々>• 

n 

定理6设函数/在区间^连续，在 P 可导，则有 

a ) /在 J 递増 vxe./°j 

■* 

(2) /在 J 递减 <=»/， OO <0， 

证明先证论断⑴的“=>”部分.如果/在1递增， 

那么对充分小的^^0,不论是 A >0 或者是 / t <0, 都一定有 


/O + A) -fM 


> 0 . 


由此得到 


厂⑻ = lim /J^W<£) >0# 


再来证明论断 (1) 的 



部分，如果 






那么对任意的 A ， x 2 e /， h < x 2 \ 都有 


/⑹ =/ Ol ) +广 （ D <>2 — 〜）>/<>1)争 


我们完成了论断 ( 1 ) 的证明.论断 ( 2 ) 的证明可仿此作出. □ 
定理7设函数/在区间，连续，在 P 可导，则有 

(1) /在/上严格递增的充分必要条件是：尸00>0, 
v ^ e /°, 并且 f 00不在/的任何一个开子区间上恒等于以 

(2) /在/上严格递减的充分必要条 件是： / ^( KXO , Vxe 
并且广（幻不在7的任何一个开子区间上恒等于 0. 
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证明我们只对论断 （1) 写出证明.条件的必要性是显然的. 
下面证明条件的充分性.假设论断 (1) 中的条件得到满足.由定理 
6可知函数/在区间/上是递增的，如果存在 ^ u x 2 ^ I fXl < x ^ 
使得 /( h )=/0 2 )， 那么对于 xGOuA ) 就有 

/⑹ =fM = f (x 2 ) , 

因而在开区间 (A ， 心) 上就有 

f r W = o. 

但这与我们的条件矛盾.这一矛盾说明/在/上只能是严格递增 
的. □ 

函数/升降性改变之处，应该是这函数的极值点.从这一简 
单的观察出发，可以得到一些判别极值点的充分条件.在以下的 

I 

讨论中，我们设函数/在区间/上有定义， 々是 J 的一个内点. 

首先，我们注意到，如果在 h 点的两侧导函数广00有相反 
的符号，那么函数/在心点应该取得严格的极值.更具体地说, 
就是： 

(1) 如果从 A 左侧到％右侧，导函数厂00从负变到正， 
那么函数/00在々点取得严格的极小值； 

(2) 如果从 X 。左侧到 X 。右侧，导函數广00从正变到负，那 
么函数 / o ) 在％点取得严格的极大值. 

我们把这结果写成定理的形式： 

定理8 (极値的第一$分条件）设函数/在区间/有定义, 
在幻匚了连续，在汐 ( x 。，；?) 可导. 

(1) 如果 ^ 

f r M (x-x 0 )>0, 'i xe u (x 0} q) 9 

么函数 / 在％点取得严格的极小值； 

(2) 如果 

V 

/’ o )( x - x G )< o , \/ xe u ( x 0 , ij) f 

溯5么函数/在％点取得严格的极大值. 

请注意，上面的定理甚至没有要求函数/在％点可导，因 
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而能应用于这样的函数： 

/(x)=|x |， 

对于在 A 点二阶可导的函数，我们有以下的更为方便的判 
别法则.说到函数/在％点二阶可导的时候，自然先要假定/ 
在％的某个邻域上一阶可导.我们作这样的约定以免除每次给 
予说明的麻烦. 

定理9 (极値的第二充分条件）设函数/在区间/有定义， 
在 ^ 0 e/° 处二阶可导，并设广（％) = o. 则有 

(1) 如果 /〃(％>>o, 那么函数/在％点取得严格的极小 

值》 

(2) 如果/〃(4)<0，那么函数/在心点取得严格的极大 

值. 

证明 我们证 明论断 (1): 因为 

lim ， 二广<〜) = 尸⑹ >0 ， 

s X-X 0 07 ， 

I 

所以存在^>0,使得幻时有 



在 &( r 。， 的中，当时，广 CO <0; 而当。时， 

0. 因而函数/在 h 点取得严格的极小值， 

对论断 (2) 的证明可仿此作出. □ 

定理 10 设函数/在区间/连续，在 P 二阶可导，而心是 

/在 P 中的唯一的临界点，则有 

(1) 如果/"(々)>0,那么/(%)是函数/在区间^上的最 

小值； 

(2) 如果 /〃(4)<0, 那么/(X。)是函数/在区间/上的最 
大值 • 

证明 （1) 因为 /' 00在〖°连续并且只有唯一的零点％, 
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X 


所以在％的 左边尸 00保持同一 符号. 在定理9的证明中我们已 
经看到：在％左侧邻近处#广00 <0. 因而对于 /*» 中々点左边 
所有的 X 都应有 //( x )<0. 同样 可证： 对于 P 中％点右边所有 
的: X ：都有 //( x >>0. 这样，我们证明了 /(%)是函数/在区间/ 
的最小值， 

(2) 可仿照 (1) 给出证明. □ 

光学中的费马原理说：在任意两点间，光通过的路线是耗盱 
最少的路线.在下面的例題中，我们从费马原理出发推证光的折 
射定律. 

例3设有两种均勾介质 I 和 II ，光在介质 I 中的速度是 
光在介质 n 中的速度是 两种介质的分界面是平面.果有一 

束光从介质 I 中的>^点到介质 n 中的 a 2 点，那么这束光走怎 
样的路线？ 

解容易看出，在同一介质中，耗时最省的路线是直线.假 
设光在介质 I 中的路线是直线段 \ p ， 在介质 n 中的路线是直线 

采用图 4-9 中的记号表示，我们有 

A X P - >/ h \ + x 2 , 

pa 2 = \/A| + (/ — x) 2 # 



光从 A , 经尸到 皂 所耗费的时间7 1 是 X 的函数 


T (x) = ~y/k\ + x 2 + —s/h\ + (Z — x ) 2 • 

c i c t 


我们来求这函数的最小值.求导得 


r / ( x ) 


X 


X 


°\\/ h\ + x z + (Z — x) 2 


r ^( x > 


h\ 


+ 


c x (h\ + x 2 ) 3/2 o z (hi + (Z - X) 2 ) 3 ’ 


2 


因为 p (0)<G ， F (O>0, 所以在 0 和 z 之间有 4 使得 P Of 0 > 
= 0. 又因为 T 〃( JC )>0, 所以只有唯 一的％ 能使得 7 1 / oc 。） = 0. 
在％点函数了00取得最小值.这点满足的方程为 




或者 


i = v 2 ^ki + ( i- X 。)、， 





sina 1 - 



— sma 

°z 


2, 


♦ 


snia 


sana 


fi 

o 2 % 


这就是著名的折射定律. 
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第五章原函数与不定积分 


§1原函数与不定积分的概念 

定义设函数/在区间/有定义.如果函数 F 在/ 连续，在 
P 可导，并且满足条件： 

尸’⑻=/00， 

或者 

dF(x) = /(x)djc, V ^6 ^°> 

那么我们就说 F 是函数/的一个原禹数，或者说 F 是微分形式 

¥ . • 

/ OOdx 的一个原禹数. • 

■定理1设函数/在区间厂有定义•如果函数户⑻是函数/ 

的一个原函数，那么对任何 ceR ， 函数 

Fix ') +C 

也是函数/的原函数.并且/的任何原函数也都可以表示成这种 
形式. 

证明首先，对任何 ceR ， 显然有 

•- 4 

( f ( x )+ c：r =尸’00 =/ o ), 

诨而函数 f ⑺是/的原函数，其次，设 g 是/的任何一个 
原函数,那么 

( Goo - i ? oo > , = o ， 

因而 " 

G(x) - P(x) = C, \f I • 

这证明了 

G(x) =F(x)+C # □ 

定义设函数/在区间 J 上有定义，函数 F 是/的一个原函 


201 



数，则函数簇 

Fix)+C (CeR) 

表示/的一切原函数.我们把这函数簇叫做函数 / o ) 的不定积 
分，或者叫做微分形式 /OOdx 的不定积分，记为 

m 

/(jc)djc = ^(jc) ^ C 0 

l 

% 

在这里， /( 幻称为杖积轟数， / o ) 叔称为祓积表示式，而是表 
示不定积分的符号 • 

裉据 定义有 

(|/00办）=/00， d (f = 

和 

jV*’ （： 5c)dx = 尸 0 )十 C ， fdF(x) = F(x) + C. 

因此，在允许相差一个任意常数的意义之下，求不定积分这一运 
算恰好是求导或者求微分的逆运算. 

裉据定义很容易验证以下的运算法则. 

定理2如果尸00和 G ( x ) 分别是函数/00和扒 jc ) 的原函数， 

j ■ 

X 是一个实数，那么 F ( x ) + G ( x ) 是函数 fix ) + P ⑻的原函数， 
AFOO 是函数 A / o ) 的原 函数. 换句话说，我们有以下运算法 

則： 

(/O) i- ^<3f))d^ = J / (jc) dx + wdx J 

(A/(x))dx = A f/(jc)dx # 

旣然不定积分是求导运算的逆运算，从已有的导数表 就可以 
_ 一个不定积分表来(见下页夂 

表中的每一个不定积分都可以这样来验算：将等式右 端的函 
数微分，应该得到左端的被积表示式， 

不定积分表应该熟记，以作为进一步计算不定积 分的基础 
—正象熟记九九表作为乘除法 的基础 那样. 

h 
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不定积分表 


0 


I dx = x ^C f 


x^Ax = —-— x/* 丄 i+C (fi¥^ -1)» 

/I +1 


: r 】 d;r 二 fj^ -ln[^[ +C, 


dx 


ln | a ;* a [ +<7, 


e B dx = e M + C 9 


a g dx = + C (a>0,^#1), 


cosxdx = sinr + C 9 


sihxdz ^ -cosir + C, 


dx 

COB t X 


tgr + C ， 


da ： 

sin % x 

dx 


- ctgar + C ， 


arc tg^r + C 9 


da ： 



arc sinx + C 


chxdx^ shx ^C P 


shxdx = char -h C ， 


dx 

_^ — 

n / jf * ± <1 


I = ln| ；r + ^/ 怎*士 a*I + C % 





例 1 


求 | tg 2 xdjc . 


解 


J tg 2 jcd 


X 



1 - cos 2 x 
cos 2 x 


dx 




俐 2 求 


1 dx 

tgx - x + C m 


^ J sin 2 2Jc # 


解 



dx 
sin 2 2 Jc 


4 Jsin 2 x . < 


cos 2 乂 


1 fsin 2 jc + cos 2 jc 


- I ——— z- 


4jsii^ • cos 2 


dx 


x 


4 



dx 


cos 2 x 


f 

j 


f dx \ 
Jsin 2 x) 


(tgx - ctgx) + C 




上式右端可以改写为 


sin 2 x - cos 2 x 


ioosxsinx 



C 


2~ctg2A ： + C 


在下一节中，我们将用更简单的办法求得这一结果* 
例 3 • 


a )( x ->5) • 


解 



dx 


(jc — a) (jc — 方 ) 


1 (f dx _ f dx 

a _ a 


^(ln|x-*a| -In|x^j8|)+C 


a - fi 


In 


x - a 





C 
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= ln|x-2| + arctgx + C m 

/ 

f 

§2 换元积分法 

换元积分法是求不定积分时非常有用的一种方法 # 这种方法 
的 依据是微分表示的不变性.我们把这依据陈述为以下引理. 

引理如果 

dG(u) = ,g(u)d«, 

那么把《换成可微函数《 = u ( v ) 仍有 

dC(u(i；)) =^(«(y))du(t；). 

这就是说，从. 

* 

g ( u)du = G(u) + C 

可 以得到 

j5 (« W ) du ( i ；> = G ( u ( v )) + C . 

上面引理说明：在不定积分的表示式中可以作变数替换•这 
一结果以两种形式应用于求不定积分，这就是下面将要介绍的第 
一 换元法和第二换元法 《 

2 .a 第一換元法 

釆用这一方法计算 jVoOdjf , 就要把被积表示式 / OOdx 写成 

两因式的乘积，前一因式形状如 9( w 00)， 后一因式形状如 duo ). 
如果我们求得 

J^(u)du = G(o) + C , 

那么 

J /(jc)dy = j^(u(x))du(x) = G ( u ( x )) +C. 

在具体解题的时候，我们不必每次写出代表中间变量的符号 

…只要在心目中把 wOO 当作一个整体来看待就可以了， 

_ 
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例 1 (出现文字的地方都假 


e 


dx 


e 3 J d (3^) 


/ 


3 


e 



C 




V 


e 


dx 



e ** d ( ax ) 


a 


e 


+ C 


« 


r dx 

J sin 2 2x 


dx 

sin 2 ax 


丄 fj^ 23C ) = - —ctg2^ + 

2 Jsin 2 2^ 2 

1 f d ；= — JLctgflX + 

a J sin 2 ax a 


cos (ax + b)dx 


a 


f cos (ax + fe)d(ax + ft) 




—sin(ax + ft) + C # 


a 


更一般地，我们有公式 


g{ax + 办 ） dx 



g(ax + 6)d(ax + &) 


例2 



xe 


: 2 如， Jrr^ d ^ 


X 


2 




COS 2 X Z 


dx 


« 


解 


xe 


鬈 


dx 



d(x 2 ) 


e 


f (； 




x 


dx 


1 


1 + x 


f JC 2 

J cos 2 x 3 


dx 


d(jc 2 ) 

J f+ 7 ^) 


1 f W) 

3 J cos 2 x 3 


2 


arctgx 2 + C m 


3 


tgx 3 + C m 


更一般地，我们有公式 


r 


9( x k )x 


dx 


V 


w ). 


例 3 


求 J —(】 手 X 


解 f— nX ^ dx= i 1 (lnj;) *d(lnA；) 

J X 




■h 


(ln;c) k 


C. 


更一般地，我们有公式 


Jff(lnx) d 


X 


^/(Inr)d(lnx) 


m 


•/ 


例 4 


求 K 


2 at 


dx 


解 


e* r 

ft/ 


de 


X 


+ ( o 2 




arctge* + C 9 



例 5 求 sin 2 xdx ? cos 2 xd 


解 



siu 2 x dx 



1 - cos2.v 


2 


dx 


x 


sin2x + C 


产 


cos 2 xdx 





1 + cos2x 
~~ 2 


dx 


9 


X 


sin2x +( 


例 6 求 tgxdx. 


ctgxdx 9 


解 



tgxdx 


I 

d (cosx) 


cosx 


In Icosx! + C 





ctgxdx 



d(sinjc) 


sinx 


In j sinx I + C 


r 




例 7 求 cos 3 xdx，|[ sin 3 xdjc. 



解 



cos 3 xdx 






cos 2 xd(sin.r) 




(1 - sin 2 x)d(3inx> 


sin x — —sin 3 x + C m 



I 

sin s xdx = - (1 — cos 2 x)d(cosx) 


一 COS X 



COS 3 X + C 


例 8 求 


i dx 
cosx 


争 


« 


解 



dx 


cosx 


fcosxdx 



cos £ x 


d(sinx ) 
1 一 sin 2 x 


In 


1 + 81RX 

1 — sinx 



C 


2 


In 


1 + sinx 
cosrc 


2 



C 


In 


■ 


+ 


smx 


\ CO&X COSJC 


+ c 


=In I secx + tgx\ + C, 

在计算过程中，我们用到以下 事实: 


m 


du 


u 2 - 1 


2 


In 


u - 1 

\u + l 


例 9 求 


dx 



r. 


~ x 


r 


dx 




a 2 -T X 2 



C 




解 




dx 



a 


x 


d 






书 ) 


2 


=arcsm 


x 

a 


+〔• 



— dx 

a 2 + x 2 


a 



d 



f x \ 


2 


Larctg 土 + C 

a a 




例 10 求 


dx 




x 2 ^px + q 


解分几种情形 讨论. 

情形1设二次三项式 Jc 2 



即 


々有两个不相等的实根 a 和; 5, 


则有 


«• 

I 

x 2 + px + 分= ( x - a)(r -彡）, 


a 钟， 



dx 


x 


2 


px+ q 


j (x - 


dx 


a - P 



f 


dx 


«) Cv - M 


dr 


: C — fit 



x - p 


a -" 


In 


•v — a 

x - 0 



C 




情形 2 设¥ +叫+確重实根 y , 即 

x 2 + px + q = (x-y)\ 


这时有 



dx 


+ px + q 


r dx 

J ( x - y ) 


2 


X - V 


: + G 


情形 3 


设 V+pr + c 有一对共轭复 裉又 ±1// ， 这时 


2 


x A + px + q 




- i ) 


2 



q 


p 


2 


(x - A)W ， 


其中 ; l 


-Y ,fi = y q _ 


P 


2 


• 对这一情形有 



dx 


f 


dx 


X 2 +px + q J (jc ^ Xy 



2 


X 


arctff 

tt it 



c 
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• /i .: a •. 


ri - ； •， 


； .rf*. 





2, b 第二換元法 

釆用这种方法计算不定积分的时候，我们作适当的 

变数替换工 = Kt )， 这里的函数 9( 味 区间/上严格单调并且连 
续，在这区间的内部可导，并且满足条件， 0)^0. 如果我们求： 
得 

j/(?)(0)d«t)(0=G(0+C, 

那么在这式中作变数替换£ =厂 1 ^)就得到 

I 

J/(^)djic = G (< p~ l ( x )) + C 、 

侧 1 求 J \/ a 2 ~ x z dx (a>0) # 


解令 xwsint <-«/2< t < V 2), 我们得到 


y/a 2 - x 2 dx = a 2 cos 2 tdt 


w 



t 


2 



sin 2 t \ 

一- ■ ， I 



C 


(a 2 t + a 2 sintQos^) + C 


(x L arcsin 



x \/ a 


fC 




例 12 



dx 


( jc 2 + a 2 ) 2 


解令 x = a tgt ， 则 dx 


adt 

cos 2 t 


，我们得到 
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=In I sec t + tg 11 - t - C 0 



= UiI 尤 + y / x l - a 1 I + C , 



这里 C = C 。- In a 仍为任意常数. 

注记从上面的例题中，我们看到：对于涉及或 
W 士 fl 2 的被积函数，有时可以引入一个辅助的“角变量” 〖作 

为参数. 

(1) 对于涉及的被积函数，可以令 x = aC 0 S 域者令- 

x = a sin f (见图 5-1). 

■ 

成着 

w JC* 

B 6-1 




(2) 对于涉及 W + a 2 的被积函数，可以令 x = 域者令- 

x^actgt (图 5-2). 



5-2 


(3) 对于涉及 〆 ？- a 2 的被积函数，可以令 x = a seek 
或者令 x = a coseci = & (图 5- S >. 
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分部积分法 


求不定积分的另一重要方法是分部积分法.这种方法的依据 
是乘积微分公式 

d ( u ( x)y ( x )) = y ( x ) dw ( r ) + u ( jc ) dy ( x ) # 

我们把这公式改写为 

u(jc)dy(x) = d(u(x)y(x)) - y(jc)du(x), 

由此得到 

J u(^ ： )dy(x) =u(x')v( s x') - ^(jc)du(x). 

这就是 分部积分法的 公式.在应用时，可以不必引入新的记号“ 

和 P ， 只须在心中默记住把哪一个式子当作把哪一个式 
子当作 V(x). 

例 1 求 j^ccosjcdjc sinjcdx 和 

m J Arcosxdjc: = lx dsin x 

f% 

=x sin x — sinxdx 
= x sin x 4 - cos x + 

J x sinxdjc = - fxdcos x 

m 

—- x cos x + cos x dx 

■ 
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x cos x + sin x + C 


xe x dx 



x de 


xe 



e x dx 


_ 


•ve* -e* + C 


(x — l)f+C. 


侧 2 求 dx . 


I 


先设 & 关 -1， 则有 


x i lnxdx 


Inx d (jc 4 +1 


〆 




In jc — 




+ l d(ln x) 


&十 


… mh x 


fTi x * +llnx " W^iy x 


c 


对于 -1 的情形，我们有 


flux 

J x 


dx 




Inx d (In x) 




(In xy + C. 


例 3 


求 jx arctg x d^c t 


x arctg x dx 




arctg x d(x 2 ) 


1 


jc 2 arc 


tg ^ — ~j x2 d(arc tg x) 


x 2 arc tg x — 



JC 


djc 
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x 2 arc tgx 



] + x 


2 


dx 


1 


jc 2 arc tg x - — x + ~^arc tg x + C 


Oc 2 + I)arc tg x 


.v 十 （7 




例 4 求 


V 


x 2 cos x dx 


參 


解 k cos x d x 




x 2 d sin ,v 




sin x 


sin x d(x 2 ) 


kur 




x 1 sin x — 2\x sin x dx 


x 2 sin x + 2\x d cos x 


x 2 sin x + 2^ cos x — 2 cos x dx 


= x 2 sin x + 2x cos x - 2 sin x + C m 

在上面的例子中，我们接连两次运用分部积分的手续. 一般 
说来，多次运用分部积分手续，我们可以求出以下形式的一些不 
定积分： 



r 


x t sin bx dx 


x k cos hx dx. 






x k e ax dx 9 ^ 



x k \n m x dx 


这里 Lm 6 N . 


我们再来看另外 ^ 些类型的例子 




例5 



\/ x 2 — a 2 dx 和： \/x 2 



1 


a- ax 


4 


解利用分部积分法得 
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\/ x l - a 2 dx = jc \/x 2 - a 2 — f 


xds/ x 2 


a 


二 xv/ X 2 



X 


2 


v^x 2 — a 含 


dx 


x\/x 2 - a 2 


f* 


a 2 + x 2 — a 2 



dx 




x 


a 


x\/x z - a 2 


a 


2 


dx 





x 2 — a 2 



• _ r 

\/x 2 - a 2 dx # 


由此得到 






s/x 2 - a 2 dx 


x 


\/ x 2 - a z - 


a 


2 






dx 


x 2 - a 


x 

2 


\/x 2 - a 


a 


2 


ln\x + \/x 2 


a 


2 



c 


m 


用类似的办法可以求得 


齊 


\/x % + a 2 dx 


x 


\/x 2 + a 2 


a 


2 


In I x + s/x 1 + a 2 I + C # 


例 S 求 




m 


e flJF cos 々 x dx 和 




e a *sin bx dx 


參 




解利用分部积分法可得 


m 


e a *cos bx dx 


e Q9 cos bx + 


J 


a 


aj 


e ax sin bx dx 



e MZ sin bxdx 


e ax sin bx - 


b 


A 


a 


a 


e 49 cos bx dx 




4 / 


解这方程组，我们求得 



e-cosbxdx^e^ ac08 巧 +^ 气+。， 

ar + b 2 



e ast ain bx dx - e 


a 


9 a sin bx — b cos bx 丄 n 


a 2 + b z 


ft 


2X7 




•^4- 'iti : 


: h r|.-i- _• y 




例 7 求/ 


dx 


(x 2 + fl 2 )• 


解，利用分部积分法得 



(X 


) 


(x 2 + a 2 ) • 


(x 2 -r a 2 ) 




f 


d 


(x^ + G 2 ) 


in 


2 


2n 


(x 2 + a 2 ) B + 1 
x 2 a 2 ~ a 2 


dx 


(x 


〉 i* +1 


dx 


(x z + a 2 ) 


由此得到递推公式 

J n+ 1 


2^/n — n + !• 



in 


2na 2 (jc 2 + a 2 ) 9 


tna 


Jn 


因为我们已经知道 



dx 


1 




x 2 + a 2 


arc tg 




C ， 


所以利用上面的递推公式可以求得任何八 


§4有理函数的积分 


在数学中，常常有这样的 情形： 虽然某个运算在一定范围内 
有定义并且结果也在这范围内，但它的逆运算的结果却可能跑出 
这范围之外.例如，有理数的平方总是有理数，但有理数的平方 
根却可能是无理数或者复数.我们知道，初等函数的导数仍是初 
等函数.但作为求导的逆运算的不定积分，却不具有这样的性 
质.有不少初等函数的原函数不再是初等函数，例如，以下这些 
不定积分就不能表示成初等函数的 形式： 
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j e ~ x 2 dx , Jsin x 2 dx f j cos x 2 dx f 

"sin Xj fcos Xj f x j 

J ^ r d ^ Jnr 釭， \ i^ dx r 

讀读者注意：一个不定积分不能用初等函来表示，绝不意味着 
这不定积分不存在.相反地，在下一篇中我们将证明：任何连续 
函数 / w 都具有原函数 ，换句 话说，任何连续函数的不定积分 
是存在的，只是这不定积分并不一定能表示为初等函数. 
有一些类型的函数，它们的不定积分总能够表示为初等函 
数.对这种情形，我们说这些类型的函数能积分为有限形式.本 
节和下一节将讨论某儿类可积分为有限形式的函数， 

首先考察有理分式函数 

’ /( X ) = P ( JC )/ Q ( x ), 

这里 P 00 和 Q 00 都是实系数的多项式.利用多项式的带余除 

法，我们总可以把这有理分式写成以下形式 

P (^) /Q (^) =PoOO + 戶 

这里 hoo 和也是实系数的多项式,其中的次数低 
于 Q 00 的次数.多项式的不定积分是已经知道的.所以我们只 
须讨论真分式 AOO / QCO 的不定积分.为记号简单起见，不妨设 
/⑻⑻就已经是旣约的真分式，即假设 POO 和 QOO 
是互素的实系数多项式，的次数低于000的次数. 

在实数范围内， 一 个多项式的不可约因式只可能是一次的或 

■ 

者二次的.设 0( X ) 的不可约因式分解 如下： 

Q(X) = (x — flj) * 1 … （JC — (3,) * r 

• {x 2 + p x x + q 1 ') i f>(x i + p s x^ q s ') i » } 

这里的〜0 = 1， …， r ) 是实数， X 2 + p } x + qi (/=1，…, s > 是不可 
钓的（即无实根的) 实系数 二次三 项式. 代数学中有这样的定理： 

P (x) 

定理1如上所述的真分式^可以唯一地表示为以下形 
狀的简单分式 之和： 
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S( 


M§x + Nj 


2 


+ pjX + Qj 



M)x + N f j 
2 + p】_x + w ) 



+ 


(X 


M ( /r l) x + N^r 1} 

~(x 2 + pjx + qj) k j~ 


pjx + qj )*} 


)， 



这里的 AhA :， …， A / r 1 ); Mi ’ M 、 ，…， N if N f jf ^. r 
JV (/ 厂 i ) 等都是实常数 (i = 1 ， …, r ，/ = 1 ， … 〆 ). 

这定理中的分解式，通常就叫做真分式的简单分式今 

S 

解或者部 今分式分解. 

定理1的证明可在一般的髙等代数教科书中査到，这里就不 
转述了.为了帮助理解，我们以一神特殊情形为例作简单的说^ 

s 

明.如果 QOO = ( n ) A ， 那么真分式的分子 P ( x ) 至多是 A - 1 
次的.借助于带余除法(逐次除以 J - a )， 我们可以把 P ( x ) 表示 
为 、 

P(%) = A(x - a') * -1 + A y (x - a) 4-2 + ••• 

、 + A ( h ^ 2 ) Cx - a ) + A ^ 1 ). 


用 0( x ) = < x - fl ) fc 除上式两边就得到了 的部分分炙 展开: 

a* 

P(x) A A / 

Q(x) 一 jc - a + (x - a) 2 + ••• 


A (h ^ 1 5 

+ (x - a) A 1 + (x — a) A • 

s 

i ■- 

以定理 i 为依据,在实际解题的时候，可以用待定系数法来 
求真分式的“分分式分解.具体步骤 如下： 

第一步.先写出含有待定系数 …， At _" 〆 ;_，•••，. 

〜。"，…/厂^的分解式 
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P(x) 

QOO 




A 


\ 





••• 



(x - a f ) h i ) 



m 


jx + N j 


MU 


(k j - i 


)y+ JV( 


i ) 




+ PjX + qj 


( x 2 + pjX + qj ) 


4 


第二步.用 0(0 乘上式两边以消去分母； 

第三步. 比较所得式子两边同次项的系数，得到关于待定系 
数的线性方程组； 

第 四步. 解这方 择组就 可确定部分分式分解的各个系数. 


例1试求_ 2 ) 2 ( 2 ) 的部分分式分解. 

解设 

1_ A_ A / B 

(x- 1) 2 (jc-2) = JC - 1 + \x - 1)2 + X- 2* 


消去分母得 

1 = A(x 2 -3^ + 2) + A f (a: - 2) + B ( x 2 - 2x+ 1). 

比较上式两边同次项系数得 

x 2 A +B =0, 

_ 

• . 

_ 

X -3A + A / - 2B 二 0, 

1 | 2A -2A f iB =i. 

解这方程组 得到： = -1,5=1. 于是，我们得到 


(X - l) 2 (x - 2) ~x~l 

例2试求 



Zx A + 2 x z + 3 x 2 - 1 

(x _ 2) O 2 + l ) 2 

:的部分分式分解. 


解设 

3x 4 +2x z + 3jc 2 - 1 A Mx + N M f x + N f 

( 欠 — 2) (x 2 + l) 2 —jc —2+ x 2 i~ 1 (x 2 + l) 2 • 
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消去分母得 

3x 4 + 2x 8 + 3x 2 - 1 

- A(x 4 + 2x 2 + 1) + (Mx + N} (x z - 2x 2 + x - 2) 

+ (M / x + N’）（x _ 2). 

比较上式两边同次项的系数得 

x 4 [ A + M = 3 , 

jc 3 j -2 M + N =2, 

x % 2 A + M — 2 N -f M f -3, 

x — 2M + N - -f N f =0 ， 

1 ! A - 2 N -2阶 = -1. 

解这方程组得 

A = 3, M 二 0 ， N =2 ， M’=l, N / - 0 # 

", 

于是，我们得到 

Zx A 4 - 2 x % 4 - 3^ 2 - 1 3 2 x 

. - - -- - - — -- • | -- - --- - -lK -- - ----- ' - ■ 

(乂一 2)(x 2 + l) 2 一 x — 2 x 2 + 1 (x 2 + 1)^ 


通过部分分式分解，求有理分式的不定积分的问题归结为计 
算以下两种类型的 积分： 



我们已经会计算 I 型的积分 




dx 



一 ] 


(n— i)(x -a) 


1 •一 1 


C 




a ) 


t In x — a 1 + C ， 


n - 


* 


为了计算 II 型的积分，我们将 P + 写成 

x 2 + px + q - (x + p/2) 2 + 々一 p 2 /4 

= t 2 + M , 


222 


这里 t = x + p /2 乂 = \/ q - p 2 /i m 通过变数替换 x = p /2, 求 II 

型积分的问题又归结为计算以下两种类型的不定积分： 


( t 2 + ^ 2 ) * 


dt 


B ". 



dt 


(t 2 + 办 2 ) 


ft 


其中 IT 型的积分很容易计算, 



tdt 


(t 2 + b 2 ) m 


一 1 


2(n-i)(t z + b 2 ) 


n 



c f 


咕 1 ， 




2 


ln ( t 2 + b ^ + C , 


m 


为了计算 n 〃型 的积分 /n ， 可以利用已知的递推公式 



^ 2(n — 1)& 2 (t 2 + ^ 2 ) 


+ 


2 n -3 


2(n-W 作 


和已知的结果 



? x arc tg 飞 



C 




这样，我们完全解决了求有理分式函数的不定积分的问题. 


例 S 


求 ] W - l ) 2 0 c - 2). 


解利用例1中展开部分分式的结果，我们得到 



dx 


(卜 1) 2 (卜 2) 



dx 


f dx 


1 — J 石； l ) 2 




dx 


x _ 2 


:― 1 



In 


x — 2 



c 


m 


例 4 求不定积分 


f3x 4 + 2x % + 3 欠 2 _ 1 

^( x ^2) lx z + iy 


dx 




22S 




利用例 2 中得到的部分分式分解可得 


dx 


x - 2 



dx 

\ 


x 2 -h I 


xdx 


( jc 2 + 1) 2 


3ln|x — 2 I + 2arc tg x — 


x 



C 



通过上面的讨论，我们实际上已经弄清楚 f 有理分式函数的 
不定积分的具体表示形式. 

P(x) 

定理2设是旣约真分式，将 QOO 分解为不可约因式 


的乘积 


管 

Q(x) = JJ(x- 屮 ) 






JJO 2 + p y x — qj) k i f 


% 


r 


9 


Q l (x) 


JJ(X — 广 1 . JJ(x 2 + + 


则有 


f 









^^jlnix 2 +p j x + qj) 





二 Vj 


arc tg+ 

^AQj -p) 


这里 匕⑷ 是比仏以)次数低的多项式，％ ，心和 都是实常数 


0 = 1 ， …山 






-%. 


利用这一定理，我们还可以直接用待定系数法求真分式的不 
定积分.请看下面的例子. 


例5漆 



dx 


(x 



1) 


2 » 


解因为 A - 3 + 1 = (X + l )( x 2 - X-h 1)，所以可设 
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f dx ax 2 + bx +c _ . t 

J ( x 3 + 1) 2 = ~~ X ^ Tl + a 1 中 + 1| 

+ j51n(jc 2 -x + 1) 

2 y A 2X —1 p 
+ ^y arct S VT +c - 

« I 

上式两边求导得 

# 

1 (2ax ■+ fe) (jc 3 + 1) - 3x 2 (ax 2 + bx + 0} 

(^ 3 + l) 2 = (x 3 + l) 2 

a 2 x-l 

+ X + l + ^ X 2 - X + l 



y 

X 2 — X + 1. 


以 G 3 + D 2 乘上式两边得 

1 = ( 2 < 2 jc + b') (ji: 3 + 1) — 3x z (ax 2 i- bx + c) 

+ Q(^ 3 + l)(x 2 -^ + l) + ^(2^-1)(^ 3 + 1 )(jc + 1> 

+ y(x 3 + 1)(^ + 1) # 

比较系数得： 


X 5 

x 4 - a 

I 

I 

I 

X 3 

X 2 

\ 

x 2 a 


解这方程组 4 


a 

- a 

— 2J> + a 


- 3 c + a 

■ 

_ OE 

+ a 


m =o, 

+ P +Y =0, 
一点 + y = o , 

+ 2fi = 0 , 

+ 芦 + V = 0, 
-芦 +y - i . 





于是，我们求得 
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.■• n_ ..: 




厂 

Jo ? 


d.r 

+— 1)— 2 


x 






3(x s + l) 


十 


In 


(x + l) 2 

X 2 - X + 1 




arc tg ~^Y + C. 


我们对有理分式的积分法作一小结.任何有理分式都可写成: 
整式与旣约真分式之和，为了积分旣约真分式，可以利用待定系 


数法将其写成简单分式之和. 


简单分式的积分是我们已经知 


道的.对某些情形，还可以釆取灵活变通的办法作简单分式分 
解，并结合其他手段计算积分. 




求 j 


x l + 3ax - : 

x * + x 2 -2 


dx 


我们有 

x 2 + $ax - 1 


Zax + (X 2 - 1) 


x 4 + x 


(X 


l)0c 2 + 2) 


flx[(y 2 + 2) - (x 2 - 1)] + ( 欠 2 - 1) 

( x z + 2 ) 


X X 

: C 2 — 1 — 十 




2 • 


汙是得到 


x 2 + 3 似 一 1 

x 4 + x^-Z 


dx 


a . | x 念一 1 

«— in ^ ^ 


x 2 +2 



例 7 


dx 


求 jio +1 - 和 



^2 

dx 


arc tg 


x 




C 


4 



: T 


我们有 

[x* + ^ +1 


Cx z + 1) - (x 2 - 1) 

X 4 十 X 2 + ] 


dx 


226 




If x 2 + l t 

d ^^ r dx 





X 2 - 1 


2n/3 


arc 


% 




r 

o 


x 


相类似的办法可以求得 




_ I 

arc 



§5 某些可有理化的被积表示式 


某些被积表示式可以通过变元替换而有理化.我们将介绍这 


祥一些类型 


S 


I # /^(sin x ; cos x)dx f 


II * R(x ， \/ ax z + 办 jc + 


in, R 


x 


n /ax f 



dx 


yx + 


f 


IV . x^a + bx^^dx ( A，//，p 满足一定的条件) • 

在本节中，我们以表示两个变元《和〃的有理式，即 


j 


i?(w ? y) = 


P{u ? v) 




Q(u ? vy 


其中 P ( U ，1；) 和是变元 W 和 t ； 的多项式(即由变元 W 和 
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实数经过有限次加法和乘法 运算生成的式子). 


5. a R(sin x，cos x}dx 

被积表示式 ^< sin \ cos x ) dx 可以通过变元替换 


tg 



(，即 


2 £irc tg 


实现有理化.事实上，我们有 



sin x 二 2tg— cos 


2t 


2 


l+t 2 


C 03 X = COS 


2 



一 卬 


1- t 2 



dx 


2dt 



于是得到 


i?(sinx^ casx)dx = R 


2t 



t z 


1 - « 2 \ 2dt 

1 十 t 2 JlTt T 




变元替换 


tg 



， U\l x = 2 arc tg t 


被称为万能替換，所谓“万能” 是指： 任何三角函数的有理式均 
能用这变换实现有理化.但这种替换并不总是最简单或者最方便 
的.对于某些特别情形，釆用其他形式的变换更为简单.例如， 
对于形状如 

/^(sin jc ， cos 2 x)cos x dx 

的表示式，釆用替换 sin x t 就可以更方便地把它有理化为 


对于形状如 


/? 2 (sin 2 x ^ cosx)sinxdx 


的表示式，釆用替换 COSX 二 t 也就可以把它有理化为 


及2 (1 — ^ y 0 


另外，对于形状如 
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^3 


sin x 

COS X 9 



的表示式，可釆用替换 


将它有理化为 


tgx - t, gfl x = arc tg t 



5.b i?(x , \/ ax 2 ^r bx + c)dx 


我们有 


ax 2 + bx + c- a\ x + 




通过替换 



可以将 V 7 ax 2 化成以下三种情形之一 


s/u^+J^, v/w 2 - A 2 或 v/A 2 - w 2 

<被开方式恒负的情形可不予考虑）.我们把 RC^v/^Ti^rbclv 
转化为： 

R 1 {u ? y/u 2 + )du , R 2 ( u f v^w 2 - A 2 )dw 

或 (it . \/)du. 

对这三种情形，分别令 

t/ =义 tg 尤， %t SCO tf W = 又 SlU ff y 

就可以将被积表示式转化为三角函数的有理式 * 再套用 5. a 段中 
的手续就可以最后完成有理化的进程^ 

5 * c k { x ^ a ~ T 8 Y x 
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如果 os5 -办= 0 ，可设 


a 



拿 


V 


8 


那么 


ax 


_ZL 

yx +6 


dx - R^x f \/ X )dx ? 


它本身已是有理式.因此，在以下的讨论中，不妨设 

a8 — jSy^O. 

在被积表示式中作替换 


^/ax + ^ 
yx+ 8 


即 


x 


8t n —爲 

— yi M 


我们得到 


dx 


n(a<5 - j8y)t 

(a - yt n ) 


at 


于是# 


n /ax + ^ 


yx + d 


dx 有理化为 


8 d 

a - yt % 


(ad — Py)t 


(a - yt % ) 


dt 




本段的讨论也适 用于] ^ 0 的情形(这时不妨设 5 = 1). 我们 
指出：对于 

R^x ? \/ax + ^ )djf , 

I 

可以作替换《 = J 使它有 理化， 


5.d 二项型微分式 xHa+jSxO’dx 

这里设 a ， jSeR ， Aw 6 Q ; 并设和^都不等于 0( 否: 
则就是很平凡的情形). 

I 

与 5 . b 和 5 . c 段不同，这里有可能根号里面套着另一个根 
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号.为了消除掉根号的嵌套，我们作变换 


于是 



所讨论的微分表示式化成无根号嵌套的形式 

丄 1 丄墨， 

x x (a + v dx - t M (a J r j9i) r —— t 鋒 dt 


A + 


(a + fit) p dt 




P dt m 


如果^ ^ ez ， 或者 年 + rez ， 或者 vez ， 那么这里的倩 

形转化为 5. c 段讨论过的情形. 

I 

淫记切彼雪夫证明了：除了上述情形而外，二项型微分式 
都不能积分成有限形式. 
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第六章定积分 


在预篇中，我们已经看到，求曲边图形的面积与求变力所做 
的功等许多问题，都归结到求以下形状的和数的极限 

5/ ⑹ Ax' 

* ■ 


这样的和数的极限就是定积分.所涉及的极限槪念，虽说总的精 
神与第二章中所介绍的一致，具体内容毕竟有一些不同，需要作 
进一步的解释.本章将介绍定积分的确切定义，并初步讨论定积 
分的性质、计算与应用.至于定积分存在的一般条件等问题，将 
在下一篇中作进一步的讨论. 

§1定义与初等性质 

定积分概念的精确化，是黎曼 ( Riemajm ) 的贡献.所以人们 
又把这种积分叫做黎曼积分.本节就来介绍这一重要概念* 

首先，对所涉及的术语和记号作一些说明.所谓闭区间 
的一个分割，是指插入在 a •和&之间的有限个分点 

这些分点把 [ a ， M 分成 m 个闭子区间 

[ X 。，， [ Xf ，％]， … ，，欠 m _ ， 

其中第 i 个闭子区间的长度为 
我们把 

| P | = maxlAxj. Ar, , o.., Ax m } 

叫做分割 P 的模.在分割 P 的每一闭子区间上任意选取一点 
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我们把这样 m 个点 m 叫做相应于分 割 p 的一组 标志 
点，并约定用单独一个字母^来表示它们. 

设函数/在闭区间 Oj ] 上有定义，对于[>，6]的任意一个分 

割 

■P: d 二 ~ ^ 

和相应于这分割的任意一组标志点 f , 可以作和数 

a(f ， P，D = 

. i - 1 

我们把这样的和数称为函数/在闭 K 间 [> J ] 上的 积分和 (或者黎 
曼和). 

如果闭区间 [ a , M 的分割的序列 { P —} 满足条件 

lim |尸⑷ | =0, 

鑣 一 ► +oo 

那么我们就说{^°}是一个无穷細分割序妁. 

定义 I 设函数/在闭区间 [ a ,&] 有定义.如果存在实数 L 
使得对于任意无穷细分割序列论相应于每个分割^>的 
标志点组 r n ) 怎样选择，都有 

lim or (/, PO , f <-))=/, 

» — 十》 

… ■ 

, J 

那么我们就说函数/在 [a 上可积，并把/称为函数/ 在! >,6] 
上的(定)积分，记为 

/( jc)dx = lim cr ( f } Pjy = I % 

J a in 

这里称为积分号， /( 幻 dx 称为被积表示式， a 和6称为积分限 

j 

< a 称为下限，6称为上限). 

仿照第二章中的讨论，我们可以用方式重述积分和的极 
限的定义. ’ 

定义1/设函数/在闭区间 O j ] 上有定义， ieR . 如果 
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对任意 C >0, 存在5>0,使得只要!<5,不论相应的标志点 
组 f 怎样选择，总有 

I W，D -, K e ， 

么我们就说函数/在区间 [ a ， b ] 可枳，并且把/叫做函数/在 
区间上的积分，记为 

/0)dx= lim <7(/ ， 尸， f) = /. 

J O IIM — t ) 

定义 I ' 和定义 I 7 的等价性；可以仿照第二章 §3 中的做法加 
以证明. 

S 

例1常值函数 / OOsC 在任何区间上可积，并且 


4 



C dx — C(fe — a) # 


事实上，对于 [> ，幻的任意分割 p 和相应于这分割的任意标志点 
组《，都有 


m 


<7(C,m= Ajc f = C(& - a) 


■ 


0 


利用关于序列极限的运算法则，立即可以得到： 

定理1 (积分的线性性质）设函数/和0在[>彳]上可积, 

•• 

ieR , 则函数和函数 a / 也都在 [ flj ] 上可积，并且 



(/ ix) + gix))dx 





b 


/( x)dx 


b 



9 ix ) dx , 


« 


a 


J A/(x)dx = A f /(x 〉 d:c. 

证明我们有 

o{f + g f P t O = + cr(9,P,D 

和 

a(A/,P,r>-A<r(/,P,D. □ 

以下引理指出了函数可积的一个必要条件/ 
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引理设函数/在上可积，贝《/在0,&]上有界， 

证明用反证法.因为 

lim cr (/, P ,0 = I , 

I P 卜0 

所以对于 e = l >0, 存在5>0,使得只要 | P |<5, 不论相应的标 

志点组纟怎样选择，都有 、 

k(/,P,D|<|or(/,P,0-/| + |/| 

我们选定一个这样 的分割 假设/在上无界，那么至少 
存在分割 P 的一个闭子区间巧]，使得/在这闭子区间上是 
无界的.我们这样来选取先任意选定 

e ，欠|〕， V 9 

然后选择 O e txj ., ，:满足以下条件 

1/⑪ | A 巧 〉 j 丨 + i + m . 

1 

% 

■ 

对于这样选取的 f 就有 

m 

» 

s 

^ i /(^ j ) \^ x j - c ^ j)Axi 

- i 牛 i 

> i - m . 

这一矛盾说明所作的关于 / 无界的假设不能成立 ^ 我们用反证法 
证明了 /必须在 [ aj ] 上有界.口 

定理2 (积分的可加性）设 a < b < c . 如果函数/在 [ fl , 

C 和 O '] 上都可积，那么它在 O〆 ] 上也可积，并且 

j fMdx a J / ( x ) dx + \f ( x ) djf # 

证明在和上可积的函数 /, 在这两闭区间上也 

I 
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是有界的.因而存在 xeR ， 使得 




Vx 6 [>，<L 


设 P 是 [>/] 的任意一个分割， f 是相应于这分割的一组标志点 

P：a = x^XiO.O^ = <?， 

在此基础上，我们来定义分割户和相应于这分割的标志点组？. 

如果&是*中的一个分点，那么就取户=匕 ?= r , 如果）不是 

户中的分点，那么就把&补充作为分点，这样定义一个分割 

P ： a-x 0 < … <x fc — 1 <fc<x fc < … = 


并选取 



d … ， h，KU 


+ 1 


m ) * 


将 Cr ( f ， PJ ) 与 <7(/， P ,|) 加以比较，不相同的部分至多是 
(/， P ， D 中的加项 


f k) C-^k _ ^k — i) 

被代之以 cr (/, P ,?) 中的 

/(_ - + fOOOck - D ^f(b){x k - x k _ t ) 9 

因而 ， , 

ia(/,P,r>-ar(/,F,?)| 

< lf ( lk )~/ Wl ( x k - x k ^) 

<2/ T | P |. 


分割 P 限制在 [a 和 P 上分别给出这两区间的分割 F 和户"， 

而 I 限制在 O 汐]和0 〆 ]上分别给出相应的标志点组？ '和 《〃• 

我们有 

a ( J ， P 与 XPH 

让 IP 1-0,上式右端趋于极限 

| /(x)d3f + f /(^)dx. 

因而当 | P |—0 时，积分和 cr(/,P J ) 有极限 

lim or(/,P,0= lim ^(/,P,?> 

I P I 1 ? 卜 0 
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/(x)djc + 

p 


/( 牡 • 


这证明了定理的论断. □ 


注记 （1) 在下一篇中，我们将征明，如果函数/在 
上可积，那么它在 [ a ， c ] 的闭子区间 [ flj ] 和 P〆 ] 上也都可积 • 

I 

这时当然可以运用可加性公式 

•m 


| /(Jc)d.r= J /(jc)djc +|^/(x)djc. 


(2) 我们约定 



r r 

CP 

/(x)dx = ^ 

a 

一 J 


Kx ) dx 9 


如果 A < a ， 




0, 


如果芦 




于是，对于 a < 忠 


A 与这儿种情形，积分 



/(jc)dx 


都有了定义.采取这样的约定，对于任意顺序的三点 a , 不必 
限制 a <6<0, 只要函数/在这三点之间最大的一个区间上可 
积，就仍然有 

^ c t b C c 

/(x)dx= I /(x 〉 dx+ /(x)dx # 

J a J a J b 

■« i 

定理 3( 积分的单调性）设函数/和#在区间 [ a , U 上 
可积并且满足 • 

' / co < poo ， y xeia,b ^ 9 

则有 

b Cb 

/ (x) dx^ g(x)dx 9 

J J a 

证明记 = / o )， 则有 

我们来证明 _ 

^( x ) dx^O 
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事实上，0的任意积分和都是非负的 


< H < P ， P，D = 2咐 


_ 


所以 


b 


a 


tpCx)dx= Iim aOp，P 

l PI -o 



定理 4( 积分的中值定理）设函数/在 [ aj ] 上可积 


(于是/在 OA ] 上是有界的)，如果 


^ fCx )^ M 9 


v^e 


j ]， 


那么 


b 

m(b —a)< ! (b - a) # 

a 



特别地，如果/在以彳]连续，那么存在使得 


b 


/(x)dx-/(<?)(ft-a) # 


a 


证明利用积分的单调性质可得 



a 


mdjc^ f /(x)dx<j* Mdx, 


即 


m{b 


— a )^| f(x)dx^,M(b — fl) 


在下一篇里，我们将证明任何连续函数都是可积的.如果/在 
f > A ] 连续，那么对于 


inf {/(x )}， M = 
*€[(!，&] 


sup {/(x )}， 


应有 


即 



b 


m(b - a)^ /(x)djc^M(^ - a) ? 


9 




由于函数 / 在 [>， C 连续，必定存在使得 
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f{0) 






/(jc)dj：. 


卻 

/(x)dx =/(<?)(/? -a> # 匚 

J * 

浼记 上面定理后一结论的几何解释如下：由连续曲线夕= 
/00与直线^ =心^\ j / = o 所围成的图形的面积，等于以|>， 
幻为底，以/00为高的矩形的 面积. 这里 c 是 DA ] 中一个适当 
御点(见图 6-1), 



§2牛顿-莱布尼兹公式 


虽然定积分定义为积分和的极限，但一般说来直接用定义来 
验证函数的可积性并计算积分值是很困难 的事. 关于函数可积性 


的一般条件,将在下一篇中 讨论. 本节介绍的牛顿-莱布尼兹公 
式,在原函数存在的前提条件下，成功地解决了判定可积性与计算 
积分值的问题.这一公式，发论在理论上，或者是在实际应用 
中，都具有重要的意义、 


定理1 (牛顿-莱布尼兹公式）设函数/在闭区间1>，6]连 
:续.如果存在函数它在1>彳]连续，在(心/0可导，并且满足 

j 

I 




暑 
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F’oo : f M ， 

那么函数 / 在 [ flj ] 上可积，并且 


v^e ( M )， 


h 


/(x)cbc = F(JT) — F {a) 9 


M 


证明考察 [ a 夕]的任意分割 


P ： 


a 


X 0 <X x <^<：X 


m 




根据拉格朗日微分中值定理，我们得到 


m 



JO - F(a) =： 2 ( 尸 ⑹ - Foci-)) 


m 


("i) ( 乂 i 


tn 




1 


其 CF(J ， P ， rf). 

由于函数 / 在 [> A ] 上的一致连续性，对任意的£>0，存在5>0, 
使得只要 


u ., y e[a ， 办 ], | u -1»!<o 


就有 


|/(u) —/(y)|< 


e 


- a 


于是，当时，对于相应于这分割的任意标志点组 G 都有 

\oCf } PJ) - {Feb') -F(a)) 

■ 

= M/, 尸 ， D — (J(f ,P ? rj) 


m 


m 


D /(G) - 2 
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^ ™ f Oh) I Ax 


if r. ji 4. V ■# rp-±i^i>j4 







e 


b — ci 】 




e 


* 


b - a 


(b 一 a 〉 二 


这证明了函数 / 在区间 [ a /] 可积，并且 




/(x)dx - F{b) - F(a). 


为了书写方便，我们引入记号 


F ( x ) 


b 


F(py "■ F(fl). 


a 


于是，牛顿-莱布尼兹公式可以写成 


b 


/(x)dx = F(x) 


b 


J 


O 


f 


例 1 


b 


e*dx = e s 


b 


e ~ o 


a 




例 2 


a 


r 6 


o 


dx 


In x 


a 


X 



=：In t - In a 


(办 > a >0) 




例 3 






Z 


Z 


sin x dx — — cos x 




o 


0 


例 4 求极限 


lim 





\n + l n + 2 


in 



解我们可以把 


A 



^ n+k * 



1 


n 



n 


看成是函数 + 在区间 [ O ， 1 ] 上的积分和，于是 


M 


lim 





k 


n + k 



1 + x 


ln(l + x) 


In 2. 


Lo 


例 5 求极限 



解我们可以把 



看成是函数在区间 [ M ] 上的积分和，于是 



例6求极限 


- arc tgx 








在定理1的条件下，定积分的计算归结于求原函数一不定 
积分.为了求不定积分，又可利用换元积分法和分部积分法.我 
们把以上所说的手续概括成直接处理定积分的换元积分法和分部 
积 分法，以便于以后应用. 

定义1如果函数在开区间的每一点可导，并且导 

I* 

函数 〆 （《) 在 ( aj ) 连续，那么我们就说函数?)在开区间 ( aj ) 连 
续可歡，或者说在0，万)上是 C 1 类禹數. 

定义2如果函数在闭区间[>，«的每一点可导(在左端 
点右侧可导，在右端点左侧可导)，并且导函数 〆 （0 在闭区间 
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F(HW 


琴 ■ 



/ ⑽ ）） 〆 （⑽ • 




定理3 (定积分的分部积分公式）设函数 u t veC ^ a , b 2 M 





u (x) 〆 （ x) dx = u (x) y (x) 


-u' (x)y(x)dx. 

J « 


[> J ] 连续，那么我们就说函数 0 在闭区间 [> J ] 连续可微，或者 
说史在；>,上是 Q 类逾数，并约定用这样的记号来 表示： 

士 

注记定义2的另一种等价说 法是： 设函数?>在闭区间 [ a , 

«上有定义.如果存在一个开区间 ( A /)=)[>，/?]和在这开区间/ 

上连续可微的函数 0((), 使得 

^(0 =K0 ， yteLaJJ, 

那么我们就说 函数* 在闭区间 [ a ，] 连续可微，或者 说？) 在 [ aj ]: 
上是 Ci 类函数. 

定理2 (定积分的换元法）设函 数？) eO [ a ， j 5]， KoO 二 a ，. 
= b ，< p(Xa jY ) CZ ( a ， b \ 如果函数 / 在 [>，£»] 连续，那么 

f 6 /< x)dx = j ’ /( 妒 ( t )) 炉’ (£) dt . 

j • J « 

这公式还可写成更便于记忆的形式 

h 

f /(x)dx = fi /(<p( 0)^(0* 

J « J a 

证明在下一篇中，我们将 证明： 任何连续函数都具有原函1 
设 Fa ) 是函数/00在区间 OJ ] 的一个原函数，则 F 0 P ( t >>- 
就是函数 /( Kt ))，（ t ) 在区间[>，《的一个原函数.于是 


& a 

) 

X 

/IN 

F 


■ J 

/ 


这公式还可写成容易记忆的形式 


24 a 
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例 8 求 j a : sin x dx m 

解用分部积分法得 

ff rjr 

x sin x d x - - x cos x + cos x dx = jt # 

J 0 o Jo 

§3 定积分的几何与物理应用，微元法 

3. a 平面图形的面积 

在预篇中，我们已经知道，介于直线 = 和曲， 

线夕之间的图形的面积可以表示为定积分 

L 

^ =| fix') dr # 

I 

我们把微分式 / OOdjc 叫做雨积 微元， 它代表底为 dx 高为/00 
的一个微小的矩形条的面积.积分 J ^/ OOdx 实际上是这样的小 
矩形条面积之和的极限值. 

如果函数/00和 0(4 在 [> J ] 上可积，并且满足条件 

/oo^oo, vxe[a ， 办]， 

那么介于直线 x = a,x = b 和曲线夕=设00 ， i / = /00之间的图形的 
面积可以表示为定积分 

^ = [ (/(x) - 9ix))dx, 

这里的兩积微元为(/00类似地，如果函数 pOO 和 
伞00在[乂，上可积，并且 

夕 ），\/ yeLA y Bi f 

I 

那么介于直线 y = A J = B 和曲线 X = < p ( j/、，x = 000 之间的图形 
的面积表示为 

S = r^O) - 妒 0/))dy. 
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这里的两积微元为-少 00) 办， 

更一般的图形常常可以划分成几部分，每一部分属于以上所 
述的情形之一.这时我们可以先分别求得各部分的面积，然后将 
结果相加以得到总面积. 

例1求椭圆 $ + = 1所围成的面积 • 



倍 


由对称性，所求面积为它在第一象限内的部分面积的4 


r « I 

户 



作变元替换^ a sin f ， 则得 

rn /2 

S : iab gosH dt 

Jo 

fn/2 

= 2db (1 + cos2t〉di = :nt ab. 

Jo 


例 2 '求抛物线友 2 与直线 x-p 4 所围图形的面积， 

解先求抛物线与直线的交点.由 

r j/ 2 = 2x f 

\y^x- A 

可知交点为乂 (2, - 2) 和5(8, 4)( 见图 6-2). 把所围面积视为 
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图 6-2 


曲 x = y + 4 与 x = y 2 /2 所围成，我们得到 



n 


J/ + 4 一 


f )^ 


=18 



现在来考察由极坐标表示的曲线围成的图形的面积.设给定 
了由极坐标方程表示的曲线 

r = r(0), 

我们来求这曲线与射线0 = a 和0 = #所围成的图形的面积.先来 
看最简单的情形： r (0)= i ? 是常值函数，即这曲线是一段圆弧. 

这时显然有 i 

S = - o). 


再来看一般的情形.对角度0的变化范围 [ a , J 0] 作一分割 

I 

a = - P , 


并取 


叫 e[U], *_=1，2, 


于是，夹在射线 h U = h 和曲线 r = f (0) 间的图形的面积可 
近似地表示为 1 

fr 2 (叫)⑽ 



整个图形的面积近似地表示为 



i ■ 1 

让 maxAh — O ， 我们得到 

I 

我们把微分式 f 叫幻肋叫做用极坐标表示的兩积微尤.它表 
示夹角为 d 0， 半径为 r (0) 的一个微小^形的面积.积分 

可以看成是这样的微小扇形面积之和的极限 (图 6 - 3> . 
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图 6-3 

例3求双纽线 f 2 = fl 2 coa 20所围成的图形的面积 ( a >0). 

解先要弄清楚这曲线的大致情形（分布 范围， 对称性，是: 
否封闭等).把曲线方程写成 

r = as/ cos20 . 

在[- LU 范围内，当且仅当或者^时 cos 2^0.. 
对这样的沒有 

0^.r = a\/cos 

我们判定曲线分布在对顶的两扇形之中： 

|0|< 号， 0<r<a; |0|> 乎， 0<r<a # 

如果点0，0在曲线上，那么点 ( r ， - 0) 和点 ( r ，± a ± 0) 也都 在曲' 
线上_因而曲线关于极轴和垂直于极轴的直线为对称，关于极点: 

p 
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图 6-4 


中心对称.显然卩=±寻和0= 时曲线通过极点.这曲线 

4 4 

由两支封闭的曲线组成（图 6-4). 经过以上的分析，我们 判定： 
所求图形的面积为它在0<0<冗/4范围内的部分面积的4 倍. 

1 fn/4 fir/4 

^ = 4 • ~ r 2 d0 = 2fl 2 cos 

r I a 1 a 


= a 2 sin 20 



例 4 求心形线 n(l + c OS 0) 所围成的图形的面积， 

解容易看出，这曲线关于极轴为对称并且是封闭的.所求 
的 面积为它在上半平面内的部分的 2 倍（见图 6-5): 



图 6-5 

I 


3. b 旋转体的体积 

设函数 zoo 在 [ M ] 上有定义并且非负.曲线夕 =/ oo 绕 ox 

轴旋转而成一曲面 

- 


• p 

y 2 + z 


(/ 00 ) 2 , 


我们来考察这曲面与平面 



和 



所围成的体积.首先，用 


若干张平面 



{ 把这旋转体切成薄片，这里 
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任意选取 



欠 i ]， 1， …, 

旋转体介于和 x =心之间的薄片的体积近似等于 

jt/ 2 (^ i )Ax i , 



Axi - x { — x^ lf i = 

于是，整个旋转体的体积表示 为积分 



{ 


V -nj / 2 (x)dx # 

我们把微分表示式 ^ rwdx 称为旋转体的体积微元，它表 示厚： 
度为心，半径为/<幻的一个薄圆柱形的体积.整个旋转体的体 
积即为这些薄片体积之和的极限. 

推广上述方法可以求得一类更广泛的立体的体积，设已知立 
体在 xe 处被垂直于 oy 轴的平面所截得的截面积为 5* ( x ), 

我们来求这立体介于平面 ㈤ 和 x = b 之间的体积.这种情形下_ 
的体积氍元可取为 


S(x)dx^ 


将这种形式的微元迭加起来求极限就得到所求的体积 



b 


a 


S (x)djc. 


«* 


例 5 设正劈锥体的底是半径为 A 的圆面，顶棱是平行于底圆: 
直径的线段，髙为 H ， 试求这正劈锥体的体积(图6-6>. 

d 
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图 6-6 




謇 






设这正劈锥体的底为 



2 



顶棱为 




0, 




0, 


过 OX 轴上一点 X 并垂直于该轴的平面截正劈锥体得一等腰三角 
形，这等腰三角形的面积为 

5(jc)=H - y = Hs/R*:? , 

千是，我们求得正劈锥体的体积 


7 


Hx/R 


: v 2 djc 



2 H 


邮 2 J : 


4 

Jo 


cos 2 t dt 


HR 


2 


(1 + cos2t)cU 


nR 2 h 


3. c 曲线的讽长 

考察 OXY 平面上的参数曲线 y 


t 


x = y = y{i) y « 贫， 

这里 x ( t ) 和 iKO 都是 Ci 类函数 0 为了求曲线 y 的弧长，我们用 
一组分点把 [ a , «分成若干小段 

■ 

相应地，曲线 y 也就被分成若干段曲线弧.把每一小段曲线弧的 
两端用一直线段联结起来，得到 y 的一条内接折线，其长度为 


rw 


2 




2 


根据拉格朗日定理，这内接折线的长度又可以表示为 


2 (o r ， 
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_ 




这里 T i，M G (~-1山 )， : s t i - t ^ u 我们看到，折线长的这一 
表示，很象以下的积分和 

L 

a ：=玄 今 ，(0)5(， ( r ,))^. 

i_l 

在下面，我们将证明，当0的时候应有 

|p —0 T 卜0， 

因而 

lim p = lim cr = I \/ (jc / (t )) 2 + (〆 （ t))Mt • 


这极限就应该是曲线的弧长 s ， 即 


S 


f V (t)7T(jP (t)Tdt. 


现在，我们来证明 


lim|p_cr| = 0. 


为此，将要用到以下不等式 


(3.1) 


x/A 2 +B 



y/A 


VA , B , CeR . 


C 2 |<|5-C 


事实上，对于乂 = 0,不等式显然成立；如果 Arjfco , 那么 


v^A 2 + B 2 — v/A*+C 


B 2 — C 


2 


+ ^/ a ^ Tc ^ 

B + C 


B\ + \C\ 


\ B^C 




<\ b - c \ 9 

= = ^ { ti ) f C = ^ {%\) 运用不等式(3,1>,我们得 

到 
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p-cr ! <y) \y f 

曲于〆 （0 在 [a，#] 的一致连续性，对任意的 e>0， 存在6>0,使 
得当 ^时有 

这时就有 

l p_a|< J^~a 2 At i= ^^-(y5-a) = e. 

至此，我们证明了 * 1 

limp = lima ; \/{x } (t)7* + {y f (0)^(1^ 

A -0 A —0 J a 

对于 Cl 类参数曲线 

x-x{0, ， 

我们有弧长公式 

s= fi y/ix f (t)) 2 + (〆(0) 2 dt # 

J a 

这里的表示式 N/(x' ⑴) w ⑴ ） 5 (U 被称为参数表示曲线的弧 
元(即弧长的微元). 

对子显式表示的^曲线 

y ^ yt f 

相应的弧长公式为 

s= V V 1 + (J/ / (x^ydx m 

我们把 v/i + (y ( x^y d x 叫做显式表示曲线的孤元. 

极坐标表示的 C 1 曲线 

r - rC $) f 

可以改写为参数形式 

x = r(0)cos0, y - r(0)sin0, 

于是我们得到极坐标表示曲线的弧长公式 
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學 



Sr= j V(r(0))*+ (r f (9)yd9. 

极坐标表示曲线的孤 无为 〆 ( r (0)) r + ( r ^ (0» M 6>. 

空间参数曲线的弧长公式，可以用类似的办法推导.这里只 
陈述结果.设 

x — , y = y ^ — ^(0 , 

是 P 类参数曲线，则它的弧长可以表示为 

s = IV(P70) 2 + (Fo)) -2 + (?(矿 di. 

空间参数曲线的 弧元为 

v / o ：， （0) 2 + (， (0)* + Wm r dt 9 

3 . d 旋转曲面的面积 

考察位于 0 XY 坐标系上半平面内的一条无自交点的0参 
数曲线八迗 

x = ^(0 f y ^ y (0 00 )， 

A 

以这曲线为母线，绕 0 Y 轴旋转一周，生成了一个旋转曲兩. 我: 
们来求这曲面的面积. 

I 

为此，作参数区间[«，《的一个分割 

曲线上相应于这些参数值的点 

A ^ T Qf T ir . % T nSS B 

把曲线分成 n 段 

^ri rr% qfi rjn m rn 

』0』 i ， 7 I 』 2 ， •• •，/ n-i-* n# 

其中第（段7^7%的弧长近似地表示为 

- xct ^ y+cpQo 
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由这段曲线弧旋转而成的曲面面积可以近似地表示为 

A*S , f = 23t^(T i > w «))[+(〆 

于是，旋转曲面的总面积表示为 

S =rlim V O’ , 

卜0 

这里 A 表示 max 

_ 

% 

与 3. c 段中计算弧长时所作的讨论类似，利用适当的不等式: 
(参看本段末的注记)，可以证明 i 面表示式中的极限即为 

2nVy(J f ')s/\x t (0) T + iV f (0) a 

这样，我们得到了旋转曲面的面积的计算公式 

^ = 2 Jt Vy ( t ) \/(P it ) y + W ( O ^ d ^ • 

J a 

旋转曲面的兩积元为 

d<s = 2«^(0 v / <^ / (0)* + iy f (0)^ 

对于旋转曲面的母线是以显式方程或者极坐标方程给出的情形, 
请读者自己写出相应的面积元的表示式. 

注记为了完成上面的讨论，要用到这样一个不等式 

( VAhK ^ eR .) 


事实上，如果 A =孕= A 2 = 尽 = G ，那么上式显然以等式的形式成: 

立，如果 A ， A ， 皂，巧 不全为0,那么 

WA\^B\~s/A\^B\\ 

UAl + B\)-CAl + Bj)l 

_ I v^AfTBf + VA \ + B \ 


\ A \ + \ A \ 


^ — — lit ■ t ^ I__ I A A 

^ \/Xf + B\+ ^/A\ |A i 一 2 


j __ I 丑 1 I + I 丑 2 

+ — 7 — ■ ■■: ■■■■■■■ ■ 二 二二 

^/Al + B ] + VA \ 


兩 I 坧-足 I 
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<|i4j » A 2 | + -B 2 |, 


3. 


功与侧压力的计算 


设物体受到一个沿 OX ： 轴作用的力 F = /( x )， 在这力的作用 
下它从 a 点运动到&点，我们已经 知道： 力 i 7 对物体所做的功可 


以表示为 


W 


1 


b 



a 


我们把/ ( v ) dx 称为功的微元， 

例6试求把弹簧拉长 a 个长度单位所需做的功. 

根据虎克定律,拉长弹簧所用的力与拉长的长度成 正比: 

F -Jqx , 

其中 t 为常数，把弹簧拉长《个长度单位所需做的功为 


W ^ I ^jcdjc =丄 
J 0 2 


设一块平板竖放在比重为 p 的液体里.我们来计算这块平板 
所承受的液体压力.选择位于液体表面的某点为原点0,选择沿 
竖直线向下的方向为 oy 轴正方向.设在深度为 y 的地方乎板的 
宽度为我们用水平线把平板分成很多窄条.考察从深度 y 
到深度 v + Ay 的一窄条.这窄条所受到的液体压力为_ 

AP = py/(^)Ay. 

于是，^整个平板所承受的压力表示为积分 


J A 


这里 A 和 S 分别是平板浸入液体的最小深度和最大深度.我们把 



pyfiyydy 


称为是侧压乃的慠元. 
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闸门承受的最大压力为 


例7设水渠闸门的形状是一 
个底为 a 高为 A 的倒置的等腰三角 
形(图 6-7) .求这闸门所承受的最大 
压力* 

解对于适当的单位制，水的 
比重 P = l . 在深度为 y 的地方，闸 
门的宽度为 

/(y) 



3 .f 微元法 

I 

本段对定积分应用的一般步骤作一小结.为了计算某一量值 


Q , 我们把它分成若干微小份额： 

Q = 2 AQ|. 

一般说来，每一微小份额也 A 然不容易计算，我们并没能前进多 
少.真正关键的步骤是分离出微小份额 AQ 的线性主部，即将 AQ 

〆 


表示为 


Axj + o(Ax f ) ， 


然后舍弃高阶无穷小而把各线性主部迭加起来作为 <2的近似值 


_ 

所舍弃的部分是一些高阶无4小之和 

* 

% 

一般说来这仍然是一个无穷小量.我们让^ 0取极限 

就能将 Q 表示为 

rb 

Q =： lim V] q (x 4 ) = ^(x)dx # 

卜 0 ^ J a 
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上面的过程，槪括说来由四个步骤组成：分割，代替(即用 
线性主部来代替） , 求和，求极限 . 如上所述，应用这些手续的关 
键在于找出 A0 的线性主部，即找出量 Q 的微元 

dQ = 7(x)d 欠 . 

然后，我们就可以把 Q 表示为积分 

Q = J ^(jc)dx # 

在物理应用中，人们甚至直接说把微元 ⑽= qOOdx “ 迭加”起 
来就得到 6 

Q = j 

这种说法非常方便，我们把它理解为分割、代替、求和、求极限 
的全过程好了 . 

上面所说的过程，如果用严格的数学语言来讨论，常常是这 
样的：设 flCO 是一个连续爭数，它在闭区间 [>^, 々]上的最小 
值和最大值分别为叫和并设 ， A] 使得彳 (％) 
= fn“ 如果 

I 

那么 

i n 

I 

1 ♦ -1 • -1 

H ft ten 

因为都是 

I M 1 * = 1 i = 1 i=^l 

分 00 的积分和，所以当 AzmaxAxr^o 时，它们趋于共同的极限 

I 

m b 

qix^dx^ 

J tf 

这样，我们求得 b 

Q=[ QMdx^ 

例如，为了计算由极坐标表示的曲线 r = r(0) 与射线 e = a ， 
4 =於所围图形的面积 s ， 我们作 [a,iS ] 的分割 
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相应地用射线 0 == 0|0'=1 , 2 ,.",«- 1) 把图形分成 n 个部分，设其 

中第〖个部分的面积为如果 r (0) 在[^,七]上的最小值和 
最大值分别为％和从^那么 

丁 m f AS* A0 t# 

子是得到 

* = i t =1 ^ i =»i 

让 ; l = m^c Ae f ->0 取极限,我们求得 

% 

I 

5= vr r2 ( 0 ) d0 . , 

Z J a 
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第七章微分方程初步 

• . 

§1概 说 


许多自然规律的陈述，涉及到量的变化率应满足的制约关 
系.这种关系的数学表示就应该是含有导数的方程——微分方程 * 

例1放射性物质衰变的规律是 i 在每一时刻【，衰变的速率 
- d / w ⑴/办正比于该放射性物质尚存的质量 m ( t ). 因此，质量 
m = m(t) 应满足以下微分方程 

dm 

ir = - 


例 2 设质量为 ％ 的物体自由下落，它在时刻$的坐标是夕(4> 
(取坐标轴沿竖直方向指向地心)，根据牛顿第二定律 ， y = yco 


应满足以下微分方程 





mg ， 


即 


dt 2 y 


例 3 设质量为 m 的跳伞员下落时，所受到的空气阻力正比 
于下降的速度(阻力的方向与速度的方向相反).取坐标轴沿竖直 
方向指向地心，则这跳伞员在时刻 t 的坐标 y = y ⑴应满 足以下 


微分方程 



d 2 y 

dF 




mg-k 


dt 


即 


d 2 夕 

IF 


+ 


七 d 夕 
m dt 〜 


例 4 设开有光滑孔的锎球穿在一水平光滑杆上，它受到一 
个弹性恢复力的作用而来回振动，其中心位置是0 ( 见图 7-1). 
于是，钢球在时刻£的坐标 X = x (0 应满足微分方程 
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即 



d 2 x 





果这钢球还受到一个与速度成正比(方向与速度相反)的阻尼力 
的作用，那么它所满足的微分方程是 


即 


/ 



微分方程的阶数就是它所含未知函数的导数的最髙阶数.上 
面例1中的方程是一阶方程，例2、例3和例4中的方程都是二阶方 

程《 

最简单的一阶微分方程是 


J 


d.v 

dt 


/(O 



其中 t 是自变数，/⑴是已知函数，是未知函数.求解 
这样的方程，等价于求函数 / G ) 的原函数.^们看到，上述方程 
的一般解应该是 

x= +C m 

请注意，在解微分方程的时候，习惯于用不定积分符号表示某一 
确定的原函数，所以在其后还应加上任意常数 C . 

再来看最简单的 n 阶方程 , 
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d 

dt 



/(e) 



它等价于说是 / ⑴的原函数，即 




=/(0心 + 


这与原方程形式类似，但阶数降低了.逐次这样做下去，最后就 
得到方程的一 般解： 

x = J … J/(f)c3U … df + (7: ~~+ … ^n-i^ + C n ， 



这里 
的例子： 


是任意常数.让我们来考察自由落体运动方程 


d 2 夕 

di ^ 



将其积分一次得 


d ^/ 

It 


,gt C 3 


再积分一次就得到原方程的一般解 

■y 二 如 2 + + C 2 ， 

* ii 

其中 q 和 c 2 都是任意常数.这一般 解反映了一切 自由落体运动 
的规律.对于一个具体的自由落体运动，这里的常数^和仏都 

取确定的值并且具有明确的物理意义. c l = ^| 恰好就是 i = 0 

ut ! 卜 o 

肘的速度以(初始速度)，而 C 2 =: y i ^恰好就是 f = 0时的纵坐标 
如(初始位置)，我们得到了众所周知的自由落体运动公式 


y = ^ ^Qf 

1 

^ = y ff« a + M+yo. 

最后，对本节的讨论作一小结_含有未知函数的导数的方程: 
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称 为微分 方程.如果一个函数用以代替微分方程中的未知函数能 
使该方程成为恒等式，那么我们就说这函数是微分方程的一个 
解. 微分方程的解的一般表示式称为该方程的 一 般解或者通解. 
一个 n 阶方程的通解含有 n 个任意 常数. 满足一定具体条件的一 
个 确定的解称为 特解. 

我们已经了解到，最简单的微分方程 

~=/(0 (或 

可以通过不定积分来求解.但 决不是 任何微 分方崧 的解都能用不 
定积分来 表示. 这与代数方程的情形有些类似.虽然某些代数方 
程可以用根式求解，但决不是任何代数方程的解都可以用根式来 
表示 • 不 能用稂式求解并不意味着代数方程无解.代数基本定理 
告诉 我们： 任何 n 次代数方程在复数范围内都有 n 个根(重根重 
复计 数). 以后将要证明的微分方程解的存在定理 指出： 在相当 
普遍的条件下，微分方程的解一定 存在. 能用不定积分求解的微 
分方程叫做 可积分 的微分 方程. 对于可积分的微分方程，当我们 
通过不定积分把解表示出来之后，就认为求解的任务已经完成， 
剰下的事就是计算所涉及的不定积分.并非任何不定积分都能用 
初等函数表示 出来. 但在下一篇中将从理论上 证明： 任何连续函 
数都具有原 函数. 因而用不定积分表示的函数确实是存在的. 


§2 —阶线性微分方程 


首先考察这样的微分方程 


( 2 . 1 ) 


dx 


+ ax = 0 ， 


这里 a 是一个常数， t 是自变数，： c 是未知 函数. 以 e 〃乘(2.1> 
式两边得 
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! 户 )=0, 

e mt x = C m 

我们得到方程 (2.1) 的一般解 

x s Ce~"* * y 

这里 C 是任意常数 # 

再来考察较一般的方程 

(2.2) ^ + t(t), 


这里 a 是常数， 6( t ) 是连续函数.也用#‘乘这方程式两边，则 
得 

e mt x=\e § 1 6(t)dt + C 9 

方程 (2.2) 的一般解为 

这里 C 是任意常数.取定 C 的任何一个数值(例如令 C = 0 ) 就得 
到方程 (2.2) 的一个确定的特解，我们看到：“非齐次”线性方 
程 (2.2) 的一般解可以表示为两项之和，第一项是这方程的一个 
特解，第二项 Cen 正好是相应的“齐次”线性方程 (2.1) 的一 

般解， 一 

在上面的方程 (2.1) 和 (2.2) 中，未知函数及其导数的系数都 
是常数.那样的方程称为常系数方程.我们已经得到了一阶线性 
•常系数方程的一般解.下一步的问题自然是考察更一般的方程 


dx 



(t)x s b (t) 
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其中 a ⑴和办⑴都是连续 函数. 这样的方程就是一缎的一阶线 
微分方程.以函数 


e 


乘上述方程两边得 


d 

Jt 


it )4i 


(i )d 



* 4 ⑴， 


于是 


e 


J o(* )d 


^ ait)dt b(0dt + c 9 


由此又可得到 



-/ a(t)dt 


J a(t )di 


b(t)dt 十 C )• 


这就是一阶线性微分方程的一般解，其中 c 是任意常数.具体解 
題时不必死背公式，只须记住关键的技巧：以函数 


e 


(<} 



乘方程两边就可以把它化成能直接积分的形式. 

下面举例说明一阶线性微分方程的应用. 

例1设跳伞员受到与速度大小成正比的空气阻力，我们来考 
察他的下降速度〃的变化规律.根据牛顿第二定律，我们得到运 
动方程 


= m 9 - kv 


即 


r 


dv 

dt 




Q . 


解这方程得 


tdv 




dt m 


e 


9^ y 


d 


dt 


(e m v) = ge 


9 






_ 
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如果在时 M i = o 跳伞员的初始速度为 o ,那么就应有 

o = ^ + C, 



mg 

T 


跳伞员的下降速度的变化规律为 



我们看到，与自由落体的运动不同，跳伞员的速度不会无限增 
大，而是逐渐趋于一个终 极速度 

自然界有一些量，它的减少速度正比于该量本身的数值.这 
祥的量 x 应满足以下的微分方程 

djc , 


即 

麵这微分方程得到 


dx 

Tt 




x = 一 “ • 


设 t = 0 时 x 的值为 x 0 ， 则有 C = 量 x 的变化规律为 

V V 口一 4 篇 

vv • 又 ^ 


例2设一个初始温度为^的物体放到恒温 y 的介质之中， 
我们来考察这物体的温度0的变化规律.根据牛顿冷却定律，物 
体的冷却速度跟它与周围介质的温度差成正比.我们有微分方程 
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先设介质温度 y = o ( 例如把物体放到冰水混合物中冷却)，这时 
的微分方程为 


dd 

Tt 


一砂. 


物体冷却的规律为 

Q = k 1 # 

对一般情形，只要记也得到 




d 0 

dt 


=一说 


因而一般情形下的冷却规律为 

6 = y + ( 9 0 ~ y ) e- k * m 

我们看到，物体的终极温度就是介质的温度7: 

lim 9 - y m 


例3放射性物质衰变的速度 


dm 


正比干该物质的质量 





即 


dm 

^dt 


-fern. 


解这方程得到 



一 i 


攀 


放射性元素衰减到初始质量的一半所花费的时间^称为该元素的 
半衰期. 根据定义，半衰期 T 应满足 


m 0 /2 = m 0 e 


kT 


即 


kT = In 2 m 

r 

人们已经测知了许多种放射性元素的半衰期.知道了半衰期 T 之 
后，从等式 
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= iln 2 

栽 可求得该元素的衰变系数 t . 

上述讨论虽然简单，却有很重要的应用.在地质学、古生物 
学和考古学中，人们可以椐此测算地球的年龄、地层或化石的年 
代等. 一 种利用放射性碳测定古生物化石的年代的方法取得了巨 
大的成功.宇宙射线里的中子冲击髙层大气中的氮原子产生了一 
具有放射性的碳的同位素，其半衰期已测定为5600年.这放射 
性碳经氧化成为二氧化碳，与气流中的无放射性的二氧化碳混在 
一起.因为放射性碳不断产生又不断衰变成为氮，它在大气中早已 
达到动态平衡.所以大气中的放射性碳与普通碳有确定的比.地 
球上的植物按同样的比例把碳吸收到自己的组织中.食草动物和 
食肉动物又相继通过食物链按同样的比例把碳吸收到自己体内. 
当生物活着的时候，这比例基本上保持不变.生物死了以后， 
当然就不再吸入新的放射性碳.体内存的放射性碳在漫长的岁 
月里不断衰变而减少.因此，如果一段树木化石的放射性为活树 
的一半，那么这树大约生存于 56 G 0 年以前.如果其放射性为活树 
的1/4,那么它大约生存于11200年以前.发现放射性碳并研究出 
利用其放射性测定古生物化石年代的办法是李倍 ( W . Libby ) 的功 
劳.他由于这一项杰出的工作而获得了 I 960 年的诺贝尔化学奖金. 

例 4 本世纪三十年代，科学家发现铀 235( U 235 ) 的原子核 
受到中子的轰击会裂变成质量相近的两块，并释放出相当多的能 
量，而且在裂变的过程中又产生1到3个中子.如果裂变时产生 
的中子又轰击别的 U 235 原子核，那么又能产生新的裂变.这种 
过程不断进行下去就形成所谓连 锁反应或链式反应. 铀原料中总 
会有一些由于天然分裂产生的中子，最初的引火物总是有的.问 
题是铀原料里的中子有可能逸出袖原料范围之外，必须有足够多 
的铀原料才能保证足够多的中子在逸出之前能碰到别的 U 235 原子 
核. 在这样的条件下，连锁反应才能进行.我们来推算这 胳界体 
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积 或胳界质量， 用表示在时刻 i 铀原料里的中子总数，中 
子的发生率应该与该时刻中子的总数~(0成正比，而中子的逸 
出率应该与铀原料的表面积 S 成正比，也与铀原料里中子的密度 

成正比，因而中子数的变化率应该满足方程 


dt V 9 

其中的 a 和;6是比例常数.（这里须指出，中子数本是“离散型 v 
的量，但我们可以用一个满足上面微分方程的“连续型”的置 

来模拟中子数的变化.一考察其他一些含有大量 个体的 
群体的数量变化时，人们也常采用类似的办法.例如，对人 口增* 
长或动植物的繁衍的研究，也能利用微分方程作为工具 .） 

I 

如果铀原料呈球形，那么 S/V = 3/ r ， 干是 中子数 iV = ； V(i> 
满足方程 



这方程的解为 

_ 



由这公式可知，当 a -3 AA >0 时，中子数目依指数律迅速增大， 
连锁反应很快进行而释放出巨大的能量.这就是原子弹爆炸时的 
情形.使得 a _ 3 j 5 /r = 0 成立的 r = 被称为临界半径（我们看到 
r c rr 3 j 9/ a ), 以％为半径的球体的体积 V c = (4/ i )^ r 3 被称为临界 

体积，相应的铀原料的质量被称为临界 质量. （铀235的临界半径; 
约为 8. 5厘米，临界质量将近50千克 .） 

铀原料的半径起过临界值时才会发生核爆炸.如果《_3办/「 
<0,那么中子数目趋于0,核裂变就逐渐熄灭.在原子能发电站 
的反应堆中，人们把铀原料分隔为若干部分，每一部分铀原料都 
控制在临界体积以下，同时通过人为的中子源不断补充中子，使 

得核裂变可以持续进行，而又不致于引起爆炸.设中子源以常逮 
率 n 补充中子，则总中子数 iV = iV ( t ) 应满足方程 
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这方程的解为 



S 为 ot - 3 P / r <0, 当 t 不断增大时上式右运第二项趋于0， 
以总中子数渐近于一个稳定的数值 


所 


3fi 


这样，在人为控制的条件下，梭裂变持续进行并释放出巨大的能 
量，但又不致于引起爆炸. 

在许多应用问题中，有关各量的微元之间的关系比较容易看 
出.这类问题适合于用微元法来布列微分方程.请看下面的例子. 

例5 (气压公式）我们来考察大气压强随海拔髙度的变化. 
首先，依据物理学中的波义耳-马略特定律，在温度不变的条件 
下， 一 定质量气体的体积与压强成反比： 

pV = c (常数). 

由此 得知，气体的比重 P 应与压强 P 成正比 

. • • 

p = kp m 

其次，我们来考察髙度 ft 到高度 ft + 之间的一个薄柱体（设柱体 
的底面积为 〃）. 这柱体中气体的重量应该为柱体下底与上底所 
受大气压力之差所平衡，因而有 

p (/ i)a - p(A 十 A / r)cr = paAA , 

也就是 

Ap = - pAA . 

这式两边除以并且过渡到极限就得到 



再利用比重 P 与压强 P 成正比的事实，我们得到微分方程 
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解这方程得 , 

这里的常数 C 有明确的物理意义一它是海乎面髙度上的大气压 
强： 

C = P 

我们把 C 记为 p fl , 于是气压公式可以写成 

I 

P = Po^ i4 . 

由这公式得到 

h=l^ ln[ 0 . 

k P 

这就是说，我们可以利用气压计来测髙度_根据这原理，人们制 
造了轻巧便利的简易髙度计.当然，影响气压的条件很多，除了 
梅拔高度外，还有温度、湿度等气象因素.因而利用气压计来测 
髙度，只能得到比较粗略的结果. 

§3变量分离型微分方程 


本节介绍一类可以通过不定积分求解的微分方程一变量分 
萬型方程.先来看一个熟悉的例子_ 

例1考察一阶线性方程 


我们把这方程改写成 




如果 x = 是方程的解，那么它能使上式成为恒等式,两边求 


不定积分得 


A 此得到 




^ Jfl (i)df + C f , 
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或者写成 



+ e c * *e 







因为 C 是任意常数，所以 C = 可以是任意非0常数.又因 
为夂30显然满足原来的方程，所以上式中的 C 还可以取0值.我 


们重新得到熟悉的结论：方程 


的一般解为 


dx 

dt 


(0 


Ce 


、⑴ d 



这里 c 是任意常数, 


推广上面例子中的方法，可以求解一般的变量分离型方程, 


(3.1) 


^ =/( O ^ W . 


事实上，如果 fifOO 关0,那么方程 (3.1) 可以 改写为 


dx 

9W 


- /(0 d ^ 


再对两边求不定积分就可得到 




十 C, 


这式以隐函数形式给出方程 (3.1) 的解.另外，如 果有％ 能使 p ( x 0 > 
= 0,那么常值函数也是原方程的解. 

例2溶液里原有甲种物质 A 克和乙种物质 B 克，这两种物质 
按定比 a :^； 七合生成丙种物质 + # = 1). 设到时刻 i 为止总共生 
成丙种物质 \( t ) 克(耗用甲种物质 ^(0 克和乙种物质和⑺克）. 


因为化合反应的速度与溶液里甲乙两种物质的离子相互碰撞的可 
能性成正比，也就与这两种物质尚存的质量的乘积成正比，所以 
齒数 x = 应满足方程 

djc 
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下面，我们分两种情形讨论这方程的解 # 

情形1 A / a ^ zB / fi , 这时方程可按以下步骤求解 • 首先^分 

离变量得 


dx 


(A - otx ) ( J 9 — 0 x ) 

其次，对上式左边作部分分式分解得 


kdt. 




— Ba 


Px A 


^―) 

-ax / 


dx = J^dt f 


即 




a 


A - ax 


dx - ■ Ba)dt % 


由此得到 


A - ax 

B — px 


Q e HAP-Ba) t 




设 f = 0 时 X = 0, 则可确定0=乂/5.于是 


A- ax _ A 

B — 爲 x B 




畢 


为简便起见，我们引入记号 

A 


e HAp-Ba) 




于是 


A - ax 

B — gx 


u 


X 


Bu - A 
fiu — a 


如果為 kCB / jS , 那么 ] im u = 0, 因而 


lim A/a, 


lim ax = Aj 

—+ QO 


A 


lim fix = 玲 —— <iB m 

—* 丄 /V% Ot 


种物质最后消耗殆尽，乙种物质最后剩佘量尚有 


这就是说：弓 
丑一月 ^ 克 .如果 A/a>B/ 芦 ,那么 lim u 

j ^ 1 u 


* 



OO ， 因而 


lim x = B/ 卩 . 


这就 是说： 乙种物质最后消耗殆尽，甲种物质最后剩余量尚有 
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/ - a* 克 . 

猜形 2 A/a = B /^ 这时方程成为 

分离变量得 


求不定积分得 



即 



=+ C f 


设 i = 0 时 x =0， 则得 

r 




kafit + C • 




当 f ^ + CO 时， AT — X / Ct ， 甲、乙两种物质最后都消耗殆尽. 

I 

通过引入新的未知函数或新的自变量，可以把某些微分方程 
化成变量分离型方程.请看下面的例子. 

例3考察方程 

引入新的未知函数 



我们得到 
274 


X = tu 9 

dx ( Au 

- =11 + t —— 

at dr 


代入原方程得 


Au \ 


du — /(tp — u 
dt " t 


这是一个变量分离型方程. 


例 4 考察方程 


dx 



ax + fit 
yx + St 


)• 


这是属于例 3 那一类型的方程 


dx 

dt 


f X ry 

a ——+ 芦 



X 




X 


y t 



p 


例 5 考察方程 


dx 



ax + + A 

yx +St+ n 


( a 5 - 存 y 本 0)， 


这又可以化成例 4 的 情形. 事实上，取 々和 ^满足 


然后作变换 


(2^0 + + A — Oj 

yx 0 + 5t 0 + // = 0, 

+ x 0f 


我们得到 


r + f 0 ， 


dr 


4 f 


dx dt 

dt dt 



ax + 外 + A 
yx + fit + p 




)• 
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§4 实变复值函数 


对于代数方程式，我们已经有过这样的 经验： 即使是实系数的 
代数方程，为了弄清楚它的根的状况，最好到更广泛的复数范围内 
加以讨论.在处理微分方程的某些问题时，例如求解髙阶常系数 
线性微分方程的时候，也会遇到类似的 情形： 虽然是“实”的微分 
方程，所求的也是实解（实值函数解），但中间过程却需要在更 
广泛的复值函数范围内进行讨论.本节为这一讨论作准备. 


4 .a 复数与平面向量.复数序列的极限 


我们把形状如 

w - u + iv 


的数称为复數，这里 〖 = 1是虚单位，而《和 y 都是实数 . ti 和 

I 分别称为复数 w = u + & 的实部和虚部，记为 

Rew = u 9 Imw - v % 

全体复数组成的集合记为 c . 

复数的加法和乘法定义 如下： 


+ (u 2 + it 2 ) (Itj + Ug) +i{v 1 ^v 2 ) f 

(«1 + iv^*(u 2 + iv 2 y 

=<UiU 2 - + i{u x v 2 + v x u^) m 

^&此又可导出作为逆运算的减法和除法的表示 

(«i + - (« 2 + iv z ) - (u t ^ u 2 ) + v 2 ). 




^ tV x _ U { U 2 + ^^2 


# 



tJ 2 + tv 2 



2 




(作除法时要求 w 2 + tV 2 ：^0， 即 u 〗+ t ；|9 tO >, 

复数 《； = « + & 可以解释为平面直角坐标系中坐标为 (u,v) 的 
点*这点的极坐标为 ( r ,0), 其中 



我们把 

w = r(cos0 + isin0) 

称为 复数的极坐标 表示. 采用这种表示来计算复数的乘方特别方 
便： 

w n ~ r n (cosn@ + t5inn0) # 

复数 w 的极坐标表示中的 r 和0分别称为这复数的模和 幅角， 并分 
别用符号 M 和 Argw 来表示. 

复数 b 还可解释为长为 M 方位角为 Arg w 的一个平面 
向量一例如起点在 (0,0) 终点在 ( W ) 的平面向量.对许多情形 
(但不是一切 情形〉 ，向量的起点是无关紧要的.对于不必考虑起 
点位置的情形，我们认为向量是可以平行移动的，并把这样的向量 
叫做食由向量.我们把复数解释为平面自由向量.采取这样的约 
定有许多方便之处.例如，为了表示若干个复数之和 

w = tv l + w 2 + ^ + W UJ 

我们可以把％的起点移到％的终点，再把％的起点 移到％ 的终点， 
…， 最后把 Wn 的起点移到^^^的终点.于是，和 W 就可以表示为 
从％的起点到 Wn 的终点的向量(见图 7-2). 



图 7-2 

复数的模正好是表示它的向量的长度，它满足以下的三角形 
不等式： 
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这不等式意味着三角形两边之和大于第三边.我们也可用代数方 
式证明这一不等式：因为 


所以 


(«1 +^ 2 ) - («1^ 2 + V X V 2 ) 

二 iu l v 2 - v l u 2 y^ y 


u x u 2 + v l v 2 ^\/ u \ 十 yf • v/u 



v 


(这称为 Cauchy 不等 式）， 利用这一结果，我们得到 

(«i + w 2 ) 2 + (* M ) 2 

- ( I{ 1 + ^1 ) + 2 (^ 1^2 4 - V 1 V 2 ) + (uf + v V) 


-f yj) + 2\/uf +vl - \/u\+v\ + 


v 2 2 ) 


(\/uf 4 - v\ -f v/u| + 


V 7 (Uj + « 2 ) 2 + (y A + V 2 ) 2 ^\/u\ ^rv\ -¥\/u\ + v\ 


卻 

+ I^L 

这不等式还可推广于 m 个复数的 情形： 

% 

|« ； 1 +M； 2 + .-. + W m |<|jy 1 | 4 - \W 2 \ + … + \w m \ m 

我们来考察复数序列 


w n = u n + iv n , n = 

设0 = ^1 +汨是一个复数，如果对任何实数 e >0, 都存在自然数 
. N ， 使得 n > N 时有 

\ w n -C \ <€, 

那么我们就说复数序列{«^}收敛于极限记为 

lim w n = C 或者 w n ~^ C , 

由于以下定理，涉及实数序列极限的许多论断都可以翻译成 
适用于复数序列的相应结果. 

定理1复数序列= u TO + iv n 收敛于 C = A +汨的充分必 

要条件是序列 《«和序列〜分别收敛于 X 和5, 

证明 我们有不等式 

\u n -A \ \ 

jd C ! 
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=- A ) 2 + (v n - By 2 

s ^[ u n - A | + \ v n - B \ 9 n 

4.b 实变复値函数 

* u 

设 Dc ： R ,£= C . 我们把从乃到£的映射 

w = /(t> 

称为实变复值 禹数. i^uj = u + iv 9 /(O =« p (0 + < V (0, 则实变复 
值函数 w =/( t ) 相当于一对实函数 

u - <p(t ) , V = ^( 0 . 

我们引入实变复值函数作为工具， 是 为了更方便地研究实函数. 
至于以复数为自变量并且也以复救为函数值的函数，则是另一门 
课程——复变函数论一讨论的主要对象. 

关于实变复值函数的极限，也有两种定义方式 一 序列式和 
方式.这两种定义分别陈述如下. 

定义(函数极限的序列式定义）设实变复值凾数《/ = /(0在 
沒(*。, 7) 有定义， cec . 如果对于任何满足条件的序列 
0«} ej 5( t 0 ^), 相应的函数值序列 {/( t n )} 都以 C 为极限，那么 
我们就说时函数 / G ) 趋于极限记为 

lim /( t ) = C # 

1 一％ 

定义(函数极限的式定义）设实变复值函数似 =/( t ) 在 
没⑴, 7) 有定义， cec . 如果对于任意实数 s > o , 存在实数 5> o , 
使得只要0<|卜?。1<5,就有 

1/(0 - C j <Ce, 

那么我们躭说时函数 /(«) 趋于极限 C ， 记为 

lim f ( t ) = C % 

卜 

同以前一样，可以证明上述两种定义是彼此等价的. 

关于函数的极限，也有与定理1类似的结果. 

定理 2设实变复值函数 /( d ( t ) + *>(0 在 tUh ’ ro 有定 



义(炉和 0 都是实函数)，而 C = A + 和 B 都是实数)，贝 IJ 

Hm /( i )= C 的充分必要条件是* 

卜“0 


lim <p(t) = A ， lim 少 （ t) = B• 


钲明可以利用序列式定义并引用定理 1 来证明.也可以利 
用式的定义并引用以下不等式直接加以 证明： 


|炉((） - A 

| V ^(0 -B 



二 - A ) 2 + 帆 t) 一 B) z 

炉⑴ - 乂1 + 丨妒 ⑴-丑 I • □ 

设实变复值函数/(0 = < P ( t ^+ 印⑴在 f /( io ，/7) 有定义，如果;: 


lim/(t> =/(t 0 )， 

卜 *o 


那么我们就说这函数在*。点连续. 

定理3择实变复值函数 /( d ⑴+坳⑴在有定义 - 

(炉 <0和都是实函数)，则/(0在^点连续的充分必要条件 是:. 
f ( t ) 和 #( t > 都在 t c 点连续. 

设实变复值函数/⑺=州）+增⑴在 rG 。， 的有定义，则 /O 
在心点的导数广（％)仍定义为 


// (t 0 ) = lim 


f (0 ~ / (^o) 

f 一 t 0 




定理 4 设实变复值函数 /(O = +蜻0)在有定义: 

(炉(0和! K 0 都是实函数).则/(0在^点可导的充分必要条 件是： 

史 (0 和都在点可导.当这一条件满足时，我们有 


/’（亡 0) = 炉’（尤0) + ((£!)• 


在第四章§ 2中所证明的关于和差积商的求导法则以及关于 
复合函数的求导法则等，仍然适用于实变复值函数.例如，关于 
复合函数的求导法则可陈述如下：设实函数5 = 0 G ) 在点可导,. 
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实变复值函数 《^/<S) 在 s D = 5 (t 0 ) 点可导，则复合函数切= 
./。州)在《。点可导，并且有 

所有这些法则都可以仿照第四章§ 2里的办法加以证明，或者对 
函数的实部和虚部分别运用那里的法则而得到. 

设实变复值函数 /(G 在区间I上有定义.如果存在一个实变 
复值函数 F(0, 它在^连续，在 P 可导并且满足条件 

^ (o=/(o, v^e/°, 

那么我们就说尸是函数/的一个原禹数. 

定理5为使实变复值函数 ^(0 =^(0+ #(0是实变复值函 
数/(0 = K0 + W(t) 的原函数，必须而且只须0⑴和穸⑺分别是 
史⑴和的原函数. 

由此又容易证明：如果 F(t) 是/(0的一个原函数，那么 /G) 
的一切原函数都可以表示为 

F ( t ) + C , 

这里 C 是一个复 常数. 我们把/0)的原函数族 + C 称为 

函数 /(t) 的不定积分，记为 

_ _ 

JV ( ⑽ = 尸 ⑴ + C. 

:如果/⑴ = + 和0⑴都是实函数)，那么 

f/(t)dt = + f 


4.c 欧拉 （ Euler) 公式 

以任意实数为指数的方幂0已在第三章§ 4中给出了定 
义. 这里，我们来讨论以复数 c = a + 为指数的方幂.为此，先 

来介绍V的另一等价的 定义. 在以下的讨论中将用到几个重要的 
极限： 

1 ^ 

lim (1 + o)^ = e ， 





lim 


ln(l+/0 



lim 


arctg y 

~ y ^ 




注意到 


lim 











和 


limf 1 


n/ 


n 


1 


我们可以把 y 定义为 


lim 


鳝 



,VfleR. 


这种定义方式容易推广到复指数的情形. 
定义对于 + 必 ec ， 我们规定 


lim 



^ V 

n / • 


尚须证明：对任意给定的复数 

■ 

必定存在，为此，我们把复数 (1 + 
形式 

ib 



ib , 上面定义中的极限 

写成极坐标 




a + 

« ) 







这里 


r n (cos0 n + isin0 n ) 






2 




e 


n arctg 


(设 》> M > • 
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哦们有 


lim In 


lira 


因而 


又 


n . / 2a 

2 ln { 1+ T 


2a a z + b 2 



+ b z \ 

n«~ ； 


lim 


n 


2 a a £ + b 2 

一 + 
n 


^ b 2 \ 

) 


a 


limr 


lime 


r 


e 


m 


lim liml n arctg 


n 



a 


lim i n —- 





n 


这样，我们证明了 


liml 1 


d + ib 


J = e* (cos 办 + tsin^) 


卿 


(4.1) 

对于 a =0 的倩形有 

(4.2) 

A 此又可得到 


ib - e m (cosZ? + i8in&) # 


e % 


cost + 1 ‘siuft 


(4.3) 


丁 


COS 


,sin b 


e 


e 


以上这些公式都称为 欧拉公 式，利用这些公式，可以很容易地将 
指数运算的基本关系推广到复指数情形， 


e 


e 


e 




事实上，我们有 



4 


=e* 1 (cosh + isin^) • e*2 (cos ^ 2 + isin& 2 ) 

= e*i + 0 2 [ cos ( ft 1 + b 2 ) + isin (6 1 + 〜）] 

^ 2 + o 2)+(( 丨 1 + 办 2) 



由欧拉公式可得 

•• 


±.*| 

e 2 


jt 


cos — + i sin 


9 



e ±in = cosjt ± i_ sinTt = 一 1， 

e i2tn - cos 2 fcrt + t sin 2 ^n * 1, V k ^: Z . 

特别地有 



这后一式子很有意思，它把数学中最重要的五个数1 ， 2 J 〆 ， * ‘联 
系在一起. 

利用欧拉公式，我们还可以把复数的极坐标形式 w = r(cos@ + 
isine ) 写成 

w - re { 9 y 


这里 r = M 是复数的模， 0 = Arg & 是复数 W 的幅角，请注意 

e 4 ® = cosd + isin^ 


是一个模为1的 复数: 

4 



它表示与极轴夹0角的一个单位向量.再来看复数 


ie i9 = — sinO + icosQ. 


因为 


l & i 9 ^ G in /2 ^ e i$ ^ e i (tf + 蕙 / 2 ) 


所以 ie 〃是与 e 〃垂直的一个单位向量（图 7-3). 

最后，我们来考察实变复值函数 

/(f) 二 + i p、t ， 

这里 t€R， A=ce + #eC («, iS 6 R ). 根据欧拉公式有 

e ( 0 + i 於） 4 = e B 4 (cosjSt - isinj90 # 

又依据定理4,我们求得 
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f f (O = (e fl< co8jSO / + i(e ai sin^V) f 

= e a% (acosj^ - jhinJ31) 

+ ie° % (asinfit + ficosfit) 

=(a + fj5)e <fl + * 及 " =Aa**. 

:这就是说，以下熟知的求导公式对于 A6C 的情形也仍然成立 《 v 

I 

曲此又可得到关于原函数一不定积分的相应公式 

e x * dt - je ^* + C 9 

V 

例设 a,£^R, 试求不定积分 

\e* t cosbt dt, (e ai sinbt dt # 

解记； 1 = ^1 + 仏，则所求的不定积分恰好分别为下式的实部 
:和虚部： 

fe* 1 (cosftf + isinbt)dt - \ e Xi dt 


k 


e 


C 


a + to 


~e (a ^ ih) % + A + i 丑 


ib 


a 2 


( (cos^t t- i&inbt) + A iB 


* 
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高阶常系数线性微分方程 


形状如 

d n r d n ~ l x 

(5.1) 研+ a n - l ( 0 ~^ Jn^i + *•* + a o (. O x = ^(0 

的微分方程称为 n 阶线性微分 方程.如果那么我们就 
说这线性微分方程是齐次的，否则就说它是朴齐次的. 

考察非齐次线性微分方程 (5.1) 和与它对应的齐次线性微分 

方程 

d n x 

(5.2) dt 11 十 1(() dt n 4 + …+ = 0. 

设是 (5.1) 的一个确定的 特解. 如果 P ⑺是 (5.1) 的任意一 
个解，那么_ 

XO = ^(0 -^o(0 

应该是 (5.2) 的解.反过来，如果是 (5.2) 的任意一个解，那 
么炉 (0 =_(0+ n ⑴也就是 (5.1) 的解.由这讨论我们得知：非 
齐次方程 G.1) 的一般解! KO 等于这方程的（任意一个）特解 
% (0 加上相应的齐次方程 (5 , 2) 的一般解0 (>)• 

如果在 n 阶线性微分方程 (5.1) 中，所有的系数 a n -,CO,»% 
叫 (0 都是常数，即 

I 

三〜 —"••• ， a Q {t)=a Q , 

那么这方程就称为 n 阶常系数线 性微分方程，这类方程的一般形 
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于是，我们得到 


C03&t dt 


acos^f + bsinbt 


a 2 + b % 



A 




sinbt 


asinkt — bcosbt 



B 




这里 a 和 s 是任意实常数 • 


5 

OS 



式为 


d n x 


+ a 


d n ^x 

dt ^ 


+ 




+ a 0 x- 6 ( 0 • 


我们引入微分算子的记号 


D 


d 


dt 


采用这样的记号，上面的方程可以写成 


( D tt + fl n -1 D n - 1 + 


»■拳 


+ fl 0 ) 




请注意，在这样的写法中， D 表示求导一次的运算， D » 表示求 
导火次的运算， 〜表 示乘以％的运算.我们把 


P(D) =iD n +a n ^D^ + 




\-a 


称为是 算子多项式. 在这多项式中把算子 D 换成变元 A ， 就得到 
相应的特征 多项式 




p(A) = A n 

对于相加、相乘和乘以数这些代数运算，适用于文字 a 的那些法 
则也同样适用于算子 D .如果 P ( A > 分解为若干个因式 Pl ( A ) , 

Pm ( A 的乘积 


p(A) = Pl (A)...p m (A), 

那么算子多项式 P ( D ) 也就分解为相应的因式的乘积 

P(D) = 〜 (0)… ‘(D). 

我们可以利用适当的因式分解来求髙阶常系数线性微分方程的 
解.为了叙述简便，使初学者更容易领会精神而不致为运算的细 
节所烦扰，这里只介绍二阶常系数齐次线性微分方程的求解方 
法.更一般的讨论在本节后的附录中， 

阶常系数齐次线性微分方程的一般形式为 


d 


dt 2 



a 


dx 

dt 


+ a Q = 0 # 


它的算子多项式为 


p(D) = D 2 + iijD + a 0# 


2ST 



湘应的特征多项式为 

p (A) = A 2 + ajA» + Aq # 

以下分三种情形讨论 • 

情形1设 P ( A > 有不相等的两个实根心和；^这时 

P ( 又 〉= (A — Aj) (A — , 
p(D) = (D — Aj) (D - A 2 ). 

.令 x! = (D - ，则 h 应满足 
由此得到 

A i * 

x x = Vie , 

这里 Vi 是任意常数，未知函数 r 应满足 

( D - A 2 ) x ; = x 1 (0. 

曲此又得到 

x = e 2 * 2 x^t^dt + y 2 ^ 

a 2 < / f (A,-*-) I \ 

=e dt 十 y 2 ) 

y , a 2 * 

* + y 2 e 

i ^ A * I 

= ^ i e + C 2 e , 

「这里 G = 义二 1 〜和 C 2 = y 2 也都是任意常数， 

情形2设 P ( A ) 有二重实根〜这时 P ( D ) 分解为 

令则6满足 

(D — /0 尤 i 52 0. 

于是 

.又从 
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得到 


(30 — /i) x —■ j (£) 


4 


di + C 2 ) = (C^ + C 2 )^* # 

情形 3 设 p ( A ) 有一对共辄虚根 y = p + k 和罗 = p-*w •这 
时 

p(D) = (D - t；)(D — P)_ 

类似于倩形1中所作的，在复值函数范围内进行讨论，我们看 
到：那里所得的公式对于 A ^和 4 = P 也仍然适用.我们得到 
复值函数范围的一般解 _ 

x = y 1 e p$ +y 2 e ’*， 

其中的6和7 2 是任意复常数 ， 这样形状的表示式，概括了方程 
的所有复解，当然也概括了方程的所有实解.我们来考察，复常 
数)^和7 2 满足怎样的条件能使上面的表示式给出实解.容易看 
出 

S = y ie 7 * + f 2 e v \ 

要使*=巧必须而且只须 

■ 

9i = V29 Vz = y\* 

这就是说，要使给出实解，必须而且只须 Vi 和 
y 2 是彼此共轭的复数.如果取 

Vl = 音 (。1 - *。2)， V 2 = t (。1 + ‘ C 2 ) ， 


那么就得到了实函数范围内的一般解 

x = C x e p * cosoit + C 2 g * sirifot f 

这里的 q 和 c 2 是任意实常数. 

以上所得的结果可以列表小结 如下: 
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作为上面结果的应用，我们来考察本章§1例4中所述的弹性 

，振 动鲁 ' 

例1对于无阻尼振动的情形，运动方程为（参看§1例 4): 


d 2 x 




这方程的特征多项式 


p(A) =s A 2 



fc 



有两个彼此共轭的虚根七， 


士 iw， 这里 





我们求得微分方程的解 


x = + C 2 sinwt = Asin(^ + 沪）， 


这里 

A Cf +Clf sinjp = Cj/A, 

象这样的运动 

x = Asin(<yt + <p) 

被称为简谐振动 # 振动的周期 T 应满足 


因而 


cjT = 



2 


lm 


costp = C 2 /A # 


例 2 阻尼振动的情形.如果物体除了受弹性恢复力作用而 
外还受到一个与速度成正比（方向与速度相反 > 的阻尼力的作 
用，那么它所遵循的方程为 


d 2 x h dx 
dt 2 m dt + 



:这方程的特征多项式为 
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p(A) = A 2 + 



视 A 和 4 的不同情形， PW 的稂七和毛也呈现不同的状况， 

積形1 A 2 -4mft>0. 这时两根\和 A 2 是不相等的实数，并 
且都是负数.运动方程的一般解为 

+C 2 e x 2\ 

这里的常数仏和(； 2 可由运动的初始位置 心和初 始速度％来确定 # 
因为七 <0, 心 <0,所以 

lim X(l) m Q % 

4 - 

这种情形，由于阻尼过大，物体并不来回振动，而是趋于平衡 

位置. 

情形2 A 2 — = 0,这时 P(A〉 有相等二实根 凡1 58 A， = =s 

- 运动方程的一般解为 


(C.t + C,)^^ 


这一情形也有 


lim r(t) =： 0 t 


情形3 P - 4 mt <0 .这时 P ( A ) 有一对共轭虚根 A 1>2 = < 


并且 


P 


A ji 十 Ag 


2 


2m 


<0 


方程的一般解为 



C x e pi cosott + C 2 e 声 1 sin ⑽ 

Ae pi sin{(Ot + 


C 】 


A = \/Cf + C| , sin^p = 


cosf 



對这一情形，物体才真正往复振动.又因为 P <0, 所以振幅 
不断衰减趋于0 » 

lim Ae pi s 0 # 
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附 录 


在这附录里，我们来讨论高阶常系数线性微分方程的求解问 
题.先来考察二阶常系数非齐次线性微分方程 


(5 . 3 ) 


Ax 

+^ = ^(0 


相应的齐次方程的通解是已知的，所以只须求出方程 （5.3) 的一 
个 特解， 设这方程的特征多项式 =^ + fll A + a 。 分解为 

q (A) = (A — A t ) (A — A,), 

则算子多项式吖 D ) 也分解为 

fl (D) = (D-A 1 >(D-A 2 ). 

方程 （5.3) 可以写成 

■■ 

(D — Aj) (D — A 2 )x — ^(0« 

依次解以下两个方程 

(D - X 1 ')x l = 6(t )， 

(D — = Xjy 

就可求得方程（5.3>的特解 • 

对于心和；1 2 是共扼虚数的情形，按上述步骤求得的方程 (5.3) 
的特解有可能是一个复值函数 ^(0= ^(0 + 这时应有恒等 

式 

d 2 2( t ) 

一 — + a i dt — + 


比较上式两边的实部，我们得到 


d 2 x (0 

TP - 



dx (0 / 、 
^1 ~+ ^ 0^(0 


Kt \ 


这样，不论心和心是实数或者是共轭虚数，我们都能够求出 
方程 (5.3) 在实函数范围内的特解，从而完全解决了这方程的求 

解问题， 
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再来考察一般的 《 阶常系数线性微分方程 

— d n x d n ~ l x 

<5.4 〉 dT 11 + + •_• + QqX= b(t ) ， 


其特征多项式为 

p ( A ) — + ^ + •** + dQ m 

在实数范围内，可以把特征多项式表示为以下形式的一些不可约 
掘式的乘积 


A — 又 1 ，^ A — 

A 2 + 只】 又 + •“ ， A 2 + + Vif 


这里 AfW ; 都是实数， + + h 没有实根 0;1,“ •尤 /= i , 

…， H + 2 Z = n ). 子是，算子多项式 p ( D ) 也相应地分解为 


p(D) s (D — Aj)••• (D — Afc) 

• (D 2 + ^1^ + j/ 1 )«*(D 2 + #*jD + |/j) # 

于是，方程 

(5.4) p(D)jc = ft(0, 

可以通过以下这些方程来求解 


(D - 久 fc) 艽 k ; ^k—it 

( D 2 +/ i!D + 


(D 2 + // l D + ui)x = x n _ l0 

:以上每一个方程的解法都是已知的. 

通过上述讨论，我们原则上解决了一般的髙阶常系数线性微 
分方程的求解 问题. 但对于具体的方程，所述的方法并不一定总 
是最简便的方法.在这里，我们不能对实际解齄的有效方法作进 

一步的介绍了 • 这方面的问题，留待读者将来学习微分方程课程 
肘再加以讨论. 
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§6 开普勒行星运动定律与牛顿万有引力定律 

十六世纪后期，丹麦天文学家第谷•布拉赫 （Tycho Brache ) 

以坚韧不拔的毅力，对太阳系的行星运动进行了长达20年之久的 

精细观测，积累了丰富的观测资料.他的助手，德国人开普勒 
(Jeanne Kepler) 曾参与部分观测工作并继承了他的全部观测 

数据.在此基础上，开普勒又进行了长达20年的研究，总结出关 
于行星运动的三大定律， 

开普勒第一定律行星绕太阳运行(公转)的轨道是椭圆，太 

P 0 位于椭圆的一个焦点上. 

开普勒第二定律从太阳中心指 

向一个行星的有向线段(向径），在同 

样的时间内扫过同样的面积.换句诘 

说就是：向径的面积速度是常数（图 
7-4). 

开普勒第三定律各行星公转周 图 7-4 

期的平方与其椭圆轨道长轴的立方之比是一个常数./ 

通过对开普勒三大定律的分析，牛顿判断行星应受到一个指 
向太阳的力的作用，这力的大小与行星的质量成正比与距离的平 
方成反比.但这是一种什么力呢？经过缜密的思考，牛顿终于悟 
出道 理来： 这种力与地球上使物体下落的重力是一回事，它是存 

在于一切物体之间的相互吸引力.这样，牛顿总结出以下万有引 
力定律. 

万有引力定律任何两个物体之间都存在着一种相互吸引的 

I 

力（称为万有引力）.这力作用在两物体连线上，它的大小与两物 
体的质量的乘积成正比，而与这两物体间的距离的平方成反比. 

在本节中，我们首先说明怎样从开普勒定律导出万有引力定 
律，然后再反过来从万有引力定律推导开普勒三大 定律， 后一论 
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证的重要意义在于指出：任何受到与距离平方成反比的有心力作 
用的物体，都遵德与行星运动 相类似 的运动规律.于是，我们得 
知，月球绕地球的运动应该遵循类似的规律> 人造卫星绕地球的 
运动应该遵循类似的规律（牛顿实际上已从理论上预言了发射人 
造卫星的可能性);原子^部的电子绕原矛核的运动也应遵循类似 

的规律（因为原子核与电子间的静电吸引力也是与距离的平方成 
反比的力) • 

h 

6 .a 必要的准备 

本段从几何和力学两方面为以下两段的讨论作准备. 

在将要进行的讨论中，需要用极坐标表示椭圆轨道.我们先 
来推导橢圆的极坐标方程 • 把极点选在椭圆的一个焦点上，让极 
轴沿着棚圆的长轴指向远离另一焦点的方向(图 7-5). 按照定义， 

椭圆是到两焦点的距离之和等于常数（设这常数为2幻的点的轨 
迹.椭圆的方程应为 

^ _ _ 

r + \/r z + 4C 2 + Arc cosO = 2a 

(这里设两焦点间的距离为 2 c )， 



图 7-5 

在上一方程中，先把左边的第一项 r 移到右边，再取两边的乎方 
消去根号，我们得到 

r 2 + 4^ a + Atc cos0 = r 2 + 4a 2 + 

由此又可得到 # 



b 2 



a + c cos0 - 1 + e cos0’ 
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这里 



这样，我们得到了椭圆的极坐标方程 

f * X VecoTe • 

_ 

其次，我们利用复数来描述质点的乎面运动，推导质点运动 
方程的极坐标 形式， 考察在平面上运动的一个质点.它在时刻* 
的位置可以用从原点到这点的有向线段(向径)来表示，也就是说 
可以用复数 2(0 =攻0 +以⑴来表示.从时刻《到时刻 t + Ah 质 

点从位置 z ⑴运动到 + 它的位移可以用一个向量 

Az(0 = z(t + At) - ； ?(t) 

■ 

来表示.在这段时闻里，质点的平均速度为 


A 2?( i ) 

At 


z(f + At) - ^(i) 

At 


这是一个向量.让 At - O , 我们得到瞬时速度 


吨） 


A«(0 



djg(i) 

dt 



(0 + i > ; (0. 


y 
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m 7*6 


瞬时速度也是一个向量，它正好沿着质点运动轨迹的切线方向 
(图 7-6). 瞬时速度向量的模 


kCO | 







(〆（《)) 


正好等于质点通过的路程 5 对时间的导数.为说明这一事实, 
要指出 


ds 


5^ v / ( d ) 



(y r (0) 2 . 


事实上，我们有 


s(t + At) — s 〈 t) 

利用积分中值定理可得 




1： 


+ A * 


\/{x / (r)p+ (j/ / (t)) 2 d 、 


s(t + At) - s(t) = \/ (x / (f)) 





s(t + At) — s(i) 


V ^ O 7 ^)) 



(少 7 ⑺ ） 2 , 


这里 <« + △«• 让 0, 我们得到 


ds 

dt 





( 〆 （ ⑴ 2 • 


我们看到，瞬时速度向量 KO 


dz(t) 

很好地描述了运动 的瞬时 


状况：它的大小即路程对时间的导数，它的方向即运动轨迹的切 
线方向. 

根据同样的道理，运动的加速度也表示为一个向量 

dv d 2 2 
a 一 dt"dt 2 • 


于是，对于质点的乎面运动，牛顿第二定律的数学表示为 



d 2 JJ 


尸, 


这里作用力 F 也是平面上的向量（因而也用复数来表示). 
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在力学中，人们常常用小黑圆点表示对时间 t 求导，例如 


^(0 


等 ，―这实际上是牛顿本人提议的 


记号.以下我们将采用这样的记号. 

为了以下讨论方便，我们来推导质点运动方程的极坐标形 


式.我们知道，任何复数 Z 都可以写成极坐标形式 

z = r(cos0 + isinS) = re i0 9 

特别地，对于在平面上运动着的质点的位置向量（向径） 
应有 


(0 


⑴ d ⑴. 


对 t 求导得 


f(e i + r 冷 （ ie M ). 


我们知道，是向径方向上的单位向量，而 

与^ s 垂直的单位向量.速度=力 (0 沿这两方向分解为 


fit 


是 


v-v T (e i9 ) +v $ ( K ie i9 ) f 


这里 


t ， 


r6 




将前面得到的$的表示式再对《求导一次，我们得到 

I 

2 = f (e") + + f (ie") 

+ r^(te ,# ) - r6 2 (e* 

=：(!• — r ^ 2 ) e ie + (2分冷 + r 沒 ）（*V *)• 

加速度 a = 2沿两方向 w # 和“分解为 

a - B ) + a 9 (ie* *), 


* 


这里 




rd 2 


2t6 + rB^ 


作用在质点上的力 > 也沿这两方向分解 


I 


F^F r (e i 9 )+F t (w i9 ^>. 


我们把运动方程 
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= F 


改写成 


ma r (^e i 9 ) + ma 6 (ie l 9 ) 

^ P T ( e i9 ) + F e ( ie "). 


上式两边乘以然后比较实部和虚部，我们得到 



即 

- r^ 2 ) - F T9 m(2r 冷 + r 汐） = F “ 

这就是质点运动方程的极坐标形式（适用于质点的平面 运动〉 . 


S.b 从开普勒定律导出万有引力定律 

j 

开普勒第二定律说：从太阳中心指向一个行星的向径，在栢 
等的时间内扫过相等的面积.换句话说就是：向径的面积速度等 
于常数.我们来推导面积速度的分析表示式.从时刻 t 到时刻 
t + At , 向径从 0(0 位置转到 + 位置，所扫过的面积近似 
等于 

AA = yr 2 A0 = yr 2 (0(t + At) - 0 ⑴) • 

由此求得面积速度的分析表示式 

k 

dA .. AA 1 2 d0 

■dr = Ai m oAT = Y r dt» ， 

即 

A = y f2 ^. 

开普勒第二定律的数学表示 即为： 

(6.1) r ^ = h (常数 ）• 

对上式求导得 

2rr^ + r 2 B = 0 . 


Ird + r 沒 = 0 


由此得到 
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这样，我们得到 

F 9 r= m{2t6 + rB) = 0, 

F = F r (e ie ) + F $ Oe i$ )^ F r e^ # 


这就是说，行星所受的力作用在太阳与行星的连线上. 

其次，根据开普勒第一定律，行屋绕太阳运行的轨道是一个 
椭圆，太阳中心在椭圆的一个焦点上.我们用极坐标写出轨道的 
方程 


由此得到 



P 

1 + ecosQ • 





P 


(1 + 5COS 0) 



后一式两边对《求导并利用 （6.1 ) 式可得 




t 




S (r^)sind^j 





这式两边再对 t 求导得 


f 


ek 



V 


• COS0 



这样，我们求得 


a 


t*-r 冷 2 


f 


( r ^) 


2 


Z 


300 




mh 2 1 





下面我们指出 t = 是一个常数（对太阳系中所有的行星都是 T 
一样 的）. 我们注意到：面积速度^二^^^二+纟与周期了相乘: 
应该得到椭圆的面积 


由此得到 




2nab 
T ， 


h z = 


in 2 a 2 b 2 

~J^2~ • 


根据开普勒第三定律，应有 

T 2 = Aa 3 ; 

这里的比值 A 对太阳系中所有的行星都相同.于是 


我们得到 



F r =~ l^m ^2 ( t 是常数) . 



这就是说：行星所受的力指向太阳，它的大小与行星的质暈 
成正比，与行星到太阳的距离的平方成反比. 

牛顿正是从这些结论出发，通过进一步的思考，总结出著名 
的万有引力定律的. 


6 . c 从万有引力定律推导开普勒定律 

4 

稂据万有引力定律，行屋受到指向太阳中心的引力的作用， 
行星在某一时刻的速度向量与太阳中心共同决定一张平面.容§ 
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判断：行星以后的运动不会离开这一平面（因为在垂直于这平面 
的方向上親没有速度，又没有外力的作 用）. 我们在这平面上取 
以太阳中心为极点的极坐标系，于是， 行屋所 受的力 i 7 表示为 


其中 


F-F r Ce i9 ) 


F 


G 


Mm 


F 


奢 


这里 M 是太阳的质量， m 是行星的质量， C 是万有引力常数.行 
星的运动方程可以写成 

铲 一 r 冷 2 = — k/ r% 9 + r& - 0^ 

这里 & = 后一方程两边乘以 r 得 


或 


2rr6 + r 2 B = 0 


d 


dt 


(r 2 ^) = 0 


_ 


这说明面积速度为常数 


(常数 )• 


再来考察方程 


(6.2) 

沪一 

记《 = 1八，则从 


可得 


我们有 


r = 

:嘉 (去)在 


d 

f : 



r 泠 2 = fc / r 2 . 


6 -h 


hu 2 


* 


d « 
u 2 dO 


合 =— 


du 

M 


d 


dQ 


du 

~dQ 





d 2 u 




h 2 u 2 


d 2 u 

w 


方程 (6.2) 化成 
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P « 2 ^-/ t 2 « 3 = - tw 2 , 


即 


( 5 . 3 ) 


d 2 u 

w 


2 


〆 


这是一个二阶常系数线性微分方程.容易看出它的一个特解是 
S = k / h \ 于是，这方程的一般解为 


u = Bco^Q + Csin0 + fi/h 2 m 


这式又可写成 


其中 


于是有 


u = Lcos(0- & 0 ) + XJh\ 


L ^ x / W + C ^, 


COS^Q 


B 




sinB 


C 


o 


x / WVC 1 


u 


Lcos(0 - 9q) +/c//i* 


h 2 



丁 ^Lh cos(6 - 0 O ) 


这里 


p 


£COs(0 — 0 O ) 


:乳 Ik ， p - ^ 2 /k. 


我们得到了圆锥曲线的一般方程 


P 


1+e cos(9 — 6 0 ) 




周为运转中的行星不会跑到无穷远去，它的轨道应该是一个椭 


1 
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圆，所以 e < l # 


最后，我们来推证开普勒第三定律, 


可得 



h 2 



4 W6 2 

__ ■ ■ 

一 ft 2 


451* 

Jc _ 

h 2 

¥ 



这里 t = 是一个常数. 




利 用关茶 

b 2 
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元微积分的进一步讨论 



第八章利用导数研究函数 


§1柯西中值定理与洛必达法则 


本节介绍拉格朗日中值定理的一种推广——柯西中值定理， 
并运用这种新形式的中值定理推导关于未定型极限的洛必达 

CV Hospital ) 法则. 

l . a 柯西中值定理 

我们知道，拉格朗日中值定理的几何意义是：在显式表示的 
可微曲线段上，至少存在一点，该点的切线平行于眹结这曲线段 
两端的弦.如果考察参数表示的可微曲线段 

x=tp(0 9 y — a«p ， 

那么从几何直观上可以判断，在这曲线段上也至少存在一点（相 
应于介于《和沒之间的一个参数值 r ), 该点的切线平行于联结 
这曲线段两端的弦，即： 

〆 (!：） ^(jg)-^(g) 

炉 ( r 〉 -炉(沒)-炉 ( a ) . 

这一结果就是著名的柯西中值定理. 

定理（柯西中值定理）设函数/00和 so ) 在连续, 
在可导，并且满足条件 

(1.1) g(x)7^0, V«e(a,6), 

则存在使得 

/W-/00 no 

g(b)-g(a) = 7< I 7- 
证明由条件 （ l . i ) 可知 


g(b) - gCct)^g(c)(b - a)y^O 


因而商式 


/(&) - f{a) 

i. ■-!* vm* —^ 

g(b) - g(a) 


有意义.我们来考察辅助函数 

F(x)^f(x) -f(a)~ - ☆))• 

容易 验证： F 在[>,6]连续，在<>，6)可导，并且 

F(a) = F(b) = 0. 

于是，根据罗尔定理，存在 | e ( a ,6), 使得 


F (!) = ()• 


由此得到 


« 


f(b)-/(a) 


gW- g(a) 


f(i) 

g(i ) % 


□ 


l.b 未定式 


如果已经知道 

1W(») = ^(, Iiing(*)=B, a f A t BeR f 

那么除去減 i 例外情形，*«们可以利用下厚的运算法则去求和、 
差、积、商及幂-指数式的极限（假定在 i 00之中函数的运算 
有意义 ）* 

(1) lim(/(^) + g(x)) — A + B, 

(2) Iim(/(^) - g(x))=A - B, 

(3) lim(f(x)g(x))=AB, 

s **■ « 


(4) 


* 


fix) 
■ • ■ ■■ ■ ■ — ■_■ ^ 

g(x) 




〈 5 ) lim (/ (x))^ u> » ： lime <<#>I,ir<Jf> 


BUA 


A \ 


对于以上所说的例杯薷形分 别是： 

(0 在 （1) 中2与为异号无穷大》 
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(ii) 在 (2) 中 J 与 J 为同号无穷大^ 

(iii) 在( 3 )中 A 与霣 之一为 0 ,另一为无穷大； 

( W ) 在 (4> 中 X 与 J 间时为0或者 4与 B 同时为无 

穷大； 

(▼) 在 (5) 中4 = 1 ， B = oo 9 或者2 = 0，5=0，或者 A 
** oo , B **0. 

这些例外情形所涉及的极限类型统称为未定型.类型 (0 或 

( ii ) 被称为〜 - 00 未定型.类型 ( Hi ) 被称为 0* oo 未定型. （ i v ) 中 

• . 

I 

的两种极限类型分别被称为 | ■未定型与_未定型. O ) 中的三种 

类型分别被称为 r 未定型，0 6 未定型与 oo 9 未定型. 

未定型的极限式被称为未定式.对于未定式，上面列举的运 
算法则 (1) 一 (5) 失去效用，必须另寻解决问题的途径.下面将要 
介绍的洛必达法则， 在一定的条 件下，提供了确定未定型极限的 
有效办法——通常称为未定式的定值法. 

1.C 洛必达法则 

h 

下寧的定理1和定理2都称为洛必达 法则. 为了叙述方便， 
我们以& ( fl ) 表示的某个去心邻域，它可以是以下几种倩形 
之一 I 

V 

fl€R ， Cf(tt) = (au + n); 

V 

fl=+oo, [/(a) = ( 丑 , +oo)j 

V 

a= - oo f f/ ( a 〉= ( 一 oo ， — 好）多 

V 

o = oo , U ( o ) = ( - oo , - H ) U ( H , + oo ), 

定理 1 设 o€R ^ a = oo ; ZeR 或 / — oo . 如 l 函数 / 和 
客在点的去心邻域 f 00上可导，容0)/0， Vx € ( a ) ，并且 
满足： 

I ； lim / Oc ) = Iimg (; c ) = 0, 


UmAj^r = l 


MS 有 


lim 」 

… gw 


鲁 


定 


设 a€R 或 a 


RR 或 Z = oo • 如果函数 / 和 ff 


V 


在0点的去心邻域1/00上可导， s'00 卢0, v^c/(a ), 并且满 
足 t 


I ： lirag(x) 


I lim 


f(x) 

b-d- ■ ■ _ ■ — 

gix ) 


I ， 


则有 




l . 


在证明上面两个定理之前，我们先对问题作一番分析，尽可 
能地减少所必须考虑的情形. 

首先，在两定理的证明中，只须就 z==0 或 Z 为无穷大 ( + oo, 
-00,00) 这些情-加以讨论就可以了.事实上，对于 h]R 的其 

他情形，只荽用700=/00-嵫 G) 来代替/00,躭可以化为 T* 
=o 的情形 * 




f ( x ) 


0 _ 


如果对这情形证明了 


liml^ 

gw 


0 , 


那么立即就得到 


li 


/W 

gM 




其次，为了证明 


lim 


g(x) 


只须证明 


lim 


fM 

gM 




同样，为了证明 


lim 


fix') 

■ • 

gOO 


l 9 


只须证明 


lim 


fM 

gOO 


lim 


fM 

§00 


l. 


于是，在两定理的证明中，只须考虑以下四种极限过程 I 

x ~ — , x^a + (a€R) 






对这四种极限过程，定理的证明是完全类似的.我们将只对戈― 
+〜的情形详细写出证明，并将在注记中简要地叙述其他三种情 


形下证明应作的改变. 

在正式开始证明之前，再说几句话介绍将要采取的办法（就 
极限过程 a ；4 + oo 而言).对于 （ A ,+ oo ) 中的任意两个不同的点 


) 中的任意两个不同的点 


戈和 r 用柯西中值定理可得 

/W -/( r ) 

g{x)-g(y) 


r(o 

7W^ 


这式 子的左 边可以改写成 


f (x) - / (y) 

_ "" 1 ■ ■ ^ ■ 

gO) - g(y) 


fix) 

gjx) 
1 — 


/(r) 

gM 


g(y) 

gM 


于是我们得到 


( 1 , 2 ) 


/w 

g(x) 


,g(y) \ / XI) ^ f(r) 

g(^) / (I) + gM 


这里 I 介于 
极限状况. 


f(x) 


和 y 之间，我们将利用这一式子来考察-的 


定理1的证明考虑这样的情形 


lim 


f8 


o ( 的， 



)• 


我们来证明 


lim 


/o) 


g ( x ) 


0 


(oo, - 


，+°°). 


根据所设条件，对于任意的公>0(£>0)，存在 A >0, 使得 

2€(么，十00)时 


nz ) 

7 w 


< 


3 


(对 / = oo 的情形: 


/'W 


gM 


>2 r +1, 




对/=+<»的情形 


£W 

7 W 


> 2 £ + 1 


* 


对/ 


的情形 




〈一 2 J ? — 1) • 


对任意取定的 ^( A , + oo ), 因为 


lim 


§8 


lim 


/(y) 

1 M 


0 


所以可取〜)充分大，以使得 


2 


<1 


g(y) 


sM 


< 


8 


• iic：, -•■ 





这就完成了所述情形下定理 1 的证明. D 

注记对于 x ^ a - 9 或者 x ~>- oo 的情形，上述 

定理1的证明所需要作的改变主要是：把 A ，+ oo ) 换成；^ 

(a - 3 , o ), 奸 （ o ， a + 6 ) ，或者奸 （ — •=<>，一 A ); 把 十 oo ) 

换成 y €( x , o ), ye ( a , x ), 或者 ye (- oo , % ). 

定理 2 的证明 与定理1的证明十分类似， 我们可以简要地 
予以说明.首先取 △ 充分大，使得 ^( A , 十 oo ) 时有 


8 


r ( z ) 

g f U ) 


< 


3 


(或对卜 00， + 00,-00 情形的相应不等 式). 对任意取定的 


y^(A , 



)，因为 


lim 


g(y) 

gW 


lim-^1=0, 


DO 


gM 


所以可取 A 《 y ,+ oo ) 充分大，使得 


2 




/(y) 


gM 


<Y 



2 



于是，利用 (1,2) 式就可得到 


/w 


gix) 


<(1 - 


g(y) 


gM 


no 

1 

f(y)_ 

g(0 

卞 

gM 


< 


2 


3 



2 


% 


(或对卜00, + 00，-00情形的相应估计).这样，我们证明了 
定理 2. 

为了求某些未定式的极限，有时需要接连几次运用洛必达法 
则.例如，设是 f 或 g 型未定式.为了确定它的値，我 

们需要求■的极限.如果这仍是未定式，我们又需要 


求賺限. 


这样继续下去，直至求得某个极限 


Hm • 麵贼 棚誠 一$ 賴 


=Iim ^ 

… EKX) … g {x) 


lim 


/ 


g “)0) 


10 




计算过程中应注意随时约分化简或者分离出容易求极限的因式， 
以免越算越繁.若化简后已不再是未定式了，就可按通常的办法 

求极限. 


例1求极限 lim 


x — &inx 


解 lim 


X - sinjc 


X 


1 一 cosx , 4 sinx 

3^ — 


lim 


cos 戈 


6 


例2 求极限 Hm 


X 


k 


oc 


e 


解 Hm 


X 


h 


e 


% 


lim 


kx k 


M 


e 


lim 



_ 


e M 


0. 


例 5 求极限 Hm 


ln^c 


x 


(«> o ). 


解 Hm 


Inx 


lim 


x 


lim 


ax 


oo 


ax 


0. 


例 4 设 / OO 在 a 点有二阶导数 r 00, 试证 

】- tit /( g ^^) + /(^ ~ - 2/( o ) 一 ,, (。） 


h 2 


证明根据假定， / 在 a 点有二阶导数，因而在 a 点邻近 
应该具有一阶 导数. 按照洛必达法则有 


lim 


/( a +/ r ) + /(a — fe ) - 2/( a ) 

h 2 


= Iim 


2 


lim 


/ '(g + Zi) — 厂 （g — fe) 

2h 

'f ia + h) - /'(a) 


h 



fUna 、 

_ A 




[厂00 +厂00]=厂00馨 


例5考察分段表示的函数 


f(x) 


r , 如果《>0, 
如果 ^<0. 


试钲/在 R 上可导任意多次. 

证明显然函数/在处可导任意多次.只须考察这 


函数在 


处的可导性.首先注意到 


Jim /W ~ /(0) = lim 




因此 


我们求得 


假设 


】im 

1*0 H 


lim 


0 , 


lim 


/O) -/(0) 


()• 


厂 （0) = 0, 


fix) 


9 


「，如果*>0, 
如果 a ?<0. 


/ a> W 


p 


0, 


%如果*>0 
如果^<0 


(这里 Pu ( u ) 是变元 u 的沙次多项式).于是，对于#>0有 






P 


Zk 


(i)- p ; 



我们来考察 / 在处的 k+l 阶 导数. 利用洛必达法则可以 

求得 


lim 



尸，0»)-/“)（0) 




广” 00 



另外显然有 




/ … O)-/(”(0) 



这榉，我们证明了 

严 ”（0)=0. 

根据归纳原理，我们已经证 明了： 函数/在 R 上可导任意多次， 
并且 


广 (d 



如果 x^>0 j 
如果 * = 0. 


注记设/是例5中所定义的函数，我们来考察函数 


re 1 

炉 W =/( i -**) = { 0 ， 


如果 I ^ |〈1， 
如果 h 1^1. 


由例5可知，这函数也在 R 上可导任意多次.函数的图形中 
段隆起（1«1<1时史00>0)，两侧水平展开 （ M > i 时 < p ( x ) 
0). 人们把这样的函数叫做钟形函数或隆起函数 (bnmp func ¬ 
tion ) . 像这样的无穷次可微函数在数学的许多分支中都有重要应 


用.针对不同的具体情形，还可构造满足特定要求的钟形函数. 
例如，我们可以构造一个无穷次可微函数0，要求它满足这样一 
些条伴（请参看图 8-1): 


0< 妒 R ， 

= 如果 W <1， 
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於 0) = 0， 如果 w >2. 

w 

读者容易验证，由下式定义的函数0就满足我们的要求 


妒00 = 


/(4 - /) _ 

/( 4 - re 2 ) +/(« 2 - 1 ) # 


n 



图 H 

l . d 其他类型未定式的定值法 

其他类型的未定式， 一 般都能转化为 | 型未定式或者^型未 

定式，因而在一定的条件下也能利用洛必达法则来定值. 

0 -OO 型未定式设 1 J ^/( X ) = 0， limgO ) = c > o ， 则极限式 
lim / OOgOc ) 是0 • oo 型未我们可它写成 


limf^x)g(x) = 1 im 


Koc ) 


gM 


这就化成了 f 型未定式. 

00 - 00 型未定式设 pyo ) 与是同号的无穷大， 
则极限式 lim (/(^) - gix ))^ - oo - 菜定式 • 我们可以把它写 

翁—►霉 

成 

】 im —— Q = lim 7 k , irk , 

… I _1_ _ j _ … 1 ’ 

\ /00 i(x)) 7R 研 
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这也化成了 1 型未定式. 


T ，0° 和型未定式设 Hm / Ov ) = l，lim g ( x ) 
极限式 limC / O ^)]^ 是 l w 型未 SI 我们可 Sfe 它写成 


，则 


lim ⑴ =g 


1 i m gCx^) In/ («> 


■ 


于是，问题归结为求 0 型未定式的极限： 

limgCx ) lnf ( x ). 

对于0»和 ooo 型未定式,可作类似的 讨论. 

请注意，为了把其他形式的未定式转化成^■或三型未定式， 


〆 


需要根据实际情况灵活地进行变换 • 如果死套上面所说的一般程 
序，有时会弄得十分繁琐 • 


例6 求极限 lim 


X 


一 ctg 2 x 


* 


解这是一个 00 _ 00 型未定式，它容易转化成■^型未定式 


lim 


心) 


— lim 


sin 


cos 


x sin 


lim 


sin* +jccosa ； 


sinx - xcosx 


曝 


* 


smx 


sin 戈 


, / ^ X \/ sm» 一 3CCOS3C \ 

liml 1 + — — oosx 
« 0 \ 


sinx 


)(』 


x smx 


前一因式的极限为 


limf 1 



x 


雩 


cos % 


sin 太 


2 . 


为求得后一因式的极限，我们用洛必达法则 


sm 戈一 xcosx 
lim --= lim 

S1XXX 


争 


xsinx 


2*3inaf + jc I cosjc 




* 


lim 


sinx 


cosx 


2sin^ +jccosjc 


3 cosjc — 龙 sin » 


3 • 


15 


于是，所求的极限为 


例7 


— ct ^ x 

我们把 



2 

f • 




/+ A ；/ + 



称为是 n 个正数 a ，々，•••，〜的 f 次方平均数，并记 

G (戈 ）=<〜 欠 2 ."〜， 

M = max { x l , x 2 r .. j x n } 9 

77 i = min { A ： 1 ，文 B } • 

试证 

(0 HmM f (^) = G (; c ), 

( ii ) Jim MXx ^)= M t 

( iii ) Iim M t (^ x ) = m . 

证明 （ i ) 中的极限是厂 型的. 通过取对数就可以把它转化 
成 j 型： 


In M — Jgfel + V + … +^,*)~lnn 

t 9 

利用洛必达法则，我们求得 

lim luM.O) =lhgK( , + “‘ + 0 一 lim 

• 岭 » #-0 t 


= lim 

I 


x^lnx, + ••• + %•’ lnx_ 
: … + x m * 



InCx ^^ x ^ 

n 


= lnCOO , 


Iim MXx) =lim c ln 好 ，“） = e u c<o = g; ( 尤) ； 

( ii ) 不妨设 
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于是 


欠 + 】 =…= A = M ， 


lim In M t (x) 


lim 


Ink ’ 十 ••• + A：/) - Inn 


oo 


lim 


Xx'lnx 



#* 



x n *lnx 


n 








lim 


X 


In x l + **• + 


n 


^ V } 

I J n a 

/ 




«o 





• •• 十 


X 


A 



(n - A:)ln M 

_ ■ I * I 1*^ I «S" I m 

n — k 




InM , 


lim M,Oc)=M, 


(iii ) 不妨设 


«o 


m = x { 


戈 AOA+i^Xn 


于是 


lim ln5f f (^) 


lim 


■ 

InQx^ + ••* + ^c/) Inn 




OQ 


lim 


oo 


x x f Iha^ + ••• + x^lnx 

戈 /+ ••• + jC 


^1 


lim 


x 


In X] + * |# 




it 


PA 


A 


A 

h Inm _ 

^ = In Ttif 


••• + 


X 


n 


Xi 


lim MXx)=rn m 


□ 


麵 


§2 泰勒 ( Taylor ) 公式 


在第四章 § 3 内，我们已经考察了无穷小增量公式与有限增 


17 



量公式. 这些公式 借助于 线性式 (即 一次多项式)研究可导函数. 
在这一 节里， 我们推广上述公式，用™ 次多项式来研 究可导« 
次的函数. 

2. a 带小 0 余项的奉勒公式 

' 带小0余项的泰勒公式是无穷小增量公式的推广.设函数 
f 在V («,;?) 有定义，在 a 点可导，则据无穷小增量公式， 
存在一次多项式 

A 0 A^x ~ o ) 

« = /( a )， A t 

使得 

f(x) =A 0 -hA 1 (x- a) + o(x - aX 

我们提出这样的问题：如果/在〃点次可导，那么能否有 
n 次多项式 

P(x)=A 0 + yit(x - fl ) + ••• + A m (x - ay 

使得 

(2.1) f(x) — P(x) + o((x - a )*). 

我们还 问道： 这样的 n 次多项式 Fix) 究竟能有多少个 T 

后一问题的解答比较简单.假设 

P{x) =A t + Aj(x - a)*f •* • + AXx - o)* 

和 

QM = B。 + BXx -a〉+ "* + BXx - a) M 

分别使得 

fix') + o (0 c - a ) n ) 

和 

/ W = QM + o((jc- a)0> 

那么 

P ( x )=0(«) + o ((* - c )")> 

即 

kr 
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( 2 . 2 ) 



i 4 0 + -<?) + **• + ^ n( X " a Y 

= jB 。 + SiOc? - g) + … 

+ 5 n ( x - a )" + o ((* - a ) m ). 

I 

在这式中让 x—^a 即得割 

从 （2.2> 式两边消去相等的项次=艮，再除以 x - a ， 我们得 
到 

Ai + A 2 (x - a) + … + A n (x - a)" -1 

+ B 2 ( 戈 - a) + … 

+ ••• + B”(x- a)^ 1 + o((x- O 

再让又可得到 

A. i 

继续这样的手续，最后得到 

i. = 0 ， l ， 2, 

我们证 明了： 满足 （2.1) 式的〃 次多项式 

P(x) = A 0 + ^^(方 一 a) + … -hA n (x - fl) B 

如果存在就必定是唯一的. 

下面再来探讨这样的多项式 P ( x ) 的存在性问题.为此, 
先证明两个引理. 

引理1设炉0)在 U ( a , v ) 有定义，并且在 a 点有 n 阶 
导数.如果 

99( a ) = g ? / (°) — =^ <,f> (®) = 0 f 

那么 


q^(x) = o((x - a)")* 


证明因为 PO ) 在 


点有 


阶导数，所以它在 


点邻 


近应该有直到 ^"1 阶的导数.我们 可以用 洛必达法则求以下极 
限： 


lim 


< pM 


(x - a) m 


n{x - a) 




lim 


<p w (x) 


n(n- 1)(* - a) 


lim 




a 


n{n - l)"*2(x - a) 


« Iim i < p u ： ly M-<p u - n ( ^L 

nl x - a 

— ~l~ 炉⑷ （ a)= 0 • 

I 

这证明了 

■ 

<pOc)=o((a; - a)"). n 

引理 2 设函数 / O ) 和 gO ) 在 U ( a t t ]) 有定义，在 《 
点有 n 阶导数.如果 

/ ⑴ （ a) = g( 4> (fl )， ft = 0 ， l ， “. ， n, 

那么 

/M = gM + o((x- a) B ). 

证明函数炉 00=/0)- g 00 满足引理1中的条件，因 


而 

即 


qp ( x ) = o (( x - ay ) 9 


g(x) + 0((«"0)0* □ 

现在，我们来选择多项式 

P(x) = A 0 + A } (x - a) + + AX^ ^ a)% 

使它满足引理2中关于$00的条件，即要求： 

4。 < P ( o ) == /( a ), 

^ 1 = P ( o ) = /( a ), 

2^ = P r ( a ) = r ( a ), 


20 







于是得到 


nlA n = P M Ca } — / < n ) ( a )* 


P(x) = /(fl) + r (tf) (x-a) + — Ip - ix - fl)* 




/ <0 (a) 

nl 


(* - a )\ 


我们把这样的多项式称为是函数/在 a 点的 n 次 泰勒多项式. 
综合上面的讨论，我们实际上已经证明了以下的重要 定理： 
定理 1设函数/在 U ( a 9 n ) 有定义， 在 a 点有 n 阶导 
数，那么 


/00 = /(<») + / 00(» - a ) + — 


r(a) 


2 ! 


(^x ― a ) 2 + •” 






’ Oc - a)* + o((ac - a)*). 


这定理中的表示式称为带小 c 余项的泰勒公式，又称带皮 
亚诺 （ P M m >) 余项的泰勒公式.特别地，当 a = 0 时，我们称 
相应的表示式为 带小。 余项的马克劳林 （ Maclaurin ) 公式或者 
带皮亚诺佘项的马克劳林公式. 

例1 试求/(>)= 〆 的鸟克劳林展式. 

解我们有 

/ w (*)= e *, / £ *>(0) = 1 (& = 0，1，…， re ), 

于是 

11 

+ ^ + -x* +••• »" + o( 龙 ■). 

012求函数 /(*)*8 in » 和 g(^)-cos x 的马克劳林展 

式. 

解我们有 * 

/^(^- sin ^ / <,4> (0) = 0, 

I 
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in + 1 ) 


(0) = (- 1)*， &= o ， i ，2, ••” 




COS 


x + 


kn 




g ⑽ （ 0)=(0 


g 


iZh^l) 


( 0 ) = 0 , 


*=0,1,2, •“ • 


于是 


_ 


sm x 


cos jc =： 


x t X s 

3r + "5r 


x 2 ( X 4 

2r + ir 


十 


- 1) b (2?=1¥ + ^) 


• •• 



_1) 


X 


In 


(2/ i )! 



o(* 2ll + 1 〉. 




求函数 /<*) = ln(l + ^) 的马克劳林展式. 


v 


我们有 


/( 龙） = In(l + x ). 


/( 0 ) —Of 


/'CO 


TTT 9 


/’（ o ) =1， 


/ ⑴ 00=( - 1) 


k 


于是得出 


替+思， / a > (0) = (-l) i - , (A：- 1)! 

( A ： = 2,3, j “）. 


In(l + 戈）=»-与 + 4 — _•• + ( — 1)” 一 1 C + o (^). 

Z J rt 

▲ 

4 求函数 f ( x )=( i + x y 的马克劳林展式. 
计算导数得 
f ik Kx ) = a ( a - 1 )—(a 一 A ：+ 1)(1 + x ) a- *, 

/ =a(a — l)."(6r — A ： +1) 

Of = l ， 2〆..）* 


于是 
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(1+x) 


1 + CTX + 


(a - 1) 






一 l》“（a — 1) 


nl 


n 


+ o ( x n X 


我们引入记号 




(a - 1) … （a -灸 +1) 


kl 


m 


用这记号可以把 d + xy 的马克劳林展式写成更紧凑的形式 


(1 + *) 


ni ) 

k = 0 

« 上 


Jt 


+ 0( 妒 ）. 


为了求函数 arctg * m arcsine 的马克劳林展式，我们将要 


用到以下引理. 

引理 3设函数 f ( x ) 在 U {0, tj ) 有定义，在0点 
导，如果 

/'(^) = ^0 + 3; 欠 + …+ 3: 一 〆- i + oOc 11 一 0 

«，< ，— € R), 


次可 


那么 




/(*) = /(0) + A^x 



^― ** + ••• + ~^ x n + o ( sc *)* 
2 n 


证明 在所给的条件下，应该有 


/ / (*) = / ( 0 ) + / # ( 0 ) * 



广（0) 


2 


+ 


籲會參 



广 （0) 

(n- 1)! 



l + oCx n ^ 1 ). 


因为函数 roo 的马克劳林展式是唯一的，所以必须有 

/'(0)=3: ，尸 (0)=d; ， 厂 (0) = 24;, … 

I 

/ <#> (0)=-Oi-l)L4U. 

于是， 根 据定理1，我们得到 

/(^) = /(0) + / ； (0)^ + • ’ + •” 


X 2 + 
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尸 （0) 


III 


x n + o ( x n ) 





n 

例 5 求函数 /0)= a rC t g : x ; 的马克劳林展式. 

解我们知道，函数 fix ) = arctg * 在0点可导任意多次， 


/W 



1 + ** 


1- x 2 -bx 4 - 




+ ( - iyx t 


n 



(- 

~ TTx 2 


一 * 2 + JC 4 - …+ ( - l)% 1 ” + 0(/ 釋 +1 ). 


因而 




3 


X 


6 


/(x) =jc + ———… 


3 


5 


+ ( - 1 ) 


n 


X 


1 » + 


2 / 1+1 


+ 0( 产 *)• 


倒6 求函数 /(^)= arcsinA ： 的马克劳林展式， 

解我^知道， /0»)= arcsinx 在0点可导任意多次， /'(*) 
= (1〜 V )_+. 利用例4中的展式可以得到 




(- **)* + ••• 





••• 


U 














1*3.(2/1-1) 

—- 


x ln + o(x 2n ) 




(2/ i - 1)[; 

(2 n ) ： f 


x 2n -f o(* 2n )* 


这里我们引用了 “双阶乘符号” 一一 W !, 它定义如下 

(2/1 — 1) [ [ = 1. 3 .(2/1 - 1 )， 

(2n)I j =2*4 .(2/1), 

利用引理3，我们求得 /«- arcsin ^ 的马克劳林展式如下: 


/(*)= X^r 




(2 n - 1 )t f 

(2 n + l )*(2 n )!! 


x 2 ^ l + o ( x 2 ^ 1 ). 


例 7 在原点邻近，试将函数 f ( x )^ tgx 展开到4阶顼. 

解因为奇函数的导函数是偶函数，偶函数的导函数是奇函 

数，并且任何奇函数在原点的值都是0，所以容易看出 

/(0)=尸（0)=厂 4> (0) = 0. 

尚须求出函数 /00 = tgA ； 在原点的1，3阶导数.计算得 


厂 


/’（：）= 


2 s\nx 

cos z x 


rw = 


2 


cos^x 



6sin 2 x 


cos 


/'(0) = 1 


厂 （0) = 2* 


于是，我们得到 


tgA = A；+-: x z + o(rc 4 )* 

3 


例 8 试将函数 /00 = e ° …在原点展开到 4 阶项, 
解我们有 




舞 
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作为带小 o 余项的泰勒公式的一个应用，我们来推导极值 
的第三充分条件. 

引理 4 设并且 

<pQi) =Ah 9 + o(h 9 ) , 

则对充分小的心应该 KA ) 与也 • 同号， 

证明因为 


lim 


<P(h) 

~IF 


If 


所以对绝对值充分小的¥ 0 ,应有 - H > 0 , 因而 q>(K ) 与 
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Afr 有相同的符号. □ 

定理 （极 值的第三充分条件） 设函数/在 U ( x ilV ) 有定 

义，在〜点可导 n 次， 并且 

/'<>»)=••• =0， / tn > O 9 )^=0， 

则有 

(0 如果 a 是偶数，那么函数/ 在％ 点取得严格极值 
——当 f M M > o 时/在 a 点取得严格极小值 ，当 / Cn ) U ) 
<0 时/在&点取得严格极大值； 

(iO 如果《是奇数，那么乂不是函数/的极值点. 

证明 我们写出函数 在 x 。 点的泰勒展式： 

f\x) = ^ )( 穴 ) - x.y- 1 + o((* - 

(n - 1) ! 

. 

由引理 4 可知，对充分接近〜的々/'00与 — O - 1 

Cn - 3 J ! 

有相同的符号. 因而 

(0 如果 n 是偶数，那么在 A 点的左右两侧导函数 /'CO 
有相反的符号，因而函数/00 在〜 点取得严袼极值 （/ ( n ) o ,) 
>0时是严格极小值， f M M < o 时是严格极大值> | 

T P 

( ii ) 如果 》 是奇数，那么在 A 的两侧导函数 f ix ) 有相 
同的符号，因而点不是函数 fOO 的极值点. □ 


2 .b 有限增量的泰 勒公式 


带小0余项的泰勒公式只适宜于讨论当 x 趋近于 a 时函 
数的渐近状况.为了研究函数在较大范围内的性质，需要引入有 
限增量的泰勒公式.我们把次可导的函数/表示成 

fix)=P m ix)'bR m+ Xx'> 9 

• ^ 

这里 





00 


1! 


(X — fl) + ••• + 


/⑴00 


( x - a ) 
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是函数 / 在 a 点的泰勒多项式，而 

R m+l (x^ = f(x)-PXx) 

称为是泰勒公式的 余项. 在一定的条 件下， 我们可以把佘项 

表示成易于估计的形式. 

h 

引理5设函数 < P ( X ) 在 E 间^有直到《阶的连续导数， 
在尸 有 n + 1 阶导数， a , x € L 如果 

it ' ■, 

炉(0)=炉,（65)=."=免⑴ （fl) =0, 

那么存在介于《和$之间的实数I，使得 


9>00 = 


( n +1)! 


怔明记0(*)=0»|-# +1 ,则我们有 

^( a ) = 9?'( a ) = *** =< p u > ( a ) =0, 

_ • VsW r 

• • 

护00= = ^'(o) = *** = ^ <rt) (a) =0. 


对 


< pM _ < p ( x ) - < p ( 0 ) 

妒 00 #00 -垆 ( a ) 

用柯西中值定理，可以得到 

*■ 

fpjx) _ y'Cli) 

T00"~TW* 

再对 

v(!,) - vgji'oo 
HW ) Vdd^TW 

4 

用柯西中值定理，又可得到 

1 

y(*) _ y’(li) 一 ^’(l») 

一 V(U ~~¥ UJ ' 

继续这样的手续，最后得到 

炉(*) Hid ( p § ( it ) 

100" = ，(!,） = 梦 x ! 2 ) 一 


油 







广 n (!) 


% 


即 


<p(x )_ 
O ^ a )^ 1 






(带拉格朗日余项的泰勒公式) 


设函数/在 E 间 


I 上有直到 


阶的连续导数，在 P 有 n + l 阶导数， a , x^h 


则 


fM = /(fl)-f- ’ 斤 ) (x-a) + (x-a ) 2 + 


U 


+ 


/ ⑷ ( a ) 

n \ 


{x - a) B + 


■ ■■ »■—« 



2 ! 


0 + 1)! 


• •• 


{x - a)*+A 


换句话说就是：泰勸公式的余项足 +1 00可以表示成 


及 11 + 1( 龙) 


(n + l)i 


(x — a) 


这称为拉格朗日型余项. 
证明对函数 


炉 (*) =/(*)- /(<*)- - (x - o ) 


學 • 


/⑷00 


(jc - a)* 


应用引理5即得证. 


□ 


注记与拉格朗日中值定理那里的讨论类似，如果令 


x 


那么 


|=*a + P(* - a) f 


0<0<1, 


于是拉格朗日型余项可以写成 


及 《+iOO 


尸 


(a+ 0 ( 欠 一 a)) 


(71 十 1)1 
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利用分部积分法也齙导出泰勒公式佘项的一种表示一佘项 
的积分表示.我们先证明以下引理，它是牛顿-莱布尼兹公式的 

推广. 、， - 

■ 

引理6设函数 V ， G ) 在 [0, 1] 上有 n +1 阶连续导数， 
则 

炉（1)= 0(0) +…+ >(= 0 ) - 

£ t 

+ H ^ u +1) (0( l -0 n d /. 

n ! j o 

证明 根据牛顿-莱布尼兹公式，我们有 

〆 

妒⑴= 0(0) +( Vw < u . 

J 0 

对上式做分部积分《次，我们得出 

^ (1) — ^ (0) — \ 少 (t)d(l — t) 

J 0 


= 妗 (0) + ，（ 0) +1 

Jo 


= ^(o)+0'(o) --^0)d(i-0* 

= 垆 (0) + 〆(())+-|-J ☆•(0(1 — 0*di 

= 0(0)+ 〆(() ） +~|* 於 ’(0) 0*O)d(l-O , 


於 （ 0) 


丄 


f ( o ) u rco 




丄 

nr 



nt)(i - ⑽， 


□ 


定理 3 (带积分余项的泰勒公式）设函数/在区间 J 有 





n + 1 阶连续导数， a,x € 7,咖 


f(x) = f(a) 



/' ⑷ 


(» - a ) 




■ 




( x - a ) 


m 



n (a + K^" o))df. 


换句话说，在这种情形下，泰勒公式的余项表示成 

Rn^Xx)— - ( (1 - 07 u+1) (o+i(«- a))dt 

n j J o 

.. « 

- — 这称为积分形式的佘项. 

证明 考察《的函数 

iKO = fC a ^ K ^- a )). 

逐次对 t 求导数得 

= /’(a + K 戈一 a))(jc — a )， 

f (0 = f f {a + t(jx 一 a))(x - a)% 


(0 —/ a) (^ + t(x - a))(rv - aY 

0 = 1，2,3, …）. 

对 ho 用引理 6 就得到所求证的公式. □ 

在上一定智中，对余项 

j 

n (l-0 fl / u+1> (o + K^-a))de 

V M I ^ 0 

用积分中值定理可得 

K>)= / ( - + *>(a + ^-a))(x-fl)» +1 

(oo<i). 

这种形式的余项称为 柯西型余项. 我们得到了带柯西型余项的泰 
勒公式： 

/00 = /00+ ’ 工 ?) (x-a) + •» + - a) n 


似 


4 






( 1 - 9 ) 


» 


n ! 




(0<I9<1). 

例 12 对干 /W = e% 我们有马克劳林公式 


1 + *+ 




+ 


# « * 


+ i? B+1 w 


_ 


_ 


这里的余项 R ^ Xx ) 可以表示为拉格朗日形式 


Bm 


K>)= ^n) 丁 （0<0<1)， 


或者柯西形式 


艮 +1 o ) 




e 9% x n ^ 


( 0 <@< 1 ) 


或者积分形式 




n \ 


r 

J (1-1)”e**<U. 


作为泰勒公式的一个应用，我们来证明 
13试证是无理数. 


是无理数. 


证明（用反证法) 


假设 e 是有理数，它表示成分母为 W 


的分数，取 n>max{iV ,3}. 根据函数 V的拉格朗日形式的泰勒 
公式，我们有 


* 1 — 




• 參 • 


nt 


(n + l 〉！ ’ 


这里 o < k ： i ， 因而 i < y <3. 上式两边乘以〃！得到 


nj ( c * 1 — 


»1 


n+l • 


但上式左边是整数，而右边 




这一矛盾说明 


不能是有理数. 


□ 


例 14 对于函数 = 我们有马克劳林公式 


sin x=x 


x 



x 


5 


—…— 1) 


x 


(2» - 1)! 


十 U*), 


这里的余项可以表示为 


cos 9x 




X 


n 


(0< KD ， 


或者 


及 ， “100 = ( - 1 )"-^ ― 


cos 9x 


(2 n )： 


产 1 ( O <0<1), 


或者 


R 


3»41 


(ac) = - 


1)% 


(2/ i )! 


(1 一 t) 2rt costx dt. 


0 


例 15 对于函数 /CO = cos:r， 我们有马克劳林公式 


S 


cos»= 1 -|+ 告一 “+ ( - 1) —(^ ?l y 「 + 及 “”( 戈 〉. 


这里的余项可以表示为 


R 


2* + ： 




(- 1)* +1 


cos 


Bx 


(2 /i + 2>! 


X 


+ 2 


(0<^<1), 


或者 


U »)=(-1) 


i H-ey^ l cosdx 


(2/1+1)! 


X 


2n^Z 


(0<0<1), 


或者 


R 


lll+t 


00 


(一 1)* +1 戈 


2 


(2»+l)! 


r d-o 

J ® 


+ 1 


cost 尤 df. 


Ml 6 对于函数 /0 O = Mi + W， 我们有马克劳林展式 

ln(l + *) = * — + — … + ( * - 4 - 尺 … ( 欠 ) • 

_ 

I 

这里的余顼可以表示为 




(- 1 ) 


X 


(/1+1)(1十如) 


(0<9<1), 
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或者 

Rn ^( x ) == ( - ( 0 o ， 

或者表示为积分形式. 

例17对于函数 - 1)，我们有马克劳林 

展式 

(1 + x) a = 1 + crx + — ~ 5 ： )-;c 2 + … 

a ! 

+ a <> - —H rf — n _ t 1) . x ^ R ^ Xx ') • 

ni 

这里的余项可以表示为 

丑. +1 0) (1 + 以广 B ~* v +1 

( 0 < 6 >< 1 ), 

或者 

艮 +1 0) = ? ?) (i-@)-(n-g^)«-»-v fl 

n ! 

(0 1 )> 

或者表示为积分形式. 





设函数/在区间/可求导任*多次， fl ，^/， 则对任意 
的 |»€ N , 我们可以写出展开式 

fix) ^J^L (x-ay+R^Cxh 

▲ n 0 * 

如果对取定的 * ，当 n 4 + oo 时余项是无穷小 

lim i?,fi(A：) = 0> 

那么就有 ^ + " 


(， - a ) 


/00. 
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我们引入记号表示上式左端的极限，即规 
定 


/ u > ( q ) 

rri ~ ki ~ 


( x - d) h 


= lim y^rKa) 

t z= n /£ * 


Cx - a) 1 



于是，在 lim 兄 + 心）= 0 的条件下，就有 

邐令 + » 

这时我们说函数 /(*) 展 泰勒 级教， 或 者说泰勒级数 

<^°)* 收敛于 /(*)• 

p 

特别地 ， fl = 0 情形的泰勒级数，又称为马克劳林鈒数. 


下面的引理给出了保证 

lim U*) =0 

的一个充分条件. 

■ 

引理7设函数 fix ) 在区间 J 可导任惫多次， aU 9 

及 . + i 00=/00 -左 

* = 0 


如果存在正实数好，9和自然数況，使得 

\f M Cx)\<BQ\ Vjc6/, n>N f 

那么就有 


■lim 及 # + 1 (»)=0 ， V»€J, 

即函数/在区间 ri 可以展成泰勒级数， 

I 



特别地，如果存在正实数丑和自然数 W， 使得 

I / WOOK 丑， V ^€/, n > N ， 

那么函数/在区间/上可以展开成泰勒级数. 

_ 

I 

证明把余项表示成拉格朗日形式，可得如下的佑计: 





(a + 6(^x — fl)) 

(n + 1)1 


(龙 - a ) 




CQ\x-a\) 


，+l 


(n + 1)! 

( V » € /, n > iV ). 


由此易得 


/ 


lim R n ^( x ) 


0 • 


例 18 根据引理7,我们可以在 （- 
和 cosa ; 展开成马克劳林级数 t 


sinjg = ^^( - 1)* 



) 把函数 sin ^ 



(2 fc + l)I 



S 


5 




+ 二一 ••• + ( - 1) •一 
31 5! V } (2 n + l )! 



COSX 


2(]》 


(2&)1 



2 





2! 4! 


一 ••• + ( — ![) 


n 



(2n)\ 



例19在任何区间[-△，△]，函数 / OOW 满足条件 
根据引理7,我们可以把函数 Kx ) = e ^ 展开成马克劳林级数 


•=§ 



广 1 + $ + fr + .“ + ^ i + 


••• 


例20我 们歩估 计函数 / W = ln(l + *) 的马克劳林公式的 
佘项.对于0</<1，利用余项的拉格朗日形式可得 


\ R ., Xx )\ 


x m+1 


(-1 V _ 

(n +1) (1 + 0 *〉 




n + 1 


对于 - lO < G , 利用余项的柯西形式可得 
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<( 

< 


(-D- 

(1 -卟 


l-g \ 

n |jc| n + 1 

1 + ^ / 

■ 

1- \x\ 

卜 1 


1 _ 欠 | 



X 


n^l 



(因为 时 ， 1 + 对于和 - l 〈 r < 0 两 

种情形，由以上估计都容易证明 


lim /2 b + iW — 0 # 


因取，对于 - iO < i ， 函数 /CO = 111 ( 1 + 4 可以展成马克劳林 


级数 

ln(X + »)=]^(-l )*- 1 ^ 

* ■ 1 * 


y ^ Y h 

= x - — + —-*** + (- I)"" 1 —+ ••*• 

2 3 n , 

特别地，对于 x = l , 我们得到 hi 2的级数表示式 

ln2 = 1 - 各 + 备 ■*••• + (■ l) B ~ l 丄 + •••• 

2 3 71 

例21考察函数/00=(1 + 0»的马克劳林级数展式，这里 
的《是任意实数0^妨设 a 不是0或自然数).为此，写出函数/ 0) 
的马克劳林公式的柯西型 余项： 

札”00 == a ( £ - l )^( a - n ) (1 + ^ )a _ 1 

我们来证明《对于 a €(- l ， l ) 有 

lim i?„ + ,(^) = 0. 

为此，作如下的 估计： 

首先，对任何 ^€(-1,1) 都有 

0<1 +知 < 2 ， 



▲ 
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其次，对任何取定的 *€(-1,1), 存在9 ^(0,1), 使得 

\ x \< q<U 

于是，又存在況€ N , 使得 n > iV 时 


('!_*) 如. 

I 

综合以上讨论，我们得到 

IK *) | =卜 (1 - a ) … (卜 *) | (1 + |旬… 


<2 a-1 




N 



JVf 1 


1 


iv + r )^ 


i 




<2*~ 1 


a ( l ~ a )•••( 1 - 斧) 




这证明了：对于任何^(-1，1)都有 

lira R n , X ^) = 0 f 

因而对这样的％有 


(1 + 太) 


+ « a v 

D 


1 + ax +- g —"" x i + 


2 


+ g U .“( u + i；> r +••• 

n ! 

- — 这展式可以看成是二项式定理的推广. 

注记 一个函数的泰勒级数并不一定总是收敛于这函数自 

身.请看 上节例 5 中的函数， 

r -4- 如果 《> o , 

/ w=r f 

L 0， 如果 a < o . 

这函数在原点的各阶导数都等于0 , 

• . I J. 
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/(0) = 0，/'(0) = 0，…，/ ⑴ (0)=0 




因而 


± L 


(0) 


kt 


0 



(*) 


( 0 ) 




kl ， 


X 


对于这样的函数 /, 只要«>0,就有 


f ： ^W/oo • 

矗 = 0 


§3函数的凹凸与拐点 


3.a 凸函数 、 

\ X 

设函数/在区间/有定义.我们来考察它的 图形: y==/(d 
(欠€0 •如果这图形上任意两点 （ a ,/0 O ) 和 O : ，/(»*))之 
间的曲线段都在联结这两点的弦的下方（这意味着图形是向下方 
凸出的），那么我们就说/是一个凸 函数.类似 地可以定义凹 
函数（即图形向上方凸出的函数). 

把上面的几何描述用式子表示出来，就得到关于凸函数 
(凹函数）的正式定义.我们注意到，联结函数图形 r=/W 
上两点 




的弦可以表示为参数方程 

= x l ^t(x 2 - x ,) 9 



+t(f(x 2 ) - /CO) 


( o « i ). 


而函数图形介于两点间的曲线段可以表示为 





欠1 + ((龙2 ~ > 


y = /0) 二/(义十心 


,)) 


( 0 « 1 ). 


条件“图形 y = Kx ) 介于 p i } p t 两点间的曲线段在联结这两点 
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的弦的下方 # 可以用式子表示为 

/(A + tO^ - X 1 ))^f(x,) + t(f(x i ') - /OO) 

( W € [0,1]) 


或者 

/((l - +^2X(1 ~ Ofix^ + tfCxz) 

(Vf € [0,1]). 

如果记= a 产 t ， 那么上式可以写成更对称的形式 

(0^ ，《》 0, ai + a 2 —1). 

定义（凸函数）设函数/在区间/有定义.如果对任意 

的 ^1,^2 ^ U 和任意的 a x + a % — l f 都有 

_ ♦ 


( 3 . 1 ) /( a^i + a 2 Jf 2 )< ai /(^ i ) + « 2 /<^)> 

那么我们就说函数/在区间/是（下）凸的 . ^ 

如果对任意的€/， x x < jx iy 和任意的<^^> 0 ， a ,+ 

«, = !,上面的不等式 ( 3 . 1 ) 总是严格的，那么我们就说函数/ 
在区间/是严格（下） 凸的. 

注记 将上面定义中 （ 3 . 1 ) 式的不等号反过来，就得到了 
凹函数的定义 • 

下面的定理列举了凸函数定义的若干等价的陈述方式. 

定理 1 设函数/在区间/上有定义，则以下各项陈述互 
相等价： . 

( 1 ) /在区间了是（下）凸函数； 

( 2 ) 对任何 *!,«,€/, X v < JKiy 和介于 A 与 h 之间的 
任 何*，都有 

PC 2 ^ 1 2 \ 

( 3 ) 对任何 x Xi x t ^ l , x l < ix i 9 和介于与 * 2 之间的 
任何心都有 
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X /(*) >0 I 

^2 /( 尤 2) 


(4) 对任何 X\^Xi € Iy Xi <^ X 2 f ^(3 介于 A 与 A 之间的 
任何〜 都有 

/(*) - /(«l) /，/CO - /(a) ， /( 无 2 ) - /(*) 

——^--^- i 

X - X { JC 2 - x { x 2 - X 


(5) 对任何 A ，€ /，尤1<4，和介于与 A 之间的 
任何 A 都有 


fix) - f(x x ) ^ /0 2 ) - /O) 

■■■ 1 1 *•*•_■ ■ T • 1 ■ ■ • ■■■^ — 

X- x { x 2 - x * 

如果把 （1) 中的“（下）凸”改成“严格（下）凸”，并 

把(2)， （3), (4) 和 (5) 中的各个不等号改成严格的不等号，那么 

修改后的各条陈述也仍然是互相等价的. 

证明我们循以下路线证明所列的各条陈述是互相等价的： 

ft ( l ) => (2) => (3) =0 

(4) => (5) => (1)” . 

先来证明“ （1) => (2) ” . 对于介 于义和 七之间 

的 AV 我们记 



显然有 


a ^ Gfj ^ O , a x + a 2 = l , 


由凸函数的定义可得 


f ( x > )^ f ( a l x l + a 2 x 2 ) 
<^a [ f(x l ) + aj(x 2 } 




Xj- X 
Xi - 


/(« l ) + 


X - X x 

x 2 - X 


- Rxz ) • 

l 


J 
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其次证明 “ （2) $ (3) ” . 以 （ A - A ) 乘 (2) 中的不等 

式可得： 

0? 2 - *)/(*,) - ix t - 々 )/(») + 0 ： - x^fixt^O . 

这就是 

1 Xy fCx ,) 

1 X fix ') 

p 

1 X t f { x t ) 

再来证明 “（3) $ (4) ” • 我们有 

1 无 1 /Oi)| 1 *i /<*i) 

1 X f(x) = 0 X-X x /(*) - /(Xi) 

I 

1 x z fix,) 0 X 2 -X x /OO - /(A) 

= («- « l )(/(^ 2 ) - / CO ) 

lx! /( 龙 1) 0 Xi — %i /( 龙 1) - / ( 戈 2) 

1 X fix ) = 0 x - x t / CO,/CO 

1 x 2 f { x t ) 1 f ( xt ) 

~(,X 2 - x l )(f(x 2 ) - /OO) 

- O * - x )( fix 2 ) - / CO ). 

利用条件 （3) 就得到 

/Qy) 一 f{x x ) - fjx,) ^ fCx t ) - f(x) 

x- X 2 - Xi x t -x • 

“（4) => (5) ” 是显然的.我们最后来证明 “（5) 

(1) ” • 设，太2 6 J ^19 ®2^0> ® 1 H ~ 6? * — 1 . 

我们记 

x=»a l x l + a l x 3 = a l x l + ( < l - a!)*, 







* 


4 S 


显然有 



(5) 中的不等式 

/0) - / QO < /0 Q - / o ) 

X-Xi x t ~x 

可以改写成 

似<上二^ /(^) + 上二^/0,). 

X t - Xi X t - Xi 


这就是 

I 一 一 

/Oa + a 2 x 2 )^aj(x,) + a 2 f(x t ). □ 

注记我们来考察凸函数 y =/0) 图形上的任意三点《 

PiO"/CO )， PCxj(x)), P 2 (**,/(*,)), 

这里设 AOOh 上面定理中的 （4) 意味着： 

P 的斜率的斜率<^7的斜率. 

-—这在几何上正好表示函数的图形向下方凸出（参看图 
8 - 2 ) • 



图 8-2 


人们通常把下面定理中的不等式叫做颜森 （ Jensen ) 不等 

式* 
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定理 2 设/在区间 


是凸函数.则对于任何& 


X m € 



a， … 


+ •♦♦ + « 鼻 »1 


都有 


/(〜*! + …+ + "• + aj ( x m ) 


即 


/ ( 卞 0^ )<夕^/00 • 


如果厂是严格凸函数 ，心 


，: 5 m 不全相同， A ，…, 0^>0， O r + 


_#» 


十0^ = 1，那么 


)< $ aJCxi ') 


证明用归纳法. 


对于 肌= 2 ,颜森不等式显 然成立（这 


躭是凸函数的定义）.设对于 m = fc >2 不等式成立，我们来考察 

_ ► , 

b h 

_ 

m = /c 十 1 的 情形. 设 w"，〜，a;* +1 € J， ，…， a*，a* +l >0， 并 


且 


a 


«! + ••• + a* + 6fL + 1 = l, 


记 


a 


一 T=^T，^ 1,2>，，#jfe, 


则有 


I ， …，义*〉0， 义 1 + ••• + A* 


和 


义 + ••• + 人£ /• 


于是 


/(«i^i + * •• + <x k x k ^ a k ^x k ^) 

=/((1-«* + 1 )(心 1 + .” 


+ A 龙 Jt) + ^Jt ^ l*Jt 4 i) 


<(1 - ff|+i)/Wi«^ + * ## 十 A*%〉+ a itl /(* 


* + l 


4 $ 


<(1 - ^k + i)(^i/(^i) + ••• +;‘a / (戈 *)) + QTi + i/(^i + i) 

= 0 ^/( 1 ) + … + a k fix h ) + a k ^ l f{x k + i y. 

我们指出：如果 / 是严格凸函数，并且不全相 

1 

等，那么应有严格的不等式 

/ (g « ( /(^,) . 

■ 

为说明这一事实，我们重新审査上面的妇纳证明.首先，对于 
m ==2 的情形显然有严格的不等式(这就是严格凸函数的定义). 
再来考察 n »=/ c + l 的情形.这时有两种可能：一种是义,…,〜 
不全相等；另一种是与这些数不同.对前 
一 种可能情形，上面的归纳证明中的最后一个不等号应该是严格 
的（根据归纳法的假设）.对后一种可能情形应有 

因而上面的归纳证明中的倒数第二个不等号应是严格的. □ 

推论设/在区间/是凸函数，则对于任何 
和 PvDo , 都有 

f ( #1 尤 1 + ••• + p n x m \^fi i/Q?i) + ••• + P JQc 

、芦 1 + ••• + #» / P\ + ••• + Pm • 

最后，我们指出：为凹函数（严格凹函数）的充分必要 
条_是 /=- g 为凸函数（严格凸函数).因此，以上关于凸函 
数1：严格凸函数）的一切结果，都可以翻译成关子凹函数（严格 
凹函数）的相应 结果. 我们这里不再细说了.请读者自己加以补 
充. 


3.b 利用导数判别四凸与拐点 

' 定 -3 设函数/在区间/连续，在可导.则/在 
区间/ ¥凸函数 （严 格凸 函数〉 的充分必要条件是 /' 在 r 单 
调上升（严格单调上升). 

证明先证条件的必要性.设 aO :. 只要 * 
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和，满足 


X x <^ X <^ X f <^X 

根据定理1中的 （4) ，就一定有 

f(x) - /(*!> fix,) ^f(x 2 ) - f(x) 

^ - ^ - ; - 





在上式中让* 我们得到 

r ( j > o < A Xi ) r /( 〜) </'(々) • 


(对于/为严格凸函数的情形，我们取满足 



1 <龙1 2〈尤 


于是有 





: / (〜) <尸<>,) 

X% 3Ci 4 




这样就得到了严格的不等式 

roo </' oo . 

再来考察条件的充分性.设 /' 在 p 单调上升.对任意 
， he /， 〜<><々，根据拉格朗日中值定理应有 


/CO -/0 O 


/'⑻, 



< i < x , 


/CO - f ( x ) 


/'( h )， 




因为 LOSIu 所以 


fXLXfCL ). 


因而 


/ 00 -/ 00 < / 00-/00 
x- X x 、 x t -x 


根据定理1，我们断定/是凸函数（对 /' 在 P 严格单调上升 
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的情形，可 以证明 /是严格凸函 数〉. 口 

引用 第四章§ 3 中根据导数判别函数单调性的法则，我们得 
到以下定理. 

定理 4 设函数/在区间 J 连续，在可导二次，则/ 
在区间/为凸函数的充分必要条 件是： 

而/在区间/为严格凸函数的充分必要条 件是： 

并且 r 不在的任何开子区间上 恒等于 o . 

注记关于二次可导函数为凹函数的条件，也有相应的结 
果.请读者自己加以讨论. 

函数凹凸性改变的点称为拐点.更确切地说，就是： 

定义 设函数 厂在 有定义， 并且在 A ；。 的 左右两 
侧有不同的凹凸性，则称 X 。为/的一个拐点. 

根据定理3,对于可导函数/来说，拐点就是厂改变单 
调性的地方（因而也就必须是尸的极值点).从这一考察出发, 

M 

我们得到以下的关于拐点的必要条件与充分条件. 

定理 5( 拐点的必要条件）设函数/在£/0^，幼有定 
义 ，在々 点有二阶导数.如果〜是/的一个拐点，那么必有 

/’O 0 )=o . 

定理6 ( 拐点的笫一充分条件）设函数/在 U ( x "”) 有二 
阶导数， ru )- o . 如畢 r ( x ) 经过乂时改变符号， 那么％ 
点是函数/ 的拐点. 

定理7 (拐点的第二充分条件）设函数/ 在〜 点有三阶导 
数.如果 、 

/ / (».)= 0 , / m (x 9 )^=0, 

那么点是函数/的拐点. 

h _ 

注记仿照极值的第三充分条件，还可陈述关于拐点的第兰 
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¥ 


充分条件.我们这里不苒细说了.有兴趣的读者可自己进行讨 

论. 


§4 不等 式的证 明 

• • . 

利用微积分的方法证明不等式，常常通过以下几种途径： 

一、 应用中值定理或泰勒公式； 

二、 考察函数的单调性或极值> 

三、 考察函数的凹凸性； 

四、 比较图形的面积. 

请,下面的例子. 

‘例1对于$>0,我们有不等式 

~i'l x < ln (i + 戈 )< 龙， 

h 

等号仅当 ^-0 时成立. 

证明 根据拉格朗日中值定理，应该有 

0 < 0 < 1 . 

因为 

a 

h 

T ^ T < TT ^ <1 

(等号仅当 ^= o 时成立）， 

所以 

■ 

~i^. x < ln d + 龙 ) 

(等号仅当^ = 0时成立）. □ 

作为例 1的应用，我们来证明：对于 a ?> o , 函数 ( 1 +~y 
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是递增的，而函数 (1+| y + i 是递 减的. 为此，我们考察函数 

/( 怎） = xQn(x + 1) - \nx) 9 

g(*) =(*+ 1) (ln{x 十 1 〉 一 \nx) w 

因为 

/'(») = lnOc+1) - lnx ---- 

x 十 1 


= ln ( 1+ i )-7 tr >0 ， 

1 十 - 

x 

1 

〆00 = In (* + 1) — liu; - 

x 

= ln ( 1 + 丄）-丄〈 0 , 

\ x / x 

所以，当怎>0时， fix ) 是递增的， gix ) 是递减的.因而，当 
*>0时 

( 1+ iy = e / u > 是递增的， 

p 

(1+ j)* +1 =e 是递减的. 

例 2求证： e^l + x f Vx € R , 等号仅当* = 0时成立 • 
证明 利用泰勒公式 

I 

e M = s l -\- x + 专 ® “， 

I 

可得 

这式中的等号仅当 x ^ O 时成立. □ 

例5 (推广的伯努里不等式）对于 cr>l, ^>-1, 我们 

i 

有 

I 
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ax 9 




等号仅当 



0 时成立. 


证明我们有 

{l+x) a = 1 + ax 




( 



2 


(1 +知广 


>1 + 似， V »>-1* 


上式中的等号仅当 



时成立, 


注记例 3 中的不等式可以改写成 

' - lXu - 1), v u〉o 

这式中的等号仅当 u = l 时成立. 


例 4求证 


镰 


sinx 


>~ 9 

n 


V * 6 


， 2- 


证明考察函数 




/00 


smx 



如果 xt ^ Q 9 


及 … txt 

如果 


0. 


这函数在 




0, 


2 


连续，在 ( o ， D 可导，并且 


f\x) 


_ 


xcosx - smx 



COSX 


~i —(戈一 tg») <0, V«€ 

X 



2 


我们 看到： 函数/在 


0, 


2」 


是单调下降的，因而 


/M >/(~), 


Va ； e 0 


由此得到 


w (。 ，皆] .口 

例5求证： V«<1. 

• • • 

. r 

钲明记/0) = (1-$)6则有 

/ , (*)= - xe \ 

导函数 fix ') 经过^ = 0这一点从正变为负，因而* = 0是函 

数 fix ) 取得最大值的点，我们得到 

(1- V A ； € R, 

因而 

V ^<1. □ 

p 

例 e 考察函数 

/(龙）= -In*，$>()• 

因为 

尸 (*) V*〉。， 

X 

•- d 

所以/在 （0，+ oo) 是严格凸函数.因而，对于4，" •，〜 e (0, 
+ oo), 以下的颜森不等式成立 

+••• + + ••• +a./0O, 

即 

h . 

fc F — 

剛 + …+ or 大 )< - a l lnx l - - cc jnx mf 

V aw 二 >0， ai 十…切产乙 

由此得到 

…+ …+ a m x my 
V a !， •“， a„>0, a ! 十… + 〜= I • 

上式中的等号仅当％=々=：•••=‘时成立.这里得到的不等式, 
是算术平均数与几何平均数不等式的 椎广. 对于 A = … 
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, 上面的不等式即为算术平均数与几何平均数不等式. 


例7设 p ， 9 >0, 7 +— l . 试证 




y y, Vjf,y>0, 


等号仅当 


y 时成立. 


证明这是上一例中 



2的情形. 


设 ，•••，“• 是不全为0的非负实数，，•••，&#也是 


不全为0的非负实数，…0, 7+7 = r . 对于 



B 


f 


2>5 


Vi 


b \ 


n 


用例7中的不等式得 




(PTM 




P 


» 





» 


_ 


上式两边对 i = l ，2, •“, n 求和，就得到 




1 






P 



n / » \丄/ • \丄 

< * 1 \ i * 1 / V <»1 / 
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这后一不等式对于〜，•••，〜仝为0,或者乂 ，…人 全为0的 
情形，显然也成立.我们证明了霍尔德 （ Hfllder ) 不等式 


2— 分 ; T ， 

a " …， a 〉0， 6 丨，…， &•>()• 

常遇到的一种特殊情形是： p - q ~ 2 . 这情形下的霍尔德不等式 
就是柯西不等式《 



注记柯西不等式还有许多其他 证法. 一种常见的证法用到 

以下二次三项式的判别式 • 

_ 

m 

i - 1 



另一种常见的证法用到这样的恒 等式: 




M , - b t a } y • 


例9设 c >0, 函数炉在区间 [0， C ] 严格递增并且连续, 
於是炉的反函数， 

炉 (0) = 0 ， a € [0,c], b€ [0,9>(c)]. 

通过图形面积的比较可得（参看图 8-3) , 


ab 


< 义妒 (x)d* 
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这不等式称为杨格 （ Young ) 不 等式. 











例如，函 
的反函数为 


图 8-3 


tp ( x ) = x p - 1 ( p > l ) 


0(y)=：'n (a = -—y-y 1 )• 

对这一对函数和 0 用杨格不等式可得 

o ? + ~ 6 ? f-i- 

P 9 9 ” 

®C a 6 = B r , 我们重又得到了例 7 中的不等式 


V 


— m I — ■ 

^ r < 7 … 


(p>0 ， 9>0, 


P + 1 


攀 


§5 函数的作图 

I ■ 

为了形象地表示一个函数的变化状况，有必要利用函数的图 
形.按照定义,函数 J =/ W 的图形，就是 OXY 坐标系中一 

t 

切坐标为 

O ， Kx )) 

这样的点的集.因此，作函数图形最直接的办法是描点绘图法. 
但为了标出图形上的每一个点，都需要计算一次函数值.为了得 
到较准确的图形表示，计算工作量是很大的.我们希望尽可能地 
减少这一工作釐.为此，就要有选择地进行描点，使得所标出的 
点是最能反映函数变化特征的“关键点”.例如：函数的升降和 
凹凸等性质转变的点， 等等. 为了寻找这样的点，可以利用我们 
前面已经讨论过的求极值点和求拐点的 办法. 描点作图当然只能 
在有限的范围内进行.为了对函数图形的全貌有较好的了解，还 
需要考察动点沿函数图形趋于无穷远时的渐近状况* 

5 . a 求渐近线 

考察曲线 

Vi y = /00 

和线 

" A, Ax+By + C = 0 + 

如果时，点 P ( x ， f ( x )) 沿曲线 V 趋向无穷远，并且这点 
到直线 A 的距离趋于0,那么我们 就说： *40 时曲线 V 以直线 

A 为新近线. 

我们来探讨渐近线存在的条件.首先注意到：点 P0 ，/00) 



到直线 A 的距离可以表示为 


dix ) 


\Ax + Bf ( x ) + C \ 

~~ VWTW ~ 


因此， 



时曲线 Y 以直线 A 为渐近线的充分必要条件 是：当 


时，点 P 沿曲线 V 趋向无穷远，并且 


Iim(^ + jB/(a;) 十 C) = ()• 


以下分三种情形讨论, 


情澎1 


lim f ( x )= oo , 这里 aeR. 对这情形，要使 

x ^ a 

lim (如 + B/ ( 义） +C) = 0, 


必须而且只须 

B = 0 ， Aa + C = 

当这条件满足时，渐近线; I 的方程为 

Ax + C — 0 9 

也就是 


C 

A 


这时我们说曲线 Y = fOO 有竖直渐近线 


a. 


情形2 + .对这情形，要使 

lim (Ax + BfQc ) + C) = 0, 


必须而且只须 


Bt^O 


lim (A +B 


f ( x ) 


lim 


Ax + Bf ( x } +C C 


x 


97 




hm \Ax-\- 5/(x))= - C. 

ji + 的 


这些条件等价于 

Bi^Of 

lim /(X) = _ ~^=k ， 


lim (/(^) - kx) = li 


i# 

(/w + 


A 

■ ■ 

B 


C 

B 


b. 


当这些条件满足时，渐近线; l 的方程为 

A C 1 ^ 

y = - 飞 x -~^ = kx + b. 

这时我们说曲线 r=/W 有斜渐近线 

J 

y — kx ^ b . 

情形3 ^-OO. 对这情形的讨论与情步2完全类似，因此 

就不重复了. 

通过以上分析，我们得到结论， 

I . 曲线有竖直渐近线尤=«的充分必要条件是 
函数/00在《点有无穷间断，也就是 

lim /(x) = oc 

(这里设《 € IO; 

I. 曲线 y=/M 有斜渐近线 r=^+6 的充分必要条件 
是 

Hm 既々， 

尊 ，+ PO P 0 

< -CO ) 

lim (/(^) - hx)—b. 

<〜） 

请注意，这里所说的“斜渐近线”，包括0的情形，即包括 
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了水乎渐近线.蓉易看出：曲线 y =/00 有水平渐近线7=6的 
充分必要条件是 

lim f(x) 二 b. 

(― ) 

例 1求曲线 

X 7 

7 l + x 

的渐近线（参看图 8-4). 




首先注意到 



由此得知曲线 : r =5^有竖直渐近线 


其次，因为 



所以曲线 y 还有斜渐近线尸 

例 2求曲线 y - c "* 1 的渐近线. 

解因为 

lim e~* J = 0> 

所以曲线 y = e ~ nt 有水平說金线; r =0 (0 8-5) • 




5. b 描点作图 

S 

_ 

在开始作图之前，应对函数的一般状况作一个大致的考察， 
并找出最能反映函数变化特征的一些关键性的点.具体步骤如 
下 * 

一、 考察函数的定义域，以确定在怎样的范围内选点 I 

二、 考察函数的奇偶性与周期性，以减少描点时的计算工诈 
量， 

三、 求函数图形的渐近线 I 


四、 求 /' O )= o 的稂，并判别 /' CO 在其各根间的符号， 
以了解函数 / O ) 在各段的升降与极值的情况 | 

五、 求尸 (*)=0 的根，并判别 /'(*) 在其各根间的符号， 
以了解函数 fix ) 在各段的凹凸与拐点的倩况； 

六、 再有选择地标出一些有代表性的点，例如图形与各坐标 
轴的交点等. 

例3作函数的图形. 

■ p 

解 这函数的定义域是 （- co ,+ oo ), 它是偶函数.因为 

lim = 

所以函数的围形以％轴为乎渐近线.计算这函数的导数得 

y^-2xe~ x \ / = <-2+4^ 2 )e^ 2 . 


我们列表讨论函数 y 


的升降与极值，凹凸与拐点, 





备注 

■ 






这函数的图形描绘在图8 -6 中. 



图 8 - 6 

注记在这例和以下各例中，我们采用以下的方便的符号来 
表示函数的升降与凹凸， 
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作函数 y 


i + 


的图形. 


为 


这函数的定义域为 （ 


，+〜)，它是一个奇函数.因 


lim y = lim 


1十 * 


所以图形以 


轴为水平渐近线.计算函数的导数得 


9 


2(1 — 戈 2 〉 


0 


4 x ( x 2 - 3) 


(1 + 欠 2 ) 2 ， 


1 -%" Li - - 

Cl 十？） 




我们列表讨论函数 y 


2 x 


1 + 


的升降与极值，凹凸与拐点 




备注 


拐点 


极大 


柺点 


这函数的图形描绘在图 j - 7中 


作函数 ： r =]；： j ^ 的图形. 


这画数的定义域为 


(一 °°，一 i ) u ( — 1， 



)• 


因为 


lim 


lim 


, 


d 十 ； T ， 
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-JT - 1 


o 




X 




所以图形有竖直渐近线 ^=-1. 又因为 


V X 

lim —= lim 

童 ， oo X jr 4 M 丄 I 


lim (y — 戈） 


* ** i» 


5 I^c 


X 


2 


所以图形有斜渐近线计算函数 y = f ^的导数得 


/ 


2 x + x 2 


(1 + ») 


9 


— -- •■ _ _ \^m ■ ■ 琴 ■ 

r (1 + 


我们列表讨论函数7 =&的升降与极值，凹凸与拐点 




这函数的图形描绘在图8 - 8中 



解这函数的定义域是 R \{ 士 1}. 它是一个奇函数.因％ 

* 

lim y= lim a = °°> . 

i 戴今 土 i 戈一 1 

所以函数的图形以:《 = 士1为竖直渐近线.又因为 



lim (y - X〉= lim —; _ ■■ ■ = G , 

所以图形以 y = x 为斜渐近线，为了便于计算导数，我们把这函 
数的表示式写成 
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• — — — — — — — • - ■ •- — • - 

HHBH||^RfflHHHnHHffl|^HHQHBSHRMB9 




3〆¥ 


— 


拐点 


极 /I 


这函数的图形描绘在图 8- 9中. 

* • 

I 

■ 

I 

§6方程的近似求解 


从各种实际问题中，人们得到形式多样的方程.研究方程的 
求解，是一项有久远历史昀数学课题.最初人们关注于代数方程， 
尽力寻求解的公式表示-对于一次和二坎的代数方程，这种努力 
在古代就已获得成功.到了十六世纪，对于三次和四次的 : 代数方 

程，也找到了用四则运算和根号表示解的 公式. 但对于更高次的 

• • 

代数方程，类似的努力却毫无进展.到了十九世纪，由于阿贝尔: 
( Abel ) 和伽罗耳 （ Galois ) 的研究，人■才了解 到:对 于高于 
四次的代^方程，不存在用四则运算及根号表示解的一般公 
式.其实，即使对宁三次和四次的代数方程，解的公式表示就已 

经相当复杂了，除了某些简单情形而外，一般并不适宜于作具体 

■ - ■ / r ^ - ■ ■ • 



计算.对于髙于四次的代数方程以及所谓的“超越”方锃（例如 
像 xlnx-l = 0 这 样的方程），就更有必要探讨近似求解 的有效 

方法. 

近似求解方程的办法有很多种，其一般格 局是： 设计一定的 
程序，使得按这程序能够产生一个收敛于方程的根的序列 { x n }： 
于是，我们可以取》充分大时的\作为方程的根的近似值. 

牛顿法（又称切线法）是一种得到广泛应用的近似求解方程 
的方法.只要初始点选择得当，由这种方法产生的迭代序列能以 
很快的速度收敛于方程的根.下面就来介绍这种方法. 

V 设函数 /在闭区间 [ fl ,6] 连续可微并且满足条件， 

/(o)»/(fe)<0? 

/X*)t^o, y x ^： 

于是，由连续函数的介值定理可知，方程 



/00=o 

在 （ a ,6) 中至少有一个解.又因为函数/在 [ a ,&] 是严格单 
调的，所以在这区间中方程的解是唯一的.记这唯一解为 c . 下 
面，我们来构造逼近这解的序列. 

曲线 y =/ M 在某点 （ a ，/ Ov 。)） 处的切线的方程为 

■ 

y~/(x 0 ) + / f (x 0 X^ - ^o). 

为了近似求解方程 / W -0, 我们用这切线与 x 轴的交点 a 代 
替曲线与^轴的交点换句话说，就是用方程 

•: / 0 。）+ /' 0 ») 0 ? - * 9)=0 

的 * 1作为方程 / W - o 的解 c 的近似值.我们求出 

I 

. ^ /M 
^0 // / \ • 

/ (戈。） 

以 t 代替％，重复 上面的 手续，又得到 

4 

^ -V - /(〜） 

•*1 r / y \ m 

/ C 工 i) 


果这样的迭代手续可以一直进行下去，那么就能得到一个数列 

I * - 



近似求解方程的这种迭代方法是牛顿首先提出的，所以叫做牛顿 
法.我们需要考察：在怎样的条件下，由牛顿法产生的迭代序列 
收敏于方程/(«)=0的解 

为了便于讨论，我们假设函数/在闭区间 [ a ，6] 上二阶连 
续可微并且满足条件 

/0)./(&)<0， 

在这样的条件下，关于函数/在闭区间的凹凸与升降， 
有以下四种情形（参看图 8-10) : 

I • 凸上升（/'>0, f >0), 
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i . 凹上升 （/'>()， r < o ); 

m . 凸下降 （/'< o ， r > o)i 

w . 凹下降 (厂 < o , r < o ). 



图 8-10 


分析以上四种情况的典型图形，我们确信：只要 选择々 满足 

/U)f(Xo»0, 


就能保证 


/(太 0 ) 


与々在 C 的同侧，并且 A 比 X 。离 C 更近，因为在 e 的同 

1 

一侧/的符号不改变，所以义也满足 

/0 O 厂 00> o , 
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午是又能保证 




/(« l ) 

厂 CO 


与 * i 在 


的同侧， 并且〜比义离 C 更近.这样的迭代过 


程可以不断进行下去而得到一串数 



X 


JB 


m 


0，1，2, 




单调有界序列{\}的极限〜应满足 


# 


/(戈，） 

尸00, 


即 


因而 



来 


应是方程 m 


/ CO = o , 

在闭区间[«，&]中的唯一解 c . 


根据以上分析，我们来 证明： 

定理 1设函数/在闭区间 k ，6] 上二阶连续可微并且满 


足条件 


/( a )*/(6)<0, 

厂 W •广 00押， v * € [«,6]. 
如果 *0 6 [ a ,6] 使得 

I 

/00./’00>o ， 


那么由迭代程序 







所产生的数列单调收敛于方程 / O ).=0 在 [ a ，&] 中的唯 
-解 C . 

-证明 为 II 定起见，不妨设函数/在闭区间 [ a ,« 是凸上 
升的，即 r > o , r>o (其他情形可类似地讨论).对这情形， 
关于初始点的条件 

/0 O •厂 (如) >0 

■ ■ > - 
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倉味着 


也就是 


显然有 


若记 


则有 


9 (*) 


我们看到 


/< X 0 )>0 







_ _ _ ■ _ _ _ ■ ■ 

尸00 


<^o 


vOO 




/oo ， 


[f o«)] 2 -/o oroo— fMr(x) 

-I—I ■ I 1^^— ■ ■■ ■ _ — • - ■ ■ —' — U ， k _i_i_■ ■ - _ * - - 


[厂00] 


[ rw ] 



( p ( x t ) - < p ( c ) 

<pXI)(^ - c) 


= 谓靜 ㈣ >0 

这里用到了拉格朗日中值定理，式中的 S 满足条件 



Q 


> 1 > 


在 广 >0,厂>0的条件下，我们证 明了： 只要 A > c ， 就 


有 




利用归纳法可进一步证明 


i 〉 ^*>c ， 


1，2，..、 


数列如_}单调下降并且有下界，因而必定收敛于极限在前 


面的讨论中，我们已经看到，这样的 
区间0,6]中的唯一解 c . □ 


应是方程/(*)=0在闭 


对于实际计算来说，仅仅知道近似序列收敛于根 


是不够 
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的，还需荽了解这 收斂的 速度.收敛逮度很慢的近似序列是裉本 
不适宜于作实际计算的.对于牛顿法来说，只要初始近似选择得 
比较好， G 敛的速度将是很快的.这从以下定理可以看出. 

定璦2设函数/在闭区间[«,6]连续并有连续的一阶和 
二阶导数，和尸00在 [0,6] 不改变符号， £^((2,6) 是 
Kx ) = 0 的根，则按牛顿法产生的送代序列 


满足 
这里 

i <*1 

k 

证明利用泰勒公式 

/(c) = /oo + f(xjcc-x.) + —— (c 一 x n y 9 

我们得到 



J> 


/ ' CO ， 


0,1,2 


- c |< gU ,- c | 2 , 


9 


M 


2 m 



inf 丨尸 001, 

真 tr 釋， 6j 


即 





rci) 

2 f { x n ) 





由此即可得到 

a 

|^ + 1 - c]<qf -c\\ □ 

于是，只要初始近似〜选择的比较好，逼近序列将 
以很快的速度收敛于根 c : 如果 k „- c | 的数量级为 10-*, 那么 

的数量级差不多可达10一' 
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广 00 = In » + 1， /•(戈 ） =丄. 

0 C 

容易看出，在（0，1)中 /00< o , 因而方程无根.对于 x>h 

因为 /' O )> o , 所 以方程 / W = o 至多只能有一 个根. 又因为 

/( 1 )= - 1 < 0 , 

/(2) = 21n2 - 1 

I 1 

=»=In4 — I 〉 1 。， 

所以方程 /(*) = 0的唯一根在 开区间 (1,2) 之中.我们用牛顿 
法近似求这个根.因为/(2)与 f (2) 同号，所以可取* 4 = 2. 
牛顿法的迭代公式为 、 

— /0 Q 

% 

x n \nx, - 1 

= 怎禱 - —• 

11 ln^ + 1 

I 

一 \nx m +1 • 

■ 

从 * o -2 开始，遂次迭代得 



3 

ln 2 + 1 


= 1.77185, 



2.77185 
lnl . 77185+1 


» 1.76324, 


_ 2.76324 

1 lnlV ^324 + l 


= 1.76323 a 


我们利用定理 3 来估计误差，因为 

■ 

m= inf |/ (x) I =1, 

所以 

Ua - c I < I/(x s )| < 0 . 00000026 . 

我们只迭代了三次就达到相当髙的精确度. 



第九章 


定积分的进一步讨论 


§1定积分存在的一般条件 


我们把定积分定义为极限 




lim 


本节就来探讨这样的极限存在的条件.在第六章§1中，我们已 
经指出，要使上述极限存在，函数/在!>，&]上必须是有界的. 
这是定积分存在的一个必要条件.以下，我们在/有界的前提 
下作进一步的探讨.于是，对于[0,6]的分割 


P 






函数/在每一子区间上具有有穷的下确界和上确界 


inf 


/00, 


M k 


sup 


fix). 


ft 


t 


我们记 



M k 



番 


为方便起见，还引入记号 

m— inf /(»)， 


M 


■ 


d /00, 


和 


—M 



定义我们分别把和数 


[(/，戸） j 

mmmm 


与 


A 


UQ,P)=^M^ Xi 
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称为函数 / 关于分割/ " 的下和与 上扣. 

对下和与上和进行研究是法国数学家达布 （ Darboux ) 倡议 
的， 所 以这样的和数又称为 这布和（达布下和与达布上和）. 

我们注意到：函数/关于分割^的一切积分和（黎曼和） 

•• 

or (/, P , l ) 都介于达布下和与达布上和之间 

[(/， P )< or (/， P ， l )< f /(/， P ). 

还容易看出：对于给定的分割 P ， 应该有 

inf cr (/, P ,|)- L (/, P ), 

I 

sup <7(/, ?,!)-£/(/,?). 


这里的 inf ( T (/,/>，|) 和 sup ( T (/, P ,|) 分别表示对一切可能的 

在 6 

I 取 Or (/， P ,|) 的下确界和上确界. 

我们将通过对达布下和与上和的考察，探讨函数/在 [〜&] 
可积的充分必要 条件. 

引理1对于的分割 


P ： a = <Cx fi — b 

和由 P 添加一个分点 X eLx k - lt x ^ 而成的分割尸'，我们有 
⑴ i(/ ， />)<L(/ ，， )<i(/ ， P) + a>|P|, 

(2) U (f t P)>U (f ， P 1 )>U (f , P )- ① \ P I • 

I 

证明下和 U /， P ) 与 K/,P ) 不同之处仅仅在于前者的 


被代之以 



这里 


ml ( x f - + ml ( x k - 〆 ）, 


= inf /00 ， inf /(*)• 

* 1 C* t ^ t f * ^ 3 < # L * / ] 


因而 
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I 


t (/， n -艺 (/， p > 

= m k {x - 〜一 0 + ml(x k - x) - m k (x h - * 卜！〉 

=(mi - m^ix - **-!) + (ml - *')• 

■ 

但显然有 

I 

_ ml ^ 

m ,< : < M “ 

m k 

所以 

0<[(/，产） W) , 

a* 

<(Jkr-m)|P|=a；|P|. 

这证明了结论 （l): 

!(/,?)<!(/,P)<L(/,P) + g>\P\. 

至于结论 （2) ，可以用类似的方法来证明，也可以利用关 

系式 

t/(/,P)=-L (-/, J>), 

从结论 （1) 推出. □ 

推论设分割广是由分割 P 添加 i 个分点而成，则 

(1) L(/,P)<I(/,F)<L(/,P) + /fi>|P|, 

弓I理2设 P, 和是 La ,6] 的任惫两个分割，则有 
- 1(/, P.Xt/C/, P 2 ). 

证明以 P' 表示由 A 的分点与 A 的分点合在一起作成 

的分割，则有 

1(/ ,&><[(/，） 

以下我们记 _ 、 

/*sup t(/,P), / »inf U(J ， P), 

— P f 

这里的 sup 与 inf U ( J ， n 分别表示对 [ fl ,6] 的一切 _ 

? F 
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可能的分割/ * 取 W 的上确界与 uif . P ) 的下确界. ： [和 
7 分 别称为/在 [ a ,6] 的达布下积分与达布上 积分. 由引理2 

可知 

/ < 7 . 

引理5我们有 

(1) lim !»(/，!*)=』， 

(2) lim U(J ， P ) =7. 

1 戶 1 -0 

证明因为 

/ =«up L ( f ， P ), 

一 / 

■ 

所以，对任何《>0,存在分割 
使得 

2 一 

下面/我们指出：只要分割 p 满足 


\p\<d = 


2lo> +1 


(这里£是 p 。 的 分点个 数），就一定有 

/ -«<!(/,/>)</. 


I 


事实上，如果把由 A 和 P 的分点合在一起作成的分割记为 P % 
那么 


l>L(f 9 P) 

>LQ t n-io\p\ 



以上的讨论已经证明了 
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lim L(/,P) = /. 

I I-*o - 

同样可证 

lim o l r (/,P)-7. □ 

在作了以上准我们来探讨有界函数/在有界闭区 
间 [ fl ， W 可积的充分必要条件. 

定理 1设函数/在闭区间 [ fl ，6] 有定义并且有 
界，则以下三条件互相等价： 

(1) 对任何《>0,存在的分割使得 

(2) 函数/在 [ fl ， W 的达布下积分与达布上积分相等： 

/ =7j 

(3) 函数 V 在 [ a ,&] 可积. 

证明 我们将循以下途径来证明这三条件的等 价性* 

“ （1) => (2) 0 ⑻ $ ⑴ ” • 

先来证明“（^) => (2) ” •因为 

0 <7 -/<(/(/,?)-!(/,?), 

所以条件 （1) 蕴含 

0 <7 - /< i , v fi > o . ’ 

由此即可得到 

■■■ ■■ 

/=/. 

再来证明 “（ 2 ) => (3) ” •记 / = /-?, 则有 

lim i(/,P)= lim 1/(/,/ > ) = / # 

I IM • 0 ， i P 卜 rt 

又因为 

U / tJ P )< C 7(/, P ,|)< C /(/, P ), 

所以 

lim or(/,P,t) =/* 

t P t n 

最后，我们来证明 “（3) $ (1) ” . 按照可积性的定义， 
存在极限 
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( lim # a(f,P t i) = l. 

于是，对任何 e >0, 存，使得只要 | P |<3, 就有 

卜 |0(/, 尸， !) </+音. 

取定一个这样的分割 P, 让I变动取积分和的下确界与上确界, 
我们得到 


/- - <1( /, PXVCf , F)</+y. 

由此得到 

S 

注记从上面定理的证明可以看出，对于在 [a,6] 可积的 

函数/， 应有 

(/(«)dic = /=7 t 


下面，我们把定理1改写为更便于应用的形式.为此，先介 
绍一些记号.对于的分割 

P ： 0 *= < C. x m 

我们记 

» 

= co ^ x i$ 

I m 1 

这里 


显然有 

因而 



公(/，？)=£/(/，？）-[(/，？)， 


lim Q(JD =7_ / 

Ip I -0 

采用这样的记号，我们把定理1改写 如下： 

定理V设 a,6€R , 函数/在闭区间 [ o,6] 有定义并且 
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有界，则以下三条件互相等价 

(1) 对任意 e >0, 存在 [ a , 6] 的分割 P ， 使得 

0(/，尸)0， 

(2) lim i?(/,P) = 0| 

(3) / 在 [a,W 可积 . 

狄里克莱函数定义为 

n/ v fl , 如果 a 是有理数， 

如果咸无理数. 

s _ 

设 a ,6^ R , a <6. 我们来考察函数 BO ) 在 ！>,&] 是否可 
对于 0,6] 的任意分割/ V 显然有 





因而狄里克莱函数 D 在任何闭区间 [ fl ，6] 上都不可积. 
例2黎曼函数定义为 


RCx ) 




,如果 



f ㈣ 鏹约分数， 


,如果 a 是无理数. 


我们来证明函数在任何闭区间 [ a ，« 可积. 


证明设®是任意正数.考察闭区间[心6]中的所有的既 


约分数2 ( g >0), 我们可以断定：在这些既约分数里，至多只 
有有限多个能够使得 

7^ 2 a) * 

把这有限个既约分数记为 

h 


do 


\ 




取 [ a ,6] 的分割 P ， 使得 


|P| <j 

对这分割我们把分成两部分： 

^ (丑， P ) = ^^ ’ (^厶心十 X ( OjAx ^ 

i 

其中 I ；'叫 A *, 所涉及的子区间[七-,，^]不含有任何一个 

而所涉及的子区间 Oh ，巧]含有因为之^的加项 
不超过2 Z 个，所以 

■ 

w) =S * cujA^i + I ：， CO } Lx ! 

i ■ 

> / 

< 2 (6*-o) (6 ' a)+2/|P1 

e e 

< 2 + Y =e - 

J 

这证明了黎曼函数 《 的可积性. □ 

I _ 

I 

I 

§2可积函数类 

_ 

我们利用上节中推导的充分必要条件考察可积函数类.将指 
出：' 这函数类对于相加、相乘和取绝对值等运算是封闭的.还将 
指出：任何连续的函数或者单调的函数都属于可积函数类.我们 
看到，可积函数类的范围是相当广的. 

先证明一个引理. 

引理1设 函数炉 在区间/有定义.我们记 

Af(^>) = sup <p^x), m (y) = m£ y(«), 

•着 J / 
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则有 / 

sup I 史 < y ) _炉0) j 

9 f , J ^ r / 

证明对于 = - m (<?7) = 0 的情形，显然有 

sup 1^(^: ) - ( pCx f> ) I — 0 = < y (^). 

以下设 co (( p ) = M (< p ) - m (< p )>0. 

对任何 x \ x " € J , 显然有 


卞,;}<财(沪) - wOXO ， 

( p{x ) - < p\x ) } 

因而 

I 炉(匁 h < y )« 炉)- 

另一方面，对于任何 0000), 存在满足条 
件 ,、 e 

妒 (〆)> 财 ( 妒 ）- Y 

， 

甲 

> m (^) + y >< p ( y ), 

于是 

炉（ 〆 ） 一 qp ( jc ’）> Af (妒）一 m (炉）一 e =6)( 妒） 一 e , 

a * 

I 炉 OO -flp(^)|>w(?>) - s. 

通过以上讨论，我们已经证明了 

L 

sup I< pOO lOO 丨=。(炉 乂 □ 

定理1设函数/00和 gOO 在 [ fl ,« 可积， A 是常数, 
则 

(1) /0<)士 gO > 在 [ fl ,6] 可积； 

(2) A /0：) 在 [ a ,6] 可积》 

(3) |/0)彳在 [ a ， b ] 可积； 

( 4 ) /(a) $ 0 〉在 [a，&] 可积, 

(5) 如果存在常数^>0,使得 

l /( x ) j ^ d , [ a t d ], 
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那么函数也在 ！》] 可积. 

fix ) 

证明 结纶 （1) 和 （2) 的证明已见于 第六章§1 之中.这 
里我们证明结论 （3) ,(1) ,(5). 

以下用表示分割 JP 的第 t 个子区间. 

(3) 因为 

<0.(1/!)= sup I \f(x f )\ - |/(^) I I 

JT ’ r J f f / , 

< 哪 1/00-/001 
= ci> ‘（/)， 

所以有 

利用这一关系，根据可积性的充分必萼条件，就可得到结论 
(3) • 

* 

(4) 可积函数必定是有界的，可设 

|/0»)1<尤， 1^(^：) |< L , V Jf 6 [ o ,6]. 

对于任何 〆〆€ 厂 /应有 * 

|/00茗0’>-/00君0*01 

=1 (/(〆 ）一 /oo)g(y) + fix^cgCx 1 ) - goo) I 

<L\f(x)- f(x) : +/C| g(x ，） - gO ，） 1. 

于是 

%(")<[%(/) + KctjXg )^ 

因而 


pag,pxLQa>p)+Kac gi p) t 


据此即可得到结论 （4). 

(5) 我们有 






/ 00-/00 

/(，)/(，） 
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p _ 

=如》*(/). 

于是 / 

I 

0(^- J -9 P 士 D (/， P ). 

据此即可得到结论 （5) . □ 

注记上面定理结论 （3) 的逆命题并不成立.请看以下反 
例： 

i / x \ _ ( 1 »如果 x 是有理数， 

/W = t - 1,如果 x 是无理数. 

这豳数在闭区间 [0,1] 不可积，但其绝对值 l / WI = i 却是 
[0,1] 上的可积函数. 

定理2设是 [ H ] 的任意闭子区间.如果函数 
/在 [ a , 6] 可积，那么/也在 [0,6] 可积. 

证明对任意存在[二，1]的分割 >，满足 

给 y 添加分点， ^(/, n 不会增加.不妨设7的分点中已包括 
7 a ， b 两点. 芦在 [ a ， 6 ] 中的分点给出 [ a ,6] 的一个分割， 

我们把这分割 记为八 则显然有 

£?(/,?) (/，？)<>• 

这证明了函 Sfc /在 [ o , M 可积. □ 

定理3设函数/在闭区间 [ a ,6] 有定义并且单调，则/ 
在 [ a ,6] 可积. 

证明设/是单调上升的.对任意的«>0,可取 

一~ 7(6)'- /(a) +1 • 

只要的分割 
U 、 



满足 

觥有 


\p\<d 9 


曝 


D (/ ， P) =2 a>AXi 


薄 


= <5[/(6) -/(a)]<e. 


这证明了 / 的可积性. 


对单调下降函数可作类似的讨论. 


m 


设函数/在闭区间 [ a ，&] 连续，则/在[、&] 


可积 


证明因为函数/在闭区间[«，6] 


致连续，所以对任何 


>0,存在5>0,使得只要/， 〆 €[〜&]， \x-x \<6 


躭有 


i/oo mi< 




考察 6] 的任意分割 




只要|冽<<5,就有 


^ ~ M I ni(^^ 


, i = l ， … 


对这样的 P 躭有 


n 




^ I 


_ 




(6 - o) = e m 


这证明了 / 在 [ a ,6] 的可积性. 
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定理 5 设函数/在 [ fl ,6] 有界，并且除去有限个间断点 
而外，在其他各点连续.则/在 [ a ,6] 可积. 

证明设/的间断点为匕， c ,， …, c ,. 对任何事先给定的充 

分小的^>0,取 i 个开区间 

■ 

J% — (,C k - TJ t C fc +f?), A?=l， … ，人 

这些开区间盖住了全体间断点.在 [ a ，6] 减去/,，•••，/,所佘下 
的有限个闭子区间上，函数/是一致连续的.因而存在6>0 , 
使得只要 

I 

以 »]\ ( u /*> \ x - x \< d f 

h » 1 

就有. 

[/(*') - /(^) I <»7. 

取1>，6]的分割使得 

I P \ <min 0 池 

在分割 P 的各闭子区间中，至多只有总长度不超过4以的一些 
子区间能与某个八相交.我们把和数 m 分成两部分： 


co^x J9 

其中第一部分所涉及的子区间 0^,4] 不与 任何八 

相交，第二部分所涉及的每一子区间都与 

某个人相交.对第一部分，应有对第二部分，应有 
^^^<4^17. 于是 

公 （ f ， p) OJ t \Xf 

- i 

* T * 

tax t + co / 

X 

; 

— a) + ⑴ • 4Z" 

• 对于任何事先给定的 «>0, 我们可以选取7,使得 
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0 < ”〈• b-a^ Uco ' 

对这样的 ”， 按上述手续选取的 P 就能满足： 

J0(/ ,P)<[(6 - o) + 4ic«>]??<c. 

这证明了 /在 laM 可积. □ 

最后我们指出：改变函数&在有限个点处的函数值，不影 
响/的可积性，也不影响积分&值.请看下面的定理. 

定理6设函数 g 与函数/都在闭区间 [ o ， fc ] 有定义^ 
并设除去在有限个点 Cl ，…， c , 而外， g 与/的函数值都相等， 
即 

I 

gW=/W> V 以 [fihWVCi ，…， c,}. 

如果 / 在可积，那么 g 也在可积，并且 

\ gOOdoc =\ f(,x)dx. 


证明记 

K = max{]g(c,) -/(c^ I ， … ， |g(c t ) - /(c,)!}. 

设 P 是 [ a ,6] 的任意分割，则这分割的各闭子区间之中，至多 

只有2 Z 个能含有某个于是 

|a(g,P,|)~or(/,P,|)K2/JC|P|. 

由此得知：当 1^—0 时， cr ( g , P ,|) 与 (7(/， i >，^ 有相同的极 
限值.这证明了定理的结论. □ 

§3定积分看作积分上限的函数， 

牛顿-莱布尼兹公式的再讨论 

为方便起见，不管 a<b 或是 a > b ， 我们都用记号[«,6] 
表示介于 o 与 b 之间（连同在内）的有实数的集合， 
并仍称之为闭区间. 

引理设函数/在 [ a ,6] 可积，并设 
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伞 (*〉 (抽 

% 

(这里为了避免与积分上限相混淆，改用 i 表示积分变元） . 

p 

句话说，我们可以把定积分看做积分上限的函数. 

定理1 设函数/在[«,6]可积，则函数 

* 

▲ 

在 [ a ,6] 连续. 

_ 

证明可积函数是有界的.设 

A 

1/(0 KL vt€[a,6]. - 

对任意％ €[ o ,6]， 我们有 
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\0(X)-0(X,)\ 


/(Odt 


\ x ^ Xq 


这证明了少在 A 点的连续性. 


定理 2 设函数/在可积，尤。 € ( a ， b ). 如果/在 


A 点连续，那么函数 


0( X ) 


% 


f ( t ) dt 


a 


在 


0 


点可导，并且 


< P \ x 0 ) — f ( x Q ) m 


证明因为函数/在乂点连续，所以对任意 e >0， 存在 


6>0,使得只要 


就有 


k - » 0 1〈3， 


于是，只要 


a: € [a,fe], 0<U-^ol<<5» 


就有 


0(x} " ^(^o) 


X 


- /(^ o ) 


X~~ Xii 


f(t)dt - f (x) 


v 1 --r [/o)-/o。)] 心 

x [/0)-/(^o)jtlij 


< 


X- Xft 




e |jc - I 


这证明了 




0 


用类似的办法可以证明，对于 a <6 的倩形，如果函数/在 


3d • 



闭区间 [ a ，6] 可积，在点右连续（在6点左连续），那么 

函数 


就在 a 点右侧可导（在&点左侧可导），并且 

0:(a) = /(a) (01(6) = /(6)). 

因此，如果函数/在闭匯间[«，&]连续，那么函数 

= ( /( 0 山 

就在闭区间 [ a ,6] 连续可微，并且 

串’0 X 0 )， v » e 

r 

对于以积分下限为变元的函数 

也有相应的结果.只要/在[«，6]可积，这样的函数就在 [ c .6] 
连续.如果/在 x ^{ a , b ) 连续（在 a 点右连续，或在6点 
左连续），那么 V 就在〜 点可导（在 a 点右侧可导，或在 b 
点左侧可导），并且 

-/(a'o) 

(災 ：( a )=-/00 或 ^：( b ) =-/(&)). 

因此，如果函数/在闭区间[«，6]连续，那么函数 V 就在闭 
区间 LaM 连续可微，并且 

妒》 -/( 文 )， W x€i [a, 61 . 

所有这些结果都可以仿照前面的讨论予以证明. 

我们还可以考察贞 J 下形状的函数的可微性， 

F(x) — ( f(Odt. 

J C *) 

设函数和 v ( x ) 在闭区间 [ o ,&] 可微，并且满足条件 

u (: t ) 

1 
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如果函数 / 在闭区间 [3,5] 连续，那么函数 

^ Fix ) fiodt 

▲ 

也就在闭区间可微.事实上，我们可以取 ceO <, j 5) 而 
把函数 F ( x ) 表示为 

Fix) =( fCOdt. 

J C J It ( *) 

上式右 端的每一项都是可微函数的复合.因而函数 n x ) 在闭区 
间[«，6]可微分，并且裉据复合函数的微分法则可得 

利用上面讨论的结果，我们重新再来考察牛顿-莱布尼兹公 
式.记得在第六章§2中介绍牛顿-莱布尼兹公式的时候， 当时为 
了便子证明， 附加了 “原函数存在”这一额外的条件.其实，根 
据本节已经进行了的讨论，我们能够作出这样的判断：任何连续 
函数都必定具有原函数. 

我们将这一重要结论写成定理的形式. 

定理3设函数/在闭区间 [0,6] 连续 ，则 

- 0(a) = j /(Odi 

就是/在 [ a ，6] 上的一个原函数.由此可知，函数/在闭区间 
!>,&] 上的任何一个原函数 V 都可以表示成如下的形式： 

I 

W (a?)= J fC0dti-C 9 
这里的 C 是一个常数. 

在第五章 §4 中我们曾谈到， 有不少初等 函数， 它们的 原函数 

I 

不能表示为初等函数.例如，以下这些不定积分就不能表示为初 
等函数： 
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« 


51T15C 

•X 


dx f 


(■C0S3C, 


J 



但一个不定积分不能用初等函数来表示，绝不意味着这不定积分 
不存在.根据本节的讨论，我们看到，任何连续函数都具有原函 

I 


数，这原函数可以用变动上限的定积分来表示. 

. 本节的定理3,实际上蕴含了牛顿-莱布尼兹公式（第六章 
§2的定理1> . 事实上，设/在连续， f 是/的任何 
一个原函数，则根据本节定理3应有 


由此可得 
也!就是 


f ( x)dx + C 9 

F(6) - f(a) = C f^x)dx f 




f(x^)dx — FCb) - F(a) = F(a;) 



§4 积分中值定理的再讨论 

* 

下面的定理是第六章 § i 定理4的推广. 

定理 i ( 第一中值定理—^般形式）设函数/和 g 在[>，&] 
可积，并且 满足以 下条件 

m</0)<M ， g(x)^0 9 W xe [a ， 6], 


则有 



gO ) d ^< 


f{x)gCx)dx^M 



g ( x ) dx . 


特别地，如果/在 [ a ，6] 连续， g 在[«,6]可积并且《00>0, 
V ^€[ a , b ], 那么 
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)J(xyg(x)dx^= fic)y g(x)dx^ 

这里 c 是 t >，6] 中适当的点. 

证明由定理的条件可得 

V ^ 6 [£*，&]• 

乘积 fMgM 也在可积.利用积分的单调性就得到 


(4.1) m \ g(x)dx^ \ f(x)gix)dx^M f fC^)dx. 

«/ a il a J a 


如果函数 / 在闭区间 [ a ，6] 连续，那么在 (4.1) 式中可取 



min /(»), M 


fix ). 


t 




考察连续函数 


妒 0s ) = / O ) k 


我们可以把 (4.1) 式写成 


min fCx}g^x)dx^ max f{x). 

f C • . b ) x ^ la , bl 


根据连续函数的介值定理，存在使得 

j 

«• 

^(c) ==J o fMg(.x)dx f 

s 

即. 

h 

\ fMg(x)dx= f(c)[ g(x)dx 9 □ 

J a J a 

应用这定理于 gOO 三 1 的情形，我们重新得到第六章§1的定 

■ 

理4:设函数/在闭区间 [ a ,6] 可积（因而/在 0,6] 有界). 
如果 

V ^ € La 7 b^p 

那么 

m(6 - a)^( / («) dx^M (b - a). 


* 
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特别地，如果 / 在 [ a , bl 连续，那么存在[>，&],便得 


b 


0 


=/(c)(6- a). 


对这后一结论，可作如下的几何解揮 ： 由连续曲线 y = f ( x ) 与 


直线 




6 ， y = 0 


所围成的图形的面积，等 



图 9-1 


于以 [ a ，&] 为底，以 /( c ) 
为髙的矩形的面积，这里 
c 是[«,6]中适当的点 
. (参看图 9-1). 

T 以下结论从几何上看 

也是明显的••设 / o ) 在 
[ a , 6 ] 单调下降并且非负， 
那么由曲线 y =/0») 与 

直线 x = a t x ~ b t y ~0 

所围成的图形的面积，应 
该等于以 / O ) 为高，以 
[ a ， c ] 为底的某个矩形的 
面积，这里 c 是 [>,&] 
中适当的点（参看图 
9-2) • 这一事实可证 
明如下：考察连续函数 



护 00=/( fl )0 c - a ), 

因为 

所以存在 c €[ a ,6], 使得 

=( /(^)dx, 
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即 


\ /(x)dx = /(a)(c-a). 

上述结果可以毫无困难地推广到以下情 形：设 / 在 [ a ， w 单调 
下降并且非负， g 在可积并且非负，则存在 ce [ fl ,6], 
使得 


) a f(.x)gix)Ax^fiayygix)^, 

为证明这结论，只须考察连续函数 

妒 O0 = /(a)^g(t)dJ ， - 

并验证 

妒 00<^./( 欠 ) gOOk<0(6). 

通过更细致的分析，人们发现，这里对 g 所加的条件还可以放 

宽——函数 g 非负的限制可以取消.这更一般的结果，就是所 
谓第二中值定理” • 

定理 (第二中值定理的一种情形）设函数/在 [ a , fc ] 单 
调下降并且非负，函数 g 在 [ fl ,6] 可积，则存在 c €[ a , W , 使 
得 


^ f(x')g(x^)dx = }ia)\g(x)dx m 


证明. 考察连续函数 


0O) = /(a)Jg(f)df. 


从前面的分折得到启发，我们试图证明 


■ 


mm 




f b 

於 fMgix)dx^ max ^x) % 

^ ir r £« a 


为此，作一些技术性的变换. 
对于 La ， b ] 的任意分割 


Pt 


戈 。 〈… <X = b 


95 


我们有 


/ 


b 


f(x)g(x)dx 




f(x)g(x)dx. 


由此得到 




g(x)dx 


n 、 

s: C/W - /(* i - i )] gr (^) d * 


n 

l/(«) -/(«<-i)l IgWid 



n 






■ 

这里 l 是4001在[>，6]的上界.从这估计可知，当 lP |— o 时, 


应当有 


m 


J * g(x)dx 




j/(x)g(x)dx. 


我们来证明 


» 


於 00 ' g(x)dx 

€ L^ $ 9 J J M . 


< max 


t ( x ) 

w 


为此， 31 入记号 


G(*) = J g^x)dx 


并作如下变换: 
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s 


因为 

所以 


g(x)dx 

J Jf - 


^ ,/(^ f - l )[^(^ f ) - c (^- l )] 


a 


攥 


•r—» II 

^f(x i ^ 1 )G(x { ) 一 y^JCx^JGCx^,) 


M 


B 


2//( x i-i)^(*i) ^ > Vfa)GQO 

i m 1 


颺 





n 

^J[/(^«-i) - /( 戈戈 i) ^/(x n )G(x n ) 


f( x i-i) - /(^i»o, /(O, 


n 


1)( ( 裒 (》)<!* 


» 


^ : [/( 龙 i-i) - /(^i)JG(^i) ^ /(x H )G(x n ) 


M 


^{^[/(^-i) - /CO] + /CO 


m 


l 


GCx ) 


_ 


/(fl) min C(*) # 
**[•.*] 


同样可证 


a 


之 j/O^i 叫 ) (^(^)daf^/(a) max G(jc) 




i 


我们证明了不等式 


n 


/(0) •忠， G w < Z >‘）\ 

i * 1 
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</(a) max G(x) $ 


即 


min \ gMdx 

mu ITT •^卜 i 


在这式子中让 /I 


< max #(»)• 

^ f C« t 6 ] 

取极限，就得到 


f 


min 

^er«, hi 


r b 

0OO< \ f(x)g(x)dx^ max tpix)^ 


因此，存在 c €[ o ,6], 使得 


\ 


0(c) = J fix)g(x)dx 9 


也就是 


J fMg{x)dx- /(o)^ g{x)dx. 


□ 


注记在定理 l 的证明中，关键的一步是作这样的变换 


~ n- 


n 


I[/(avi) - /00]GOO + /O n )GOO. 


般地，对于任意实数 
样的恒 等式： 


，《»和 Bo ^ ，…， B n ， 我们有这 




R 


薄 


(A) 


- j) - a ； )5 ( + a 0 ^o* 


这式又可以写成 


n 


(A ) 


〗 AS ,. 


J 5 


_ 


1>加 


( 厶氏 = J5. - B^ l9 Aa 
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与分部积分的公式相类比，我们把恒等式 ( A ) 或者 (A ) 称做分 
部求和公式（或称 Abel 和差变换公 式）. 

定理 1* (第二中值定理的另一种情形）设函数/在「《, 
6] 单调上升并且非负，函数 g 在 [ flj ] 可积，则存在 ce [ a , d ], 
使得 

J /( x ' jgCx ^ Ax - f ( b ) J g (龙) dx . 

证明记 则 /,<>) 在 [- &， 

- fl ] 单调下降并且非负，在 L -6,- a ] 可积.于是，根 
据定理] L ， 存在~ ce [ - - a ]， 使得. 

\ fi(x)gX^)dx = fX - b) \ gXx)dx f 

J 味 b J • b 

即 

\j(,x')g(x')dx~f{b')^ g(x) 6 x. □ 

h 

定理 n (第二中值定理- 般情形）设函数/在 o ，« 

单调，函数 g 在 [>， b ] 可积，则存在 c €[ a ,6], 使得 


jMgix ^ dx ^ /( c ) J ^ g ( x^dx + /(6) J gCv ) dx _ 


证明设 / 是单调下降的，则 fix ') - /(6)单调下降并且 
非负.于是，根据定理存在 ce [ a ,6], 使得 

\ lf{x)-fib)^g{x)dx-[f{a)-f(b)'] [ 容 ( 《 )dx ， 

即 

n 

( fMg(x)dx-f(a)\ g(x)dx + f(b) [ g(x)dx. 


对 / 单调上升的情形，可作类似的讨论. □ 

注记设函数/和 g 满足定理 L 的条件.又设也 R 满 

h 


足 


-4 > /(没十） • 
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如果令 


?oo= 







那么？和 g 也满足定理 1 的条件，因而存在 c €[ a ,6], 使得 


\ J(x)g(x)Ax = ](.a)^ gM^x 9 

即 

■ 

\jMs («)d^ = /4j g(»)d». 

h 

特別地，存在 c €[ a , fe ], 使得 

\ JMgM dac = /(o + )J g(x)dx. 

(请注意，对各种不同的情形，相应的 c 也不一样.伹为了记 
号简便，我们仍用同样的字母表示 . > 

对于定理 L 和一般的定理 I ,也可作类似的讨论.例如, 
对于/在 [«, «单调上升并且非负的情形，存在使 
得 

\j(x)g{x)dx-f(b-)^gCx)dx. 


§5定积分的近似计算 

• . 

设函数/在 [〜《 可积.如果知道了 /的原函数，那么 


当然可以利用牛顿-莱布尼兹公式来计算定积分 I >0*) dA 但对许 

多情况来说，或者/的原函数不易求得，或者所求出的原函数 
表示很 复杂. 这时用牛顿-莱布尼兹公式计算定积分躭不方 便了. 

— J 

特别是在许多实际问題中，对于所涉及的被积函数，人们只知道 
按一定间隔测量而得的离散数值，并不了解其分析表示式，这时 
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躭更无可能通过康函数来计算定积分了.但按照定积分的定义， 

它是积分和的极限.人们可以用适当的积分和来作为定积分的近 
似值. 这就发展出各种数值积分法.本节对数值积分的某些方法 
作一个 简单的介绍. 

5. a 矩形公式、梯形公式与抛物线公式 

为了计算定积分我们作区间 [ a ,6] 的分割 

P: a — 9 

为了便于作近似计算，可以采取等距分割的办法，即令 



所求的定积分可以表示成〃项之和 


I = 1 /(*)d 








在 每一个子区间[&_,，々]上，用较简单的图形的面积来代替 

h 

• . * 

r # Kx ) dx , 这是定积分近似计算的基本想法.为了叙述方 

便，我们把这类较简单的图形叫 做基本 图形.基本图形的面积应 
该是很容易计算的.选取适当的矩形，适当的梯形，或者适当的 
以抛物线为顶的条形作为基本图形，我们分别得到近似计算积分 

的矩形公式、梯形公式与抛物线公式. 

矩形公式 






樾形公式 


J/OOd 


T n 


Z 


/(^ i ) + /( 


2 




n 


a \ r ^ 


/CO + / ( 戈卜 0 


b 一 


2n 


[/CO + 2/ OJ 十… + 2/0 •- 0 + /0 O ], 


抛物线公式 


J /OOda^S, 


n 


f O u x 2 + fi,x + v t ) dx 9 

i = 1 ^ t * 1 

这里，我们选择系数人， = …， n )， 使得拋物线 v = A ,. a ; 

+ ^ + v , 通过以下 三点： 


2 


(龙*-"/0» 卜] ))， 



+ x 


，/(^ 




2 


—))* (*"/ oo ). 


计算得 



(A〆 + ju # + v,)dof 


3 AW ^ xUi) + ^f^Xx] - x]^)^vXx 



i l ) 


人 .Of ? + 1 + 欠 J - 1 ) 




十 Mi 



+ 



2 



(龙 i 一 ^ t - i ) 
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= 4*[2人‘(幻 +4^+4 叫） 

6 

+ 3〜 0^ + a— 0 + 6v,] (a - A”) 

= -hfiiXi + vi ) 




= |[/CO + 4/ (―- + ^ ~ 1 ) + /(^ ^ Ax,. 

于是，按照抛物线公式，积分近似地表示为 

( f ( x ) dx ^ S m ^ 

J a \ 

这里 

氏 =+ 忘 [/00 + 4 / ( ’ i+ 2 ' -1 ) + /(^- t ) A «, 

0)+"(争) + /(一>]. 

我们看到，抛物线公式是矩形公式与梯形公式的线性组合 

\==音 & + +7\. 

注记 我们这里介绍的矩形公式，取区间 中点的 
函数值作为矩形的高.通常称这种矩形公式为中点 
矩形公式或中矩形公式 • 实际用于计算的，除了中矩形公式而外, 

3^有左矩形公式和右矩形公式等. 

抛物线公式又称为辛卜生 ( Simpson ) 公式. 
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S . b 误*估计 


为了估计上段中所列各近似积分公式的误差，需要考察 


和 


\ fOOdx- A》)+/('-') (七 - Xti y 

M t - 1 * 


j.* f(x)dx 

- I {办 )+ 4 /(^f^-) + /(. < - 1 ) ]U- 〜). 
为书写简单起见，我们记 




妒 （ M ) 


f(x)dx 9 


显然有 


0(0) = 0 ，妒 '(w) = /(c + u) + /(c-u). 


通过简单的演算印可得到 


/(»)<!» = 





2 


/ U ) + /(^-i 


■ 

—)(**" 龙卜 1X ( 0 ), 


( 龙 ‘ 



1 U 




1 r 

3 L 2 



=| w ( o ) + | a 0’( a ). 


所要考察的三个式子可以分别写成 

- fe 0'( O )， - h {/( h ) 

和 


♦ W - | W (0) - 


我们将利用积分形式余项的泰勒公式来估计这些 式子. 为了这个 
目的，进一步计算 咖、 的各阶导数： 

^^(u) = /'(c + u) - / (C — U )， 
t m (u) — (c + u) + /^(c - u), 

0“ > (U') == /*((? +W) ~ It )， 

^ <s> (») = / <4) (c+ u) + / (4) (c - u) m 

另外，还引入记号 

M k — sup |/ ( * 〉 0)i. 

jr r 【（办 ] 

矩形公式的误*估计 
考察单条矩形公式 

T 

J * fdx)dx^f (■ ^•' 于产 : 1 -) (& - 

用上面介绍的记号，这公式可以写成 

妒 ( fc ) '( 0 ). 

我们来估计其误差 

tj)(K) - h\j) ’ (0) 、 • 

为此写出积分形式余项的泰勒公式 

央(?0 =贫(0〉+ ㈣ '(0) +^^(0) 


I 
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(i-0 2 f OWdt. 


0 


注意到 ^(0)-^(0) = 0, 即得到 


• htp f (Q) =^-( (1 - (tK)6.t 

2i J o 




h $ 
^ ■■ ^ 

2 


(1 — t) 2 W (tft) I dt 


0 


<Y sup 

j 0 4 S 


\ rw \ 1 (卜 0 2 心 

J 0 


sup I (u) I d ^ 2 

6 0 < u < h 


3 


回忆起 


f « + u 

0(u) =\ /(x)dxp 

J e - u 





2 


h 


我们得到 


I 


r / /( 咖 ， /( Xi » 


< 


Oi 




24 


M 


由此可进一步得到 


f ( x ) dx - R u < 


(6 - o ) 3 
24/1^ 


M 


这样，关于矩形公式的误差估计，我们证明了以下结果 
定理1设函数/00在 有二 阶连续导数， 


M 


max \f^(x )\ 9 


% 



tt 


(6 - a )， 


i = 0 , 1 ， 


»， 


则有 
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D ( 咖 - 与 (令 




梯形公式的误差估计 

考察单条梯形公式 


P f(x)dx 

J 31 * 






CXi - X i 


它可以写成 


0(/0 〜△ 〆 （/‘）• 


我们来估计其误差 


HJO — HXK). 


把分和 〆 都按泰勒公式屐开得 


妒(办)=叫 (0) +^-[ (1 

Z J q 

J 0 


由此得到 


^Qi) - h\j) f Qi) 


3 


J 。 去 (1 _ t ) 2 - (1 _ 0] 垆’(⑹ dt 

(奉， 


|分（办） - w ’（ fc ) sup I \ (1 - i 2 )^ 

Q K u < h Jo 


sup W ( u )|<-^- AT 2 , 

O 0 < » < Jl o 


$ :; 


f{x)dx - ’ ( 苎 ( 子 h) fa - Xi 


< 


( Hd )’ 



Vf(x)dx-T n 

J a 



(b — a) 


12n 


2 




这样，关于梯形公式的误差估计，我们得到 
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定理 2 设函數 / Or ) 在 t >， b ] 有二阶连续导数, 


M 


max 


* 


—(b - a), i = 0 ， l ， … ， n ， 
n 


则有 


f( x )dx- ! <— 2 

n 八 


2 


12n 


抛 物线公式的误 楚估计 

函数 ^( u ) 的各偶数阶导数在 u 


处都为 0. 因此，差 
兮 （ h ) W ( O ) 和 ^( h )- hf ( h ) 都是 M 阶的小量.再来考察 


垆 W - f A 矽 '(0) - f ㈣ O )， 

我 们发现其中的三阶项正好柢消掉，这差为&阶的小量.正因 

I 

为如此，抛物线公式比矩形公式和梯形公式更为精确. 

事实上，我们有 

琴 

妒 ( 急)二 W(o) 十 ^ 妒 •(()） + (1 - t) 4 ^ C5) (th)dt, 

3i 4r Jo 


V>'W = ^(o)-h !^*( 0 ) + 1 9 ( 卜 tytp^(th)dt, 




争 



(1 - t) 3 - +(1 - t) 
- o 4 




由 此得到 


伞 w> 


o o 
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〆 



<1； sup 

o f 0 < It < 


h 







<i - o’ - t a - ° 


h s 

isT.^S 


I 妒 (S> (U) I 









( x * 一 



ft 


/0 f ) d * - s . 


« 


2880 




这样，关于拋物线公式的误差估计，我们得到 


S 


定理 3设函数/00在 [«,&] 有 4 阶连续导数, 


M 


max |/( o 0) |， 


< x < b 


* 


a + 丄 (6 - a), i —— 
n 


则有 



b 


Kx)dx - s n 


« 




2880 n 4 


这里 


S 


誌[你 H 4/ 


OCi + Xi-i 


2 


+/o 


§6 瓦利斯公式与司特林公式 


瓦利斯 （ Wallis ) 公式把|表示为有理数列的极限 


I 



lim 


2?t+ 1 


2 • 4 •（2 rt ) 

• 5 • {2n - 1 ) 


> 


會 


司特林 （ Stirling ) 公式给出 n 充分大时 n ! 的渐近表示式 





« 


\/2 nn n 


n 


(a—+ oo). 


这两个公式的陈述都不涉及定积分.之所以把这两公式放在本章 
里介绍，是因为我们的证明用到定积分作为工具. 


« 


瓦利斯公式的证明 


先来计算定积分 






嗶 


sin m x dx (爪= 0，1，2，•••)• 


0 


舞 


利用分部积分公式可得 


J 


sin m —i d cos x 


0 


(sin m ~ l x^cos 




(tw- 1) f 


(sin 


x > ) oos 2 x dx 


(771-1) J 



(sin 


4 


戈 ）（1 - sin 2 ic)d 



(ffi - 1) 人- 2 - （m - 1)/ 


由此得到递推公式 


/ 


-1 


m 




2 * 


按照这递推公式，区别历为奇数与 m 为偶数的情形，尺的计 
算最后归 结到： 

Hr id 



/j = ^ sin x d x = X ^ 


这样，我们得到 
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I 


J 


(2/i - l)(2n - 3〉… 1 
(2n)(2/z-2)“.4.2 

(2/i)(2rt-2) … 4.2 


n 


9 


2n + 1 


(2n + l)(2a_ 1)-3*1 


n = 0 ， 1 ， 2 ， 


# 


如果引入记号 m ! : 表示那些不超过 m 而又与 / n 同奇偶性的自 
然数的乘积，那么我们可以把八表示为 




O - 1)! ! 


JI 


» 


m 


2 , 


如果 m 为偶数, 


(/n - 1) ; 


mi 


如果 m 为奇数. 


在作了以上准备之后，我们来证明瓦利斯公式.对于 x 6 


0, 


n 

2 


，以下不等式显然成立 


sin 2ft+1 ^^sin 2lt %^sin 


x. 


从0到 n /2 积分就得到 


n 


» 


sin 


0 


^ d«<J 


~ ^xd 


sin 


0 


*<5 


sin 2n ~ l x d x* 


2 


由此得到 


( 2 n )[\ 




(2n 十 l)j j 


〆 （ 2 炫 
^ (2 


一 1)! 


汀) 




f < (2n ， 


(2ra — 1) i 


2n+l 


(2n)! 


-(2 n - 1 )t f j 


2 


< 


71 


< 


(2n)n V 


2n LGn-Du 」 • 


我们来估计上式两端式子之差 


2n 


2n + 1 ) 


^4 


(2ra>! 


一 （ 2n - 1) 


3 


(2n)} 


2n(2/i 十 1) L (2rt — 1)!! 




n 


4/i # 
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由此可知 


lim 




(2/x) 


2n+l L (2n —1 )!! 」 


这就证明 了瓦利斯公式 




~ lim 


1 「 (2 n)n 1 ? 


2 n L ( 2 /i 一 1 )! 1 J 


« 

1 • 



= lim 


1 f (2 n)?f 

T ■ ■ _ _ I ■■■■•■ ■ 


2 n+l L ( 2 /i- Dm J 



6.b 司特林公式 

在理论研究与实际应用中，常常需要 估计以 的无穷大的 
阶.一个比较容易得到的诂 计是： 的无穷大的阶介于 
的阶与 n - + 1 c -- 的阶之间.为说明这一事实，需要利用以下熟知 
的 不等式 

( x + iy <><( 1+ +厂， 

j 

也就是 

(fc + 1)* 人 〆 (fc + l) tM 

左 i+i • 

对办==1，2, …， n -1 写出上面的不等式，然后将这些不等式两 
端分别相乘，我们得到 

— <W —- -~ 

(ra-l)f ^ <0-1)〆 

由此即可得到 

en * e ^*<^ n » <^ en n + 

司特林公式进一步指出， M 的无穷大的阶相当于 
这公式断定 

n ! 〜1/2艽》(子) . == V / 2^ n M * y * e^ m t 

下面，我们就来证明司特林公式.证明中需要用到这样一个不等 
式 

0 <(« + -!-) ln ( 1 ++)- 1 <+( 卜击) • 
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为了 ilE 明这不等式，我们将利用上节中为估计近似积分的误差而 
推导的几个公式：对于 




/(x)d« 


应有 


於 ( A ) —办 〆 （0) 


h % 


(l-tyt/r(tk)dt 


o 


妒 （ A ) — hip(h) 


h l 


J « 


如果 


/’( 》 )>0 ， V A e [c — A，c + fe ]， 


那么 


^•( li ) = /’(C + U ) + /'( C — W )〉0， V U ^ [0，/!]• 


于是有 

( fl . l ) 


W (0)<^ W 〈 ㈣ （尨） • 


这不等式说明，对于下凸函数，定积分的准确值大于按照(中点) 
矩形公式计算的近似值，小于按照梯形公式计算的近似值. 

h 

现在考察这样的情形 


/(*)=7， c = n+ 2 f h 




我们有 


f\x) 



i > 0， V a ;>0, 


fQO 




dx 


^ / (0) = 2/(c) 



A) + /(c - ft) 

对这情形，不等式 （6.1) 成为 


十 1 


+ 士 . 
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由此得到 




n(n+l) 




我们来考察数列 


显然有 




利用上面证明的不等式即得到 




我们看到：序列〜 严 格单调下降，而序列 a . e "- 严格单调上 
升，并且显然有 

_ 1 

- fl.e _TT <a, 


和 


0 <Ca n -a n e 


<1(1 一 


) 


0* 


由闭区间套原理可知 t 存在唯一实数 fl ， 满足 




o < 


lim 


n 


a. 


我们证明了 
( 6 . 2 ) 


nt 


_ 


an nJt ^e 


(n ~^ 


为了求得的具体数值，我们将利用瓦利斯公式 




2 


lim 


2n+ 1 


(2n)\ 


- (2n - l)n 


lim 


2 / 1+1 


lim 


1 


[(2re)f r] 

(2n)\ 
(TniY 


lim 


2/z+l 〖 (2n)i 

2 2n (n!> 


2 n + l 


0)1 


从 (6.2) 式得到 


nf 




(2 n)i 〜 d (2 n ) 1#>+ % e - “. 


将 n ! 与 （2 n )! 的渐近等价表示式代入瓦利斯公式就得到 


2 


lim 


2 n + l I aiZny ^ Ae ^ 


lim 


2/t + l 


U~l °) 


2 


从而得到 


4 


a = l / 2^. 



这样，我证明了们司特林公式 


lim 


n \ 


n n+ ^e 


1/"2 



» 




也就是 


或者 


n\^y 2^tn n n e 


tt j 


我们实际上证明了 


» 


<V 2 n <o 


也就是 


|/ 2 ^n 



» 


<^n\<CY 2^n 


V rr 

)e • 


若记 


e 


A 


4 nln 


y ^ Z^n 


则有 


0 < 0 < 1 - 


于是，司特林公式又可以写成 


s 



j *—* "j/ 2 沉打 


， O <0<1, 


对上面的证明稍作改进，可以得到更精细的表示式 


n 


n\=\ / 2^n 


12 


0 < 0 < 1 . 


我们把这部分讨论放在附录中. 


附 


录 


设函数/在 [ c - k 9 c + k ] 有4阶连续导数，记 


妒 （ u) 


/(x)dx. 
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上一节中讨论矩形公式与抛物线公式的误差时，曾导出以下一式 




tyf m Oh)dt f 


矽 ( ft ) - 1 知矽 ( o ) - +九垆 (奴） 

3 o 

- 爿 : [+ (1 ， t)s - T (1 "° 


於⑴(认) dJ . 


对于 


fix) 


c = n 



x 


2 


h 


2 


我们有 


2 


/’(*) = fi > 0 

X 


(4>(^)=24>0, Vx>0i 

% % 

汾 •(u) = /'(c + u) + 广 (c - u) 〉 0 ， 

0 ⑴ (u) =/ (4> (c + u) +/ (4> (c - u)〉0 


Yu€ [0 ， /J. 


因而 


邱'(0)<於 ( fe ) 二 X r ( o ) + 诊 ,( ft )， 


3 


3 


即 


»+y 



n 


* 


dx ^ 


n+_ 2 



6 




n + 1 


n + 


<M i + 七 ) <2 




2 


n + 音 


+ 


n+ T 

3 n(n + l ) 9 


1 


<(n +~-lln 


( 1 + i)<f + 


n 



2 




n(n + l ) 
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我们证明了不等式 

I 

0<( n + l)i„( l+JL)-! 〈半 — _J_). 

、 2 / V n / 、 12、 n n+1 / 

从这一不等式出发，重复前面进行过的讨论，即可证明* 

n\ =*1/231/1 ( 子 ) e^f o<Ki. 
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第 + 章广义积分 




§1广义积分的概念 

在第六章和第九章中，我们讨论了作为积分和的极限的定积 
分 

( fCx)dx = lim aQ.Pyt). 

J a 1 P I ， 0 

为了构造积分和，就要限制积分区间[«，6]是有界的,为了积 
分和具有有穷的极限，又必须限制被积函数/是有界的. 

本章定义的广义积分，将从两方面突破原有的限制.我们将 
讨论展布于无界区间上的积分（具有无穷积分限的积分——简称 
无穷限积分）以及无界函数的积分（瑕积 分）. 


l . a 具有无穷积分限的积分 

定义 1 设函数/在 La ,+ oo ) 有定义；并设对任何 

S 

这函数在可积（按照第六章中给出的定义可积，或曰 
常义可积）.如果存在有穷极限 

(1.1) lim ( f^x^dXf 

►+ M J « 

那么我们就说函数/在 [ fl ,+ oo ) 广义可积，或者说无穷限积分 
\ + ^ Kx ^ dx 收敛，并把极限值 （1.1) 定义为广义积分的 4 t , 记 


为 
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/( x ) d ^ 

0 


=lira \ /( x ) d ^ 


不收敛的积分称为发散积分 • 如果极限值 (1-1) 为 + oo ( 或 
- 00)，那么我们也说积分 k fix^dx 发散于十03 (或 - W ), 
记为 


f(^x)dx =+oc (或 _ oc ). 


« 


注记对下限为-%的积分，可作类似的讨论.我们定 


(/(ic)djc= lim 丨 /(xjdac. 

J - J fff 


定义 2 设函数 / 在 （- 00 , 700) 有定义，如果存在 c€ 


(一 


1 



)，使得积分 



/(» 和 j f(x)dx 


都收敛，那么我们就说积分 f ^VOOc^ 收敛， _ 并定义 

J — oo 

( fix)dx~ ( /(x)ds:+ ( /(sc)dx. 

•r po m/ C 

为了说明这定义的合理性，必须指出所定义的积分值不依赖 

于 c 的选择.事实上，如果 ^ Voo 如 收戗，那么对任何 
(- oo , + oc ) 都有 

^ f(.x)dx =^"/OO d 龙 +5 fMdx 9 
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因而 j f ( x)dx 也收敛，并且 

J «， 

a 

(1*2) [ fix ) dx =\ f ( x)dx + \ f ( x ) Ax . 

J " J C ^ J c 

同样，如果 ^ / Oc ) h 收敛，那么对于任何 ， e (- oo ，+ oo ) 也 
有 f fCx)dx 收敛，并且 

«/ V os 

(1.3) ( /(^) da ;=( f ( x ) dxi ~ [ f ( x ) dx . 

J •* J c 

从 （1.2) 和 （1.3) 两式即可得到 

I 

[ /(«) d ^+ ( /(^) d «= ( f ( x)dx + ( /( x ) d ^. 

J Je f J — oo w c 

注记按照定义，为了考察函数/在 （_ oo ，+ oo ) 的可积 
性，必须检验以下两个极限是否存在并且有限 t 

lim ( /(; c ) dA ： 和 lim ( f ^ x ) dx . 

|f-» + « J « J U f 

请注意，这里的极限过程好~> + 00与 H '->- oo 是彼此独立的. 
我们实际上是要检验以下极限是否存在并有限 * 

lim ( /( jc ) dx . 

丑 -» + oo J fff 

如果只考虑展布在对称区间[-#，//]上的积分的极.限 * 

(1.4) lim I f ( x ) dx 9 

卜+ _二 JT 

那就定义了另一种在较弱意义下的收敛性.如果极限 （1.4) 存 
在并且有限，那么我们就说广义积分在柯西主值意义 


121 


下收敛，并把极限值 （1.4) 称为广义积分 f ' OOcb : 的柯西主 

J — oo 

值，记为 

VP ^ fCx^dx= lim \ f^x^dx. 

l . b 瑕积分 


本段讨论某些无界函数的积分.我们主要考察以下两种典型 
情形，以及可以归结为这两种情形的更一般的情形. 

情形 1 函数 /在 [ a ,6) 有定义，并且对任何0<??<6- 
a ， 这函数在 L ^ b - nl 常义可积.对这种倩形，函数/只可能 
在 b 点邻近无界.如果/在6点邻近无界，那么我们就说6 
是/的一个琅点. 

情形2函数/在 （ a ，6] 有定义，并且对任何 0 OO - a ， 
这函数在 [a + 7/,6] 常义可积，对这种情形， a 点是可能的瑕 

点. 

定义3设函数/ 在！ 6) 有定义，并设对任何 0</?<6- a , 
这函数在 [ a ,6-^] 常义可积.如果存在有穷的极限 

(1.5) lim V V j(x)dx, 

V， o + J « 


那么我们就说 / 在[心6)广义可积，或者说积分 f / OOh 收敛, 


并把极限值 （1.5) 定义为广义积分的值，即定义 


■ ~ ■ _ 

K 

1 ^ 

p 


^ b /* 6 ^ 

\ /(rc)dsc = lim \ /Oc)di*. 

J a U ^ 0 + J * 


注记关于在下限 a 处有瑕点的函数/的广义积分，可以 


用类似的方式来定义 




6 


lira 


f( k x)dx. 
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定义 4 设 a < c <6, 函数/在 [>, c ) 和 （ C ，6] 有定义， 
并设对任何 0<??〈 c - a ， - c ， 这函数在 [ o , c - »7]和 
[c + ^,6] 常义可积.如果积分 

J /0c)djc 和丨 /(x)dx 

都 收敛，那么我们就说广义积分收敛， 并定义 


\ f(x)dx~ 1 /(a ： )cLt+ 丨 f(x)dx, 

J a J a J c 

注记 按照定义，为了考察有唯一瑕点 c ^( a t b ) 的函数 f 

在的广义可积性，必须检验以下两个极限是否存在并且 
有限： 


lim ( /( 文 ) dx 和 lim X /(jc)d^. 

请注意，这里的两个极限过程 n —0 + 与 V —0+ 是彼此独立 
的.如果只考虑 C - n 和 C + 7； 从 C 的两侧对称地趋于 C 的情 
形，只检验是否存在有穷的极限 

(1.6) lim (( fix")dx+ ( /( 太） d* )， 

那么就定义了另一种在较弱意义下的收敛性 —— 柯西主值意义下 
的收敛性，这时我们把极限值 (1.6) 祢为广义积分 jyWdA ； 
的柯西主值，记为 

• 參 •髻 

y?VfMdx - limfpVr )f(x)dx. 

^ Q 4 V J a J c + fj / 
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§2 牛顿-莱布尼兹公式的推广, 
分部积分公式与换元积分公式 


我们将牛顿-莱布尼兹公式推广到广义积分的情形. 


定理1 


设函数/在 [ a，+oo) 有定义并且连续，而函数 


F 是/在[«，+〜)的原函数.如果存在（有穷或无穷）的极限 


Hm FOO (这极限记为 F( + oo)), 


那么就有 


fCx)dx = F( + oo) - F(a) = f( 久） 


j 


证明对任意 H > a ， 我们有 


fCx)dx — F{H} - F(o). 


a 


让 i?4 + oo 取极限，我们得到 


lim [ n f(x)Ax = lixn F(H) - F(a) 

r - ►+ » ^ 0 w ^ ►+ » 


即 


/(^) dA ； = F ( + oo ) "- F ( a ) =： F ( jc ) 


a 


癰 


注记对于积分 


b 


/(» 与 


fMdx ^ 




□ 


也有相应的牛顿_莱布尼兹公式.其证明与定理1类似，这里就 
不再重复了，仅将结论陈述 如下： 


设函数/在（- 
原函数.如果存在极限 


连续，函数/^是/在 （- 


,6] 的 


lim / (x) = /"( - 00 )， 


那么 


b 


fix)dx= F{b^) - 尸（ — c>c) = F(ic) 
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设函數/在（-°°，+级 0 )连续，函数穸是/在（-於， 

+〜） 的原 函数. 如果存在极限 

lim I f ( j 0®/ r ( + co ) 和 lim F ^ x ) — Fi - oo ), 

并且 n + ® o )-/(- oo ) 有意义（即 F ( + oo ) 与 F (- oo ) 不 
为同号无穷大），那么 

^ f(x)dx = F( + c>o) - F (- oo) = . 

关于瑕积分，也有相应的牛顿-莱布尼兹公式.例如，对于 
以&点为瑕点的积分，我 们有： 

定理2设函数/在 [ a ,6) 连续，函数/•是/在 [ fl ,6) 

的原函数.如果存在极限 

lim F(x)=F(b - ) f 

IT ■► 厶 ■ 

那么 

V f ( x ) dx ^ F ( b -)- F ( a ). 

对于广义积分(无穷限积分和瑕积分)，也有分部积分公式. 
例如，对于无穷上限的积分，我 们有： 

定理3 设 € CTa + oo )， 则 

广 + +•• f + • 

j »( jf ) dt >(*) =» u ( x)v ( x ) - J v ( x ) du ( x ). 

(这就是说：如果上式右端的式子有意义，那么上式左端也有意 
义，并且等于右端的值 .） 

证明我们有常义积分的分部积分公式 

rs b /iff 

j u (*) dv (*)=» u (*) t ;( jc ) -j v («) dii ( flc ). 

在这式中让 + 就得到要证的结果. □ 

对常义积分的换元公式取极限，可以钲明广义积分的换元公 
式.例如，对于以上限为瑕点的积分，我们有： 

定理4设函数/00在[>，6)连续，函数 * = < p (0 在 
[«,)?) 有连续导数.如果9(0>0, VW ( a ， 卢)， ?>((«,«) 
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C(fl ， 6 )， (p(a) = a 9 —) = &， 那么 


b 


/ Oc)d 


a 


( f0p(t))q/(0dt. 

^ a 


(这就是说：如果上式右端的式子有意义，那么左端的式子也有 
意义，并且等于右端的值）. 

证明对任何 fc€(0,6-a )， 记 


P-qT'Qy-K). 


于是有 

及 


g?" l (6 - K ) = P - Tf 


lim 


+ ?7—0. 


利用定积分的换元公式可得 


5 ： 


在这式中让 


—► 


f(x)dx = \ f(sp (0)〆 O 

J a 

/( 炉 ( ， WW df - 

o + 取极限 k 得到要证的结果 . 


□ 


下面介绍广义积分的一些例子. 


1设质量为孤的火箭从地面发射.试求这火箭飞离地 
球引力范围所需做的功. 

记地球的半径为/?，则在离地心距离为 r 的地方，火 
箭所受到的地球引力 F 应满足 


_F 

mg 


由此得到 


F 


R 2 

mgR 1 


* 


于是，这火箭飞离地球引力范围所需做的功为 


W 


mgR 1 


lim mgR 2 f — 


mgR. 
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如果火箭达到速度 t ; 之后就熄火靠惯性继续飞行，为使 


这火箭能飞离地球引力范围，它的动能 | mV 至少要等于克服 


他球引力所需的功 mgR 


mv 2 = mgR . 


由此可知，速度 


至少为 




以 


T/2gF. 


gf =9.81 m / s 2 , 


i ? = 6371 xl 0 


代入上式，我们求得 


11.2xl0 5 m/s. 


每秒 11.2 km -这就是物体从地面飞出地球引力圈所必须具有 

的速度.人们把这样一个速度叫做第 二宇宙速度 . 




我们有 


0 


dx 

1 + x 2 


arc tgx 


2* 


如果作变元替换 


tg 那么这积分就转化为常义积分 


0 


dx 

1+" 








2 # 


我们有 


5 ： 


dx 

VI - 


m 


arc sin 


如果作变元替换 



sin t f 那么这积分也转化为常义积分 


r 

^ 0 


dx 

T/ 1-x 2 


dt 





计算积分 


5； 


eo 


sin bx dx ( a 〉0). 
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函数 /oo 


sin bx 的原函数为 


F (*) 



fix 


a sin bx + b cos bx 


fl 2 + 6* 


+ C , 


因而 


sin bx dx 


F ( x ) 


0 


* 


o J + 6 a 


例 5 计算积分 


J ： 


In x dx , 


据牛顿-莱布尼兹公式，我们得到 


j Inxdx — ixlnx "- Jif ) 


# 


0 




考察积分 


dx 


(a>0). 


a 


因为 


In » + C , 


dx 


(p —Df 1 



c , 


若 p=i 
若 P 9 ^l 


所以 


$： 



dx 



(p - l ) o R 


若 

若 iC > i . 


我们看到：所给的积分当 P >1 时收敛，而当 P< 1 时发散.例 

I 

如，以下积分都收敛： 




dx 




dx 

V 



而以下的积分都是发散的 


i ; 


dx 



s ; 


dx 


j ， ™ ™ 

1/， 
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当 g < l 时收敛，当 q > l 时发散. 
例10从上面的讨论可知，积分 

1 dx 



是发散的.但这积分在柯西主值意义下收敛 


VP 



dx Hm /r ' 




d^c 



Iim f ln\x\ 


— Mac I 


V 


例 11 积分 


0 • 



ain x dx 


发 ®：. 但这积分在柯西主值意义下收敛 * 


B 


sin x dx 


cos x 


j -H 


VP 


sin x dx 




lim 


B 


sin x dx 




0. 


§3 广义积分的收敛原理及其推论 


按照定义，广义积分 、 

f(x)dx 

是下面的函数当 / T — + oo 时的极限： 

000 fix')Ax. 

J A 

侬据关于函数极限的收敛原理，这极限存在并且有穷的充分必要 
条件是：对任意的£ > 0 ,存在0 ,使得只要 
就有 
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\0(H)-0CH , )\<e. 


我们把这陈述 为》 

无穷限积分的收敛原理广义积分 

fix)dx 

收敛的充分必要条件是：对任何£>0,存在 A >0, 使得只要 
H 就有 

rm f 

\ /( X ) dx 〈 fi , 

J JT 

利用这收敛原理，容易证明以下的比较判别法则 
无穷限积分的比较判别法设函数/00和在 !>，+ oo ) 
有定义，在任何闭子区间 [>， H ] 上常义可积，并且对充分大的 a 
满足不等式 

■ 

I /(*) I <gOO，v a ： e [a ， + oo). 

如果积分 

收敛，那么积分 

f(x)dx 

也收敛. 

证明对任何0>0,存在 A '> A , 使得只要 H > H >^ 9 

就有 /，‘力 

d 

f 霣 ' 

g(x)dx<^e. 

S 

I 

_ 

对这样的 h 9 自然也有 / 

j, f(x)dx I < c l/WM* 

< g ( ac ) d ^< e . □ 
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推论设函数/0)在有定义，在其任何闭子区间 

0 ,好]上常义可积.如果积分$ 7 1 / 0 ) 1 如收鈦，那么积分 
J ""/(^) dA ； 也收敏. 

证明记 g 00= l /001, 则显然 / CO 和 gOO 满足不等式 

1/0»)1< 客 00 ， Vac€[a，+ oo). □ 

注记这推论的逆命题不成立.下一节中的例题4就是一个 
反例. 

定义如果广义积分1/00 1(^ 收敛，那么我们就说广 

4 . 

义积 分厂 Kx)dx 绝对 收敛. 如果广义积分厂"1/00 |如发 
散，但广义积分 / Or ) dx 收敛，那么我们就说广义积分 

Mdx 条件 收敛. 

本节以上的讨论，所涉及的都是无穷上限的积分.但类似的 
结果对无穷下限的积分以及双无穷限的积分都成立.读者可仿照 
无穷上限积分的情形，陈述相应的结果，并給出证明. 

关于瑕积分，亦可进行类似的讨论.相应的結果陈述如下： 
瑕积分的收敛原理设函数/0«)在区间 [(*,&) 有定义，在 

其任何闭子区间 0,6- N 上常义可积，则瑕积分 f f(x)dx 收敛 

的充分 必要条件是：对任何存在 <5>0, 使得只要0< 
»?' OK <5， 就有 

f 丨 -1?, 

\ fix)dx <«* 

j k~V 

瑕织分的比较判别法设函数 /(*) 和 g(x) 在区间|>，*0 
有定义，在其任何闭子区间6 -!?] 常 义可乳 并且在&点邻近 
满足不等式 
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i 


l / OOI < gOO ， ^ ib - 6 , b ). 

k 

如果瑕积分收敛，那么瑕积分 L /0) h 也收敛. 
推论设函数 fix ) 在区间[>，&)有定义，在其任 何闭字 E 

i. *s 

i 

1 I I 

间 W 常义 可积. 如果积分 f 1/00 1拙 收敛，那么积分 

J m 

• _ 1 + 

J / Wd * 也收敛. 

I 

_ 

r 灞 

定义如果瑕积分 U 1/00 Ik 收敛，那么我们就梅舉积分 

' - 

] j ( x)dx 绝对收敛. 如臬积分 \[\ Kx ) | d ^ 发散，但积分 

4.’ . 

4 - ■ 

h ■ 

\\ f { x ) uMik > 那么我们就说瑕积分$ 条件咚敛 v ! 

1 

V 4 ■*■ * 

' —>： ■… 4 

t J 

‘ ， _ ■•甲 _ 

§4广义积分收敛性的一些判别法 

I 

. • 

4 .a 无穷限积分收敛性的判别法 

土一节中已经介绍了无穷限积分的比较判别法 i 设函数/00 
mgCx ) 在区间 [ a ,+ co ) 有定义,在其任何闭子区间常 
义可积，并且对充分大的 A 满足不等式 

_ 

1/0»)1<容(戈)， V »€[ A ，+ oo ), 

■ 、 L 

_ ■ 

如果积分 f ' OOh 收敛，那么积分绝对收效. 

T 

具体地取 ffO )= 4作为比较的标准，我们得到以下判别 

X F I ' 

， ■、- ■- L 

定理1设函数 fix ) 在区间 Dl , + oo ) 有定义，在襄任何 
闭子区间0,丑]上常义可积. 

(1) 如果存在 A > I , p > l 9 c > 0 , 使得 K 


m 


X r 

郝么积分 

h 

i 疒 + 和 

/0) d « 

(2) 如果存在 A > a , /)<1, C 〉0 , 使得 

l/U)l>-^-, Va;>A, 

x p 

那么积分 

(l/Wld^ 

J 丨 

n ■ 

■ p ' r J ■ ■■ ■ ■ 」 ■ ■ ■■- 

发散. 

为了 对充分大的; C , 比较1/001与我们考察以下比值 


的极限状况 t 


1/001 



=^|/ WI . 



推论设函敎/00在区间!>， + «>) 有定义，在其任何闭子 
区间常义可积，并设存在极限 

lim x p I /(«) I = S ， 

jt ，» 

则有 

_ 

(1) 如果 /»>1， 5< + oo ， 那么 

■ 

( \ fM\dx 

I 

收敛 I 

(2) 如果 p < l , B >0, 那么 

■ * ► ■，•___ ■ 1 . 

■■圓 ■ ■ -■■■■■ F l 

J a 1/00 I d* 

P 

次 lX . 
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证明 （1) 对于《>0,存在使得 

|/ W |<^±£., Wx>A , 

\ 

(2) 对于 0 O < B ， 存在 A >0 ? 使得 

I 

1/0)1〉』^， Vo ;> A . □ 

X 

I 

例1判别积分丨 f VvT d * 是否收敛. 

1 M 

j 

解因为 

sin ^ I 1 1 

一 »»~ ■ ■ ■■ _ ■■■ -1 _ 

XV X \^ xV ^~ ^ 

X ^ 

I 

所以积分^ 绝对收敛. 

- 

I 

I 

例2判断积分丨: V * r 也是否收敘. 


解因为 

lim * l (afV—*>=lim x i+m e~ mM ^(h 

9 如 ㈣ 鹰 ♦ 


所以积分 I x n e ~ x dx 收敛. 

" * 

例 3 判断积分 $ 是否收敛. 

解因为 


lira 


,• arc tg 戈 



lim arc tg 




所以，对子 p >1， 积分 ^-^-^ JLdx 收欽，对于 p < 1 


积分 如 发散 • 
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定理 1 只逋用于判别积分是否绝对收敛 • 为了判别条件收敛 
性，我们需要另外一些法则. 

定理2 (狄里克莱判别法）设函数/和 g 在区间!>，+ 〜) 
有定义，在其任何闭子区间上常义可积.如果 

(1) 存在 A > a , 使得/在 [ A ，+ oo ) 上是单调的，并且 

♦ 

lim /W = Oj 

廬 — 

(2) 存在尺>0,使得 

■ ■ ■■■■ ■■- 

_ _ 

I ■ 

那么积分 

\ fMgMdx 

收敛. 

■ 

证明对充分大的 H 和打'>丑，我们来估计 

r / 

I 

^ K ») gix)dx • 

!■ 

根据第二中值定理 

\ g /00 =/( 丑） !: 於 ) 紅 +/00 j: g(*)d». 

于是 

_ I 

F 

\ B ， Kx ) g { x)Hx < 1/001 \ S g ( x)dx 

Ja 

■ •. 

+ 1/(^)I l^gMdx |. 

J - g ( x)dx g { x)Ax 

■ r ► fc 

• • 

< L g (:〉 d * + | j # g ( x ) d * I 

<2 K , 


容易看到 

g(«)d« | = 



m 



同样有 

f ’ g(x)dx ! <2JT. 

我们得到 

[ S ， fMg(x)dx <2X(I/(/T)i + |/( 丑 '）I). 

Jb 

但 

lim /( 尤 ）= 0 ， 

羼4 +嫌 

所以对任何 e >0, 存在 A '> A ， 使得只要 

换右 

. ，乂. 

广/0)容00如 <2瓦（|/(丑） | + |/(^) |)<e. 

^ H 

这证明了积分 

I 

( f(x)g(x)dx 

d ■ 

的收敛性. □ 

. • 

定理3(阿贝尔判别法）设函数/和 g 在区间0,+00)有 

定义，在其任何闭字 K 间 0， ffj 常义可积.如果 

(1) 存在 A > o , 使得/在 [ A ,+ oo ) 单调并且有界, 

(2) 积分收敛， 

那么积分 

I # 

fMg(x)dx 

也收敛. 

证明因为函数/在 [ A , + oo ) 单调#且有界,所以存在有 
穷极限 

lim /(jc) = L 

. ， r 

于是 

lim (fM -1) ^0. 
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收效.但已知以下积分发散午 +0, 


所以积分 

也发散 i 由此得知: 

发散. 




cos2x 

2x 


dx 


积分 



_ 


sm ^: 



> 


dx 




4. b 駸积分收敛性的判别法 

这里的许多讨论，与上一段中的很相似，证明就不一一写出 


定理 V 设函数/在区间 （心 &] 有定义，在其任何闭子区间 
[fl + n ， fc ] 常义可积.贝 ij 


(1) 如果存在 <5>0， 0< g < l ， C >0， 使得 

广 p , 

l/W ， ix € ( fl ^ + 5), 

«• 

■ 

那么积分 f 6 f ( x ) dx 绝对收敛. 

J m ^ 

• « j 

■ * * * 

_ 

(2) 如果存在(5>0, q > l 9 C > 0 9 使得 

a 

g 〉, ， V a; € (o,0 + (5), 

■ I 

那么积分 p I / GO 如发散. 

- » * 

«*••«•••_ ■ 1 

■ 

为 T 对充分接近半/的4比较1/001与可以考 
察比值 


1/001 


K 


( x - a ) 9 |/(*) I 


(* w a ) 


4 
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的极限状况， 

推论设函数/在区间 o »， w 有定义，在其任何闭子区闻 
常义可积，并设存在极限 

P «! ■* - 

lim ix - o ) ff |/(^) I 

* ♦ 禱 + 

• -• 

则有 

•• . 

(1) 如果 0< g < l ， B < + oo , 那么积分 5 *|/(*)|dx 收钕, 

■ 

(2) 如果 g > l , B > O f 那么积分 [ l \ fM\dx 发散. 


注记对于在上限处有瑕点的积分〔 7(*) d *, 以 


C 


(6 - 


为比较函数,可以陈述并钲明类似的判别法，请读者自己加以讨 

■ _ • r 

论. 


判断积分^ 


ainx 



V 



dx 是否收敛. 


解这积分既是无穷限积分，在0点又有一个 瑕点. 要判断 

1 S b 

它的收敛性，应分别考察以下两个积分是否收敛： 



* 


sin x 



V 




f 1 sin jc 

),TV7 


dx . 


我们已知道前一积分是绝对收敛的（见本节上一段中的例 1) .还 
容易看到 


lim V 


din x 










lim 




据此可以判断积分 $ 

J 


1 sin x 



dx 也是 绝对收敛的. 因而积分 



■ 


smx 




dx 是绝对收敛的. 


例 e 考察积分如的 收蜂性 
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解因为 



am a - x y 



一 lux 
1 - 




= lim 



— x 2 Ina; 




所以积是绝对收敛的. 


例7考察积分 

■ 

5(cr,^) =( x a ^ l Cl - x^) 0 ~ l dx 

J 0 

的收敛性，其中 

L 

解因为 

lim 欠 1 —叫 f 一 1 (1 一 a;) 卜 1 1 

0 + " 

• • 

= lim (1 - 以一】 =1 ， 

* -+ 0 + 

lim (1 - A ；) 1 -彳 - jc) 卜 1 1 

* 4 1 — 

I 

= lim 
* 1 - 

- r - 

所以，当 1-«<1，1 - P <1 W , 也就是 a >0, 
分 Ha ， P ) 收敛.对其他情形， 迻积分 发散. 

« a 

例 8 考察积分 


rc P )=\ 



的收敛性. 
解因为 


lim x z \ e^ x x p ~ l I = lim e^ x x p ^ l =0 9 


请读者仿照定理 2 中的作法完成本定理的证明. □ 

定理 r ( 阿贝尔判别法）设函数/和 g 在区间 ( a ， b ] 有定 
义，在其任何闭子区间 0 + ^6] 常义可积.如果 

(1) 存在3>0，使得/在0,« + <5)单调并且有界, 

(2) 积分 S.gOOdAt 收效， 

那么积分 

\ fMg(x)dx 


lim 戈 1 叫 3 1 = lim e^ x — 

jr 0 + x fi ^ 

所以积分厂 ( p ) 当 1- P <1 时即 p >0 肘收敛，而当 1- P >1 即 
i <0 时发散. 

以下介绍瑕积分条件收敛性的判別法. 

定理 2/( 狄里克莱判别法）设函数/和 g 在区间有 
定义，在其任何闭子区间!>+??，&]常义可积.如果 

(1) 存在€>0,使得/在 ( a , a +6) 是单调的，并且有 

lim /(^) =0> 

JF -► * + 

(2) 存在使得 

( g(x)dx </C, V?7>0, 

^ « +7 

那么积分 

收敛. 

> 证明 只须用第二中值定理佶计 


/V 

) 


r - 1 ^ 


也收敛. 

U 2 



请读者仿照定瑰 3 证明中的作法，自己写出定理3\的证明. 

注记关于在上限处有瑕点的积分，也有类似的狄里克莱判 
别法与阿贝尔判别法.请读者自己陈述有关的定理并给出证明. 
例9 考察积分 





S1T1 


:V 


0 




dx 


的收敛性. 


解对于0</»<1，因为 


所以这时积分 


sin 




< 


(0O<2) 


_ 


绝对收敛. 


sin 




dx 


对于因为函数 fix) 
,而函数 


当： T — 0 +时单调趋于 




满足 


* 


sin 


S1D 


g(x) 


所以积分 


! < 


cosl -cos j |<2. 


* 


■ 


sin 


sin 




x F 


dx 


dx 


a 
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收敛.我们指出，.对这种情形，绝对值的积分 


* 



sin 


dx 



是发散的.容易验证 


擎 




2 


sm 


sm 


cos 







2妒 


2x 


通过与上面所述的相类似的讨论，可以说明：对这种情形(即 

I 

Kp < 2 的情形），积分 


2 



COS 



x p 


dx 


收敛.又容易看出，积分卩咅是发散的.这样，我们证明了 


积分 


是发散的.因而积分 



2 




2 % ? 


dx 



* 


sin 


dx 



也是发散的. 


最后来考察 P = 2 的情形•因为 




sin 




dx = cos 1 - cos ——， 

V 


飞 


当十时上式无极限，所以积分 


* 


sin 


dx 



发散. 
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第十一章多维空间 


§1概 说 

琴 


自然界中，量的相互依赖关系是多种多样的.一元函 数仅仅 

i 

是其中最简单的一种.为了更深入地认识复杂的客观世界，需要 
进一步考察一个变量依另外几个变量的变化而变化的现象.这就 
需要引入多元函数的槪念.先请看下面几个例子. 

例1 一定质量理想气体的压强 p 侬温度 r 与体积 k 的变化 

. • 

而变化.这几个量之间的相互依赖关系表现为气态方程 

P~ fiR y . 


其中的 M 和及是常量. 

例 2地理学中用海拔髙度这个量来表示地形的起伏变化. 
我们知道，海拔髙度随着地理坐标（经度^与纬度 y ) 的变 
化而变化： ’ 

h = h(x ， y). 

人们通过各种测量手段来认识这种依赖关系，并把所获得的结果 
画在地形图上. 

例 3 直圆柱体的体积 F 和表面积 S 都随底圆半径丑和 
高而变化： 

在讨论一元函数的时候，我们曾把自变量变化的范围（定义 
域）看成实数轴 R 上的一个点集及，并把函数/实义为从到 
R 的一个映射 




U7 



/： />—> R . 

把实数看成直线上的点，从而把“数”与“形”紧密地结合起 
来，这对于我们理解数学分析的概念和思想，易有非常重要的意 

义. 

与这种看法相类似，我们可以把实数对 0， y ) 看成平面 R 1 
上的点，把实数的三元组看成是三维空间 R 3 中的点. 
从一元函数的情形得到启发，我们把二元函数（依赖于两个自变 

量&函 數)定义为从平面 IR 2 的一个点集到 R 的一个映射： 

_ ■ 

- - : , 

.I- 

/, 

■ 1 • 

• n 

R * 

类 i 地，我们艳三元函‘（依赖于三个自变量的函数）定义为从 
三维空间化的一个点集到 1 R 的一个 映射： 

/： D — ~ >R. 

n 

R 3 . 

劣 rk 于 w 论 m 元函数，我们先介绍故维空间的槪念. 
1义’依次排列着的 m 个实数 ; 

被称为一个 m 元有序实数组.由一切可能的 m 元有序实数组 

所组成的集合 

_ 

■ 

被称为 ni 维空每一个 m 元有序实数组都被称为这空间的 

点. 

对于一般的饥维空间，我们类比于三维空间的情形引入许 
多几何式的术语.这些形象化的术语，可以启发我们的几何直 

h 

观，帮助我们进行理解和记忆. 

義们把 m 元 函數定 义为从 ni 维空间的点集 D 到 R 的一个映 
射： - 
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ft D—>R. 

n 

R m 

注记我们在其中生活的现实空间当然是三维的.但为了讨 
论某些问题的方便，需要考虑更髙维的空间.例如，对于相对论 
的讨论来说，最好把空间与时间联系在一起来考察，把我们的空 
间看成由三个空间方向与一个时间方向组成的四维空间.又如， 
为了考察由 W 个质点组成的力学系统的运动，我们需要用 3 iV 

个数（所有这些质点的坐标）来描述这系统的位置状况.换句话 
说，这系统的每一位置状况，要用3尺维空间中的一个点来表 

7I>. 

在讨论一元函数的微积分的时候，我们不只是简单地把实数 
轴（一维空间）看成一个集合，而且还要考虑实数系的代数运 
算，还要考虑有关的极限过程.例如，导数的定义就已经涉及到 
这些方面： 

nx)^ am f( x+h l~^ x i. 

o h 


为了讨论 m 元函数的微积分，先要对 m 维空间的代数结构 
与距离结构 作一番 考察. 这将是下一节的主要任务. 

鲁 

§2多维空间的代数结构与距离结构 


先对所采用的记号作一简单的说明. 

二维或三维空间中的点，通常用 0， y ) 或 ix . y . z ') 这样的 
记号来表示——这里的或 x , y 9 z 是点的坐标.对于更一般 
的 m 维空间，我们用（〜•••，〜)表示这空间中的点，弃把 a 
叫做这点的第 i 个坐标.对某些情形，可以用单独一个大写字 
母来表示一个点，例如用 ^* = 0^ ，…， I )乘表示坐标为〜,•••，〜 
的点， 等等. 但对一般情形，更方便的作法是：用小写字母表示 
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R m 中的点，并用同一字母附以标号〖表示该点 的第〗 个坐标， 
例如 

7 = (：^ ，•••，)、)， ' 

S 

等等. 

我们常常还需要考察 3 ET 中点的 序列. 这时又要用下标来表 
示序列中的序号.为了避免可能产生的混淆，最好把坐标的编号 
放在右上角，即把 R w 中的点记成这样的形式 

；« = (% 1 ，•*• 〆 ）. * 

采用这种写法时，切不可把上标与乘幂的方次相混淆.如杲要表 
示第丨个坐标的 A 次方，就要写成 

(x i y. 

把坐标的编号放在右上角的写法，使用起来非常方便.这样的符 
号系统，在张量分析、微分几何等学科中得到广泛的应用.我们 

I 

推荐这种笃法，也也不排斥；他记号（只要用起来方便而又不引 
起混淆). 

2 .a R ' 的代数结构 
我们既可以把 

x — (^x\x 2 ) 

看成平面上坐标为 V 和 V 的一个点，又可以把它看成始点在 
(0,0) 终点在 ( x \ x 2 ) 的一个 向量. 对于更高维的情形， 
我们也采取类似的 说法： 既把…，^)称为一个点（把 

称为这点的坐标），又把 x = ( x l i ^ 1 x m ) 称为一个向 
量（把 /,•”,# 称为这向量的分量）， 

对于平面上的向量，可以用几何的方式定义加法和数乘运 
算.用分董来表示加法和数乘的规则为： 

« + t?= (u 1 + V 1 jU 1 +v 2 ), 

Au~ (Au 1 , A» a )^ 
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这里 

u- (u 1 ,u*)> v — (v l t v 2 ) € RS A € R. 

与二维（或三维）的情形和类比，对于更髙维的向量，我们通过 
分量定义加法与数乘运算 如下： 

U-bV^fCu 1 +V 1 , •••, u m f v m ), 

(,;!**，•••, Au m )， 

这里 

W=(V ， … ， U*), € R m , A € R. 

这样定义的加法和数乘，使1^成为一个实线性空间（实向量空 
间）.换句话说就是： JR " 具有实线性空间的代数结构. 

2 .b R ™ 的苗*结构. 

平面上向量 u=(u\u ! ) 的长度可按勾股定理计算如 
下： 

!|«|| = v / ( w 1 ) z + (« 2 ) 1 - 

我们把 h ! l 叫做向量《的范軚（或模）.范数具有以卞性质 

!!ui!>o, R% 并且 

|| w || = — Oj 

(NJ |!Aw , | = |A|[|u|(, e.R, u e RS 

(AT 3 ) |!a + t?!|<||u|| + 

性质 （ M ) 和 ( Jv 2 ) 可直接从表示式!! u !! 看出. 

性质 ( n 3 ) 即三角形不 等式： 三角形两边长度之和大于第三边的 
长度. 

平面上任意两点 u 与 * 之间的距离可以表示为 

rf(w,v) = y / (u 1 - f 1 ) 2 + ~ 

也就是 

!|u - t >||« 

对于更髙维的空间 我们定 义向量 wsOi 1 ， …， it ) 的范 
数（或模）如下： 



M=V ( a 1 )*. … + ( w ") 2 . 

这样定义的范数仍具有以下这些性质： 

{Nd 1 WI >0, 并且 

||u|| 

(Ni) ||Aw|]= U|!]u||, e R, u € R w > 

(JV 3 ) l|tt+v|KWi 十 IW ， 6 R TO . 

性质 （ A ) 和（队）可直接从定义得到.性质 （ AT ,) 的证明要 
用到以下不等式 



这就是著名的柯西不等式，我们可以把它写成 

yvv<iiif II 11^11. 

i = 1 

■ 

柯西不等式的证法很多，以下所介绍的或许是最简单的一种.对 
于任何实数; I 和#，我们有 

0 - ^*) 2 

1=1 

m 

= A 2 ||u]| 2 - 2A/i^Ju ; t? i + // 2 []t；|| 2 f 

i = i 

在上式中取 ^ = ikii > f 1 =*=1|1*||>就得到 

d 

2|| w |||| v ||(|| w |||| v || 0. 

由此就能得到 ^ ，B， 

利用这一不等式，可 aig 容易地证明性质 (NOt 

m 

l|u + «l| z = (u’ 十 v 1 )* 

i ■ 1 
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借助于范数， 

义为 

即 


< W *+2 WW + M * 

<(W + M ) ! . 

我们可以把任意两点 w , t ;€ R ™ 之间的距离定 

I 

d(u,v)^\\u-v \\ 9 - 


d{u,v) = ^](u £ - v^ 2 . 

，士爾 1 

. : • 

I 

I 

a 

§3 中的收敛点列 

h 

w 

3. a 收敛点列 


设是中的一个点列，这里 

〜=«，••，*:)， n = l，2，"、 


又设 


fl =( aV ”， a ” 

是 1 R " 中的一点.我们来考察点列中的各项到点 a 的距 

离 

d(x n ,a) = \\x n -a\\ 9 

■ 

如果 、 

I 

h 

lim!|x rt -a|| = 0 ， 

么我们就说点列以点〃为极限，或者说点列收敛于 
点 I 采用 e - iV 语言，点列收敛于点 a 这件事，可以表述 
为 


(Vc>0)(3iVe N)( V /i>iV)(|k ， a||< £ ). 
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我们把 ] R m 中的点集 

叫做点 a 的^ 邻域. 对于 m = l 的情形， 

« 

= (o - ?;,a + ??) 

是一个以 a 为中点的开 区间； 对于 m = 2 的情形，是一 
个以 a 为中心的 幵圆： 

( 龙 1 - a 1 ) 2 + Cx 2 - a*)* < C J 7 2 J 

对于^ = 3的情形， i /( a , r 7 ) 是一个以为中心的开球： 

Oc 1 - a 1 ) 2 + 0 2 - a 2 ) 2 十 （？ - o J ) J <T- 

对于更高 f 的情形，我们也把 t /( a ,7?) 叫做以 a 为中心以 n 为 

半径的 开鉍. 

我们可以用更具几何色彩的语言重述“点列彳心丨收敛于点 
0 ” 的 定义： 如果对任何 e > 0 都存在 iV € N , 使得点列 

从第 W 项以后的各项，都进入点 a 的〃邻域之中，那么我 

4门就说点列以点 a 为极限，或者说点列{^}收敛于点 

■ 

o. 

利用范数的性质（#)，（~ 2 )和 (N 3 ) f 很容易把关于实 

数序列极限的许多结果推广成关于中点列的相应结果.例 
如： 

命腰1如果 IT 中的点列有极限，那么极限是唯 
一的. 

证明对任意 a € R * 和 a ' € R * 1 ， 我们有 

I 

00’ - - ^J! + lx a - a||. 

如果点列既以 a 为椽限，又以为极限，那么上式右端 
趋于0，因而 

b 

Ho ' - a | i ：=0 f 

由此即得到 
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a « 


这证明了极限的唯一性. □ 

这样，如果是收敛点列，那么我们就可以把它的唯一 
极限记为 

关于实数序列极限的加法定理和乘法定理，可以推广为： 
命® 2设和是 R ” 中的点列， fl 和&是 R " 
中的点；是实数序列， A 是一个实数.如果 

limx,, — a 9 Iimr w = &, 

那么 

即 

+ l) = Kmt + limy ,， 
limCA ,,^,,) = lim A „ • 

证明我们有 

ll(^ n + y «) - (<*+ 办 ) l!d - —! + lly ” - &!!， 

II 人太 • 一 h|| = 11( 人 — ^)ix n - o)+ (A b - X)a 

~«)1| 

<[；.„- A |.| k -4 

+ | 人 - Ai . M + MHk - a !!. n 
关于 R ” 中点列的极限，还有更多的结果与实数序列的情形 
相类似，这里不再一一^细说了.借助于以下定理，我们总可以把 

涉及 R " 中点列极限的问题，转化为关干实数序列的相应问 

题. 

定達对于 R " 中的点列彳和点 a ， 我 们有： = 
的充分必要条件是 

lim^i =0*", i = l ，•••，？»， 

这里4是 A 的第 i 个坐标， 乂是 a 的第 i 个 坐栋. 

证明我们有 
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max {\x l - a l \ 9 \x m - a m \] 


/ Z ) W - aO * 

■ 

_ 

I 

X 1 — a 1 丨 + … + .If - 叫 • 匚 

X 

■ 

3. b 柯西点列与空间的完备性 

I 

定义设是 R m 中的一个点列.如果对任何 e >0， 
存在 iVeN ， 使得只要^>^就有 

\\x n+p - x n \\<Ce 9 V/J € N, 

那么我们就说点列卜„}满足柯西条件，或者说是一个柯 
西点列（基本点列）. 

引理所有的收敛点列都是树西点列. 

证明设点列收敛于点 a , 则对任何 e >0,存在 N 
€ N , 使得只要 n > N f 就有 



于是，对于 rt > iV 和 p ^ N , 就有 

K +J> -+ 



这证明了彳是柯西点列. □ 

定理 or 中的收敛原理）设是中的点列，则 
{^}收敛的充分必要条件是它为柯西 点列. 

证明条件的必要性已见于上一引理.这里我们来证明条件 
的充分性.设是一个柯西点列，则对任何〃 >0，存在，€ 
N , 便得只要 

n > N , p € N , 

就有 

m 



从不等式 



H < e • 


' I 欠 n ” - X: I L ” ， 

可以看出：由点列各项的第（个坐标组成的序列 bl ；} 是 
实数的柯西序列0=1,…,; 71). 于是，存在 a ^ R , 使得 


记 


limxi —a l $ i = l ， … ， m. 


a = (a\ …， a*〉, 

则 £ R %. 并且有： 

]\mx n =«• 

这证明了条件的充分性. □ 


注记上面的定理说明，在中，任何柯西点列都是收 

敛的 . R m 的这一重要 ft 质，被 称为完备性. 

* 


§4多元函数的极限与连续性 … 

■ 

1 - 

■ ■ 

■ 

r- _ .1 

， • - ■ 

■ 

与一元函数的情形类似，对于多元函数的极限和连续性等槪 

^ ■ 

念，我们将介绍序列式和 e 式两种定义方式，希望读者熟练 
掌握，根据实际情况灵活运用. 

4, a 多元函数的极限 

〜 ■ - 

_ •_ 

_ 1 

对于 eg " 和 MR , ??>0,我们把集合 

t /( o , f ?)=={ x € R ^ IO ^ I ^-. clK ??} 

叫做 a 点的去心 W 邻域. 

设夂口 R V a e JR ' 如果 a 的任何去心?7邻域之中都含有 
D 中的点，即 v 

f]D ^^. 9 V r?> 0 » 

那么我们就说 《 是集合的一个聚点（请注意：聚点0本身可 
以属于 A 也可以不属于 D ) • 
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弇易看出， 《 是 D 的衮点的充分必要条件是：存在点列 

{x % }c:D\{a } 9 使得 

limx n = o 

(请读者证明这一 命题） • 

我们来陈述函数极限的定义 . 

定义 I ( 函数 极限發 序列式定义）设 PCR 、 的一 
个聚点， m 元函数 / 在 " （ fl,??) HD 上有定义 . 如果对于 GO ， q) 
(ID 中收敛于 a 的任何点列相应的函数值序列 {/(A)} 
都收敛于间一个实数4那么我们就说：当 ^ 沿集合 D 趋于 a 
时，函数 /O) 以2为极限，记为 

j 

lim/(^c) — A. 

I 

对于不致于混淆的情形，也就简单地写为 

I * 

. \ 

lim /(x) =^4. 

A ^ « 

定义 II ( 函数极限3式定义） 1 ft DdR% ei 是 D 的 
聚点， m 元函数 / 在上有定义， ^€IR . 如果对 
任何 ® > 0 , 存在 3 > 0 ,使得只要 

k 

x ^ D, 0 〈 1 |龙 - 

就有 

1/00- «>， 

那么我们就说：当 X 沿集合 D 趋于 a 时，函数 / 00以4 
为极限（记号同定义 I) • 

定义 I 与定义 I 当然是互相等价的.请读者仿照一元函数情 
形证明这一事实， 

对于 +OC，- OO 或 oo 的情形，也请读者自己写出 
的 定义. 

例 1 考察 /n 元常值函数 

/ W = /0® 1 ，…， 》•) 三 C . 

对于任何《 € R »， 显然有 
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对于 


lim /( 戈） 

• - ► a 

例 2 考察函数“向第 i 个坐标轴投影 

fix) — /(X 1 ， ••• ， x m ) : —x\ 

= ( a 1 ，…， a ") € R m ，显然有 

|/(*) - o'I = 


因而 


定理 1 


V 


lim/ ( 戈） =a 、 

x ^ c 

_ 

设 Z ) cR % 是 i ) 的一个聚点， m 元函数，和 


g 在 Cf ( a ， tj ) nD 有定义 ，如果 

lim/(x) ~A f lim g(,x) ~B 9 


那么就有 


⑴ lim [/(A：) + gOc)] =』+Bj 


(2) lim U(x)g(x)l=AB t 

x ^ m 


(3) lim 


fix) 


gM 


IS 


证明根 据函数极限的序列式定义， 所 要证明的事项都可以 
从关于实数序列极限的相应结果推得. □ 

供13由变元 X x , ― , x m 与实数通过有限次加法和乘法运算 
得到的代数式称为 m 元多项式.设 P ( x )= P ( x \- 9 x -) 和 

Q ( x )= Q ( x ' 是 m 元多 项式. 从例1和例2的结果出发, 

利用定理1可以证明： 


lim P(jc) = P(a) 

麝峰慕 

和 


lim P(x) _ P(a) 
… Q(x) Q(a) 


(设 


例 4 考察二元函数 
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2 


+ y z 


((U)tK0,0)) 


试讨论 ( o,o) 时这函数的极限状况 • 

对于 O，y)#(o,o)， 有以下不等式成立 


|/(龙，少） — 0| 



2 


2 


对任给的 e >0, 只荽 


0<C|/jc 2 +j 2 <^6 


V 


就有 


|/(»， y )- 0|< 


I 




这证明了 


lim /(x ， y) = 0. 

,r)_<o,o> 



考察二元函数 


/( 太， y) 


2 


jcy 

+7 


(0»， y )_( o , o )). 


试讨论 （〜y)—(o,0) 时这函数的极限状况， 

我们在 R 2 \{(0,0)} 中选择点的序列 {(X，yJh 使它沿 


直线:趋于 （0 ， 

(a ， r ») 


). 例如可取 


(i ， 



n = l f 2 $ M 


对这样选取的点列 {(U，)}， 我们有 


fix nJ y n ) = 


xl + yl 

Jn 





7n 


2 


1 + ce * _ 


当点列 {(m)} 沿不同斜率的直线 y 二 a % 趋 于原点 （0,0) 
时，相应的函数值序列 
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■ 


趋午不同的极限(例如对于 《=1， 有 



1 + 



2 


2 


对于 



2, 


2 


1 + 
限- 



•) .因而，当（〜 y )->( o , o ) 时，函数 /0， y ) 没有极 




6考察二元函数 


/(*, r ) 


x 2 y 

« 4 + y 2 


(0» ， y)#(o,o)). 


试讨论 （ ty )—( o , o ) 时这函数的极限状况 • 






我们选取 R l \{(0,0)} 中的点的序列让它沿 


抛物线 y^ax 1 趋于 （ 0，0 ). 例如可取 


(»»， y ,) =(— ? ―, 

\ n n 

对这样的序列我们有 


, a = l ,2 ，… 


/OwJ 


^ nYn 

1 + y i 


a 


1 + 


Jn 


lTa T# 


当点列沿不同的抛物线 r =^ 2 趋于 （o , o ) 时，相 
应的函数值序列 {/(*,, y .)} 趋于不同的极限.因而当 （》， y )— 
( o , o ) 时，函数 Kx, r ) 没有极限. v 

定理 2设一元函数 g(u) 在实数6的某个去心邻域 U(b) 
上有定义，并且 


又设 


lim g(^u) = C} 


元函数 / CO 在点的某个去心邻域 UM 上有定义, 


w 


/ (t/(o)) <zU(b), 并且 


lim /(x) = 6, 


则有 


lim g(f{x))=^c. 
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证明对于&00中收敛于《的任意点列相应的函 

I 

数值序列 {/( O } 满足 

{f (x 9 )} CZUCb) 9 iim/(^J =6. 

m 

tXf TT^t 

因而 


Hm ^(/( A ； rt ))= c . 

■ 

这证明了定理的结论. □ 

注记对于限制 x 沿集合 i > 趋干的情形，上面定理中 
的陈述需要作一些修改，相应的结果仍然成立： 

lim g(f(x))=c m 


定理3 (关于 数极限的收敛 原理） 设 Z ? c : R % 是 Z ? 的 
聚点，爪元函数/在&有定义.则使得有穷极限 


lim f{x) 


存在的充分必要条 件是： 对任何《>0,存在(5>0,使得只要& 
V € 2) 满足 

4 

0<1!龙 - alj 〈<5， 

就一定有 

I/W - /(*)!<«. 

这定理洛证明，也与一元函数的情形类似;请读者参照第二 
章§5写出. 


4.b 多元函撖的连续性 

在例 s 中，我们看到，对于多项式函数 P0) 有 

limP (jc) =P(a) # 

与一元函数的情形类似，如果 x~^a 时函数 f{x) 以 /(a) 为极 
限，那么我们就说函数 /( a ) 在点 a 连续. 

定义1设 DqlR % a^D, m 元函数/在 UCa.^DD 有 
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走义.如果对于 U ( a lV ) f ] D 中收敛午 a 的任 意点列 &丄栩 

应的函数值序列 {/ UJ } 都以 /( a ) 为极限，那么我们就说函数 
/沿集合 D 在点 fl 连续(在不致于混淆时也就简单地说/在点 
a 连续) • 

定义 F 设 m 元函数/在 I /( m ) nZ ) 有 

定义.如果对于任何 〃 >0,存在3>0,使得只要 

xeD , ||«- a ||<<5, 

就有 

1/00-/(«)!◊, 

那么我们就说函数/沿集合 B 在点 a 连续.（不致于混淆时就 
简单地说/在点 a 连续 .） 

注记1 在定义 ffi 和定义 iy 中，我们没有限定 a 必须是 X ? 
的聚点.如杲0属于 D ， 但又不是 i ) 的聚点，那么存在点 a 
的一个邻域 Ha ， rj )， 使得 

C /( a , ij ) flD ={ a }. 

这样的点 fl 称为集合刀的孤立点.对干 a 是 i ) 的孤立点的情 
形，中趋于 a 的点列只可能是恒等于 a 的点列 

对这种情形，定义1的条件当然得到满足： 

■ 

同样也容易看出，对这种倩形，定义 F 的条件得到满足.因此， 
在集合 P 的孤立点处，函数/必然是连续的. 

如果 fl 属于 Z ) 而又不是 D 的孤立点，那么它是 2) 的聚 

点. 对这种情形，函数/沿集合 D 在点 a 连续的定义，等价 
于说 

Iim /(«) = /(«). 

Jt 4 • 

注记2从函数极限的两种定义（定义 I 和定义 I )的等价 
性，自然可以得出关于连续性的两种定义（定义 I 和定义 F ) 的 

I 


163 




.* 价性 • 

定义 V 设 DCZR -, m 元函数/在集合 D 有定义.如染 
对任何一点 o € Z ), 函数/沿集合 2) 在 o 点连续，那么我们就 
说函数/在集合 D 连续. 

例7 从例3可知 ： 元多项式函数 POO 在任意点 ae 

I 

j 

R m 连续；讯元有理分式函数■也在任何使得500尹0的 
点《处连续. 

p 

例8考察二元函数 

, ' ■ 

| 

/( x >r ) = | 畜 r ，<^ r )#( o , o ), 

■ 

由例7可知，这函数在任何一点 （ ty ) 尹 (0,0) 处是连续的. 

■ I 

■ L 

由例4可知 
■- 

lim / Oc ， y ) = 0, 

(O(o,o> 

因而这函数在 R 2 的每一点连续. 

. • • 

例3考察二元函数 

'■ 4 

/(〜= y + f 9 ⑽尹 ( o , o )， 

( 0 ， (*^) = (0,0). 

_ _ M I . 

由例5 可知： 这函数在（0,0)点不连续. 

h 

定理4设 D (= R % o € D , m 元函数/00 和 〆 x ) 在 
汀 ( fl ， J 7) ni > 有定义， A € R . 如果函数 f { x ) 和$00沿集合 /) 
在 a 点连续，那么函数 / O ) + gO )， A /( x ) 和 f ( x ^ gdx ) 都沿 
集合 D 在 a 点连续，并且当 g ( tt )#0 时，函数 

gix ) 

也沿集合 i ) 在点连续 • 

I 

定理5 设及仁 R m , Z ), m 元齒数/在以(《，刀)门及有 
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定义， 一 元函数在 b = f ( a ) 邻近有定义.如果函薮/沿集合 
D 在点连续， 函数 g 在 b 连续，那么复合函数 g ( M ) 也 
沿集合在点 a 连续. 

例10二元函数 f ( x t y )- sinxy 在 R 2 的每一点连续.二 
元函数 




+ y 2 


在 R a \{(o,o)} 的每一点连续. 



§5有界闭集上连续函数的性质 


设 E ( ZR \ 如果存在 LeR ， 使得 

I _ 

b 

那么我们就说集合 £■ 是中的有界集. 

设如果 F 中任何收敛点列恤 J 的极限仍 
属于 F ， 那么我们就说 F 是： R m 中的闭集 .‘ . 

R 1 中的闭区间 [ fl ， b ] 既是 R 1 中的有界集，又是 R 1 中 
的闭集.我们知道，在闭区间 [ a ,6] 上连续的函数/具有很好. 
的性质.例如：它取得最大值和最小值，它是一致连续的等.在 
本节中，我们将证明，对于在的有界闭集上连续的函数 

4 L 

/,类似的性质也成立.证明中所用到的一个重要工具，就是以 
下推广的波尔査诺-维尔斯恃拉斯定理. 

定理 1设是 R " 中点的有界序列，则 { aU 具有收敛 
的子 序列. 

证明 考察点列:各项的坐标表示 、 

I ■* 

_ • 

•• 

\ = … ，戈 :）， n = l ， 2，—. 

以序列 . 各项 的第； 个坐标为项的实数序列 

{x：}f 

也 仍然是有界的 
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UiKII^Ki, v^N. 

根据关于实数序列的波尔査诺-维尔斯特拉斯定理，我们断定 
{ X 1 .}具有收敛的子序列 

W 】, 山 

再来考察按同样序号选取的的子序列 

这仍是实数的一个有界序列，根据同样的道理可以断定这序列又 
具有收敛的子序列 

我们继续这样的讨论，直到最后，从实数的有界序列 
之中，选出收敛的子序列 

}. 

我们记 


则对于 f = 1,2, …， m ， 序列 

Wn k \ 

是收敛序列 

的子序列，因而是收敛的.考察由 

\ = Ofi t ，一 ，^: t ) 

组成的序列 

我们看到，这序列是 {〜} 的收敛子序列. □ 

定理 2设 K 是 R - 中的有界闭集，函数/在 K 上连续， 
则/在 K 上是有界的. 

证明 用反证法.假设/在尺上无界，那么对任何 neN 
都存在 A e K ， 使得 

1/00 i >〜 
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因为尺 是有界集，所以点列 fe } clC 也是有界的.由波尔査 
诺-维尔斯特拉斯定理可知，存在的收敛子序列 { x a J . 
设 


则 A €疋（因为反是闭集).又因为函数/在点〜€尺连续， 
所以 

Umf ( x / ， k ) = /( x 0 ). 

但这与 

矛盾. 这矛盾说明/在 k 上必须是有界的 . ， n 

定理3设 K 是 R " 中的有界闭集，函数/ 在尺 上连 
续.则/在 K 中某点取得它在 K 上的最大值 

M — sup /O*), 

“ K 

并且在夂中某点取得它在 K 上的最小值 

^ =inf /(*). 

M 4 K 

ffi 明 我们对最大值的情形写出证明.裉据上确界的定义， 
对任何存在 \ e / C ， 使得 

m* 

M - 丄 </0„)<M. 

Tl 


因为点列 {〜} 是有界的 U 〜} ciQ , 所以存在它的收敛子¥列 

设 


A 


X 




则 X 0 ^K (因为 IT 是闭 集）. 子是 




但 


M 




k 


由这不等式取极限就得到 


/0O=itf_ 




□ 
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设 Ec : R % 函数 f 在 E 有 定义. 如果对任何《 >0,存在 
a > o , 使得只要 

x ， x f € E ， 

•i 

就有 

I/OO—AOOIO， 

那么我们就说函数/ 在集合 £ 一致 连续. 

定理4设 K 是 R m 中的有界闭集，函数/在/ C 连续， 
则/在X —致连续. 

■ 

证明 用反证法.假设/在 K 不是一致连续的，那么对 
某个 e 〉0，不论 i 怎样小，总存在 x n ^ x \ € K f 使得 

n 

丄， i/CO-/OOI>e. 

n 

•m 

因为 { x n }czK 是有界序列，它具有收敛的 子序列 设 

X^ k ~^X Q7 

则 x ^ K . 因为 ， 

11 心 -^olKlU-, - + 

, ■ 

+ "*、 - ^o||> 

n k k 

所以又有 

l 

又因为函数 / 在々 点连续，所以 

lim/(、)= lim/0« •、）= /(»•)• 

但这与 

矛盾.这一矛盾说明函数/在尺上必须是一致连续的. □ 

作为上面结果的应用，我们来证明著名的代数基本定理. 

考 察&次 复系数多项式 

/>(3) = aj + OjS + ••• +a t z k , 


m 



这里 o 0) o , ,*•« } o A 6 C , a *7^0. 代数基本定理说，任何这样的多 
项式至少有一个复根. 

' 引理1 设 {〃„} 和 { U 是收敛的复数序列，则有 

( 1 ) 1 

钲明留作练习. □ 

引理2设 pCO 是复多项式，则二元函数 

/(x,y)= \p(x + iy}\ 

在 R 2 连续. 

钲明对任意 h € C , 考察收敛于〜的任意复数序列 kJ . 
根据引理1中所述的运算法则，我们得到 

P (2„)— 咖). 

又因为 

- 1 1 />(»-) ! - ii ?( 2 。) | !<| p ( JT .’- p ( z 0 )|, 

所以又有 

IpCOI-^ipOo)!. 

对任何 （ A ， h )€ R % 只要 

I 

就有 

x a + iy n ^ x 0 + iy, y 

也就有 

_ 

I 

f(x nJ r n )= \p(x H +iy n )\ 

I 

-H pOo +1>。）I =/C*o ， y。). 

这证明了函数 / 的连续性. □ 

下面的达朗贝尔 （ D ’ Alembert ) 引理是我们证明代数基本定 

理的主要 工具. 

引理3设 pO ) 是复多项式， P ( z 0 )_ 0 '. 则有充分接近“ 
的复数使得 

l;COKIpfe)l. 
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证明设 p(z) = o 0 + ffiZ + * # * + a*zS 这里 ，•• •，〜 € C， 


a k y ^ 0 9 对于 z — z ^ tf 我们有 

p(z) = p(z 0 + 0 = ^0 + b x C + •** +&』％ 

这里 &0 = ；>(2。)#0， &* = a 4#0 •设 h 是 6 i,— ,&* 之中第一个 
不等于0的复数，则有 

管 

^ = Cc J % C>0. 

h , 

于是 


g.fa + 4)= 1 +CW + C … f + i + …十 cf. 

pM 


只要 c 的模不起过1，就有 


pUi > + 0 

pOo ) 


<U + Ceari 屮刀 1 亡 1 


这里 


D 


+ … + lc*L 1 


我们取 


£ ~ Ac * 



(A 是待定的正实数).于是 


p(gp + Q 

pM 


<|l + Ce ^ M+^UI 

|1 一 CVl 十 XU' 


# + i 


只荽 /l >o 充分小，就有 

l-a/>0 ， C —ZU>0. 


对于满足这样条件的; I ，复数 

t 

ft ~ 

z 1 = 2； 0 + C = Zo + 1 

j 

就使得 

p ( s ,) j — ! p(sq + Q 

p (« o ) 1 ! P ( Z 。） 

<il-CA I | +Z^ m 

^ a - cAo + w ' 1 
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- 1 - ( C -2)；0 ^<U 

即 

^ IpO,)KIpU)U □ ■' 

代数基本定理的证明 

不妨设多项式 p ( z ) 的最高次项的系数为1 ,即设 

p ( s )= z * + a A _ jZ A-1 + ••• + a 0# 

对于模大于1的复数 A 应有 - 

|^(z)|^|z|* - (laj-J U| 卜 1 + …+ |aj) 



> ls | - | o t _, I - … -| o # |. 

我们记 - 

乙二 I a *-i I + ••• + l a i I 十 2|a a I +1. 

当 U |> L 时就有 * 

I piz) I > I a 0 1 + 1> I a J — I p(o) I . _ 

考察圆盘 ' 

i^{0 ， y)eR 2 |f + 厂 , d 

容易证明这是一个有界闭集.连续函数 

/0， y )= !/>(^+» r)l 

在 K 中某点（:《。,：^)取得它在 1 C 上的最小值 “ 

I 

_ 

P = inf /(U)</(M). 

( 丨 《 r 

由前面的讨论，我们知道，函数 = + 在尺之 

外的值都大于 

Iflol =/(0,0»^. 

因而 ，=/( A , y 。） 实际上是函数 / Ot ， y ) 在 R * 上的最小值. 
根据引理3可以断定 

/( Uo ) = lpO a + *_ y »)| =0 

(否则就有 + 使得 
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f(x^,y l )=\p(x l + iy l )\ 

<| p(^o + ty 0 )| =/0 v 。， y 。））. 

这样，我们证明了》。=〜十1>。是多项式 P ( z ) 的一个根. □ 

■ 

§6 E a 中的等价范数 

在前几节的讨论中，我们已经熟悉了 R " 中的一种标准的范 

数 

||i«|| = |/ (V ) 2 + …+ (jc n ) 2 ， V x=Cx l , ••• 

这样的范数称为欧几里德 （ Euclid ) 范数，因为对于 m == l ，2 或 
3的情形，这范数与我们按照欧氏几何计算的向量的长度是一致 

的. 

在本节中，我们推广范数的概念. 

定义1 设尺是定义于 R " 上的一个函数，它满足以下条 
件 . 

(N) iVOO>0, V^R *, 并且 

N(x) = 0^=^x==0i 

(N 2 ) N(Xx)^\MN(x) 9 V^R», AeR, 

(D N(x + y ) < iV ( ac ) + 7 V ( j ), Vflt , y € R % 

则我们把这样的 iV 叫做 R « 的一个范数. 

例1 考察定义于 R _ 上的函数 

iVoC^^maxda: 1 1 ，―, |»"|}， 
iV 制 = | 龙 1 j + …+ |«"|， 

-% 

iV 2 (^c)=-{/( jc 1 ) 2 + f 

V 戈 =(* % •“， * M ) 乇 R' 

容易验证》和乂都是以的范数.今后，我们将分別 
用记号丨•丨， M 和 Ui 表示范数 iV 0 , iV l » JV a . 这就是说， 

我们约定记：’ 

Ul=max{|a; 1 |, — 
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\x |= 丨欠 1 丨 + … + \x n \y 

• - ■■■■ ■ I ■■ ■ I ■ H ■ ■ I ■ ■■ i ■■ ■ ^" 謬"^ ， • _ 

w + … + ( x m ) 2 f 

v …，戈 w ) eR m . 

注记在有的文献中，采用这样的 记号： 

||«|U = max{| a ： 1 j ，— , |^| }, 

llxf]^ \x x \ + … + U 叫， 

”《||产1/(«〖) 2 + … + G m ) 2 ， 

V : v = ( 久 1 ，… v x m )^ R m . 

设汊是 R w 的任何一个范数，则 iV 在 K " 中决定了一种 
距离 ； 

1 « 

d N ( x , y )^^ f ( x - y ) 9 V »， yeR ' 

按这距离又可以定义 R " 中点列的收敛性和 》 n 元函数的连续 
性.这样定义的收 tfc 性和连续性称为按照范数 I 的（或者说按 
照距离4的）收敛性和连续性. 

值得庆幸的是，对于 R w 来说，用任何一种范数决定的收敛 

I 

性（以及函数的连续性），都是完全一样的.为说明这一点，先 
要介绍等价范数的 槪念. 

定义2设 M 和 AT 都是的范数.如果存在正实数《 
和不 使- 

aMCx)^NCx)^AM(x ) 9 y x ^ R", 

那么我们就说范数 iV 与范数 M 等价. " 

注记范数的等价是一种具有反身性，对称性和传递性的关 

I _ 

系： 

(1) 显然有 

M ( x )^ M ( x )^ M ( x ) 9 Vjc € R", 

^ / - 

因而 M 与 M 自身是等价的（反身性）. 

(2) 如果范数 W 与范数 M 等价 

aM ( x )^ N ( x )^ AM ( x) f V * e R *， 

那么显然有 

m 


(x )< MixX^ NCx), . V a: € R% 

A a 

即范数 M 也与范数 W 等价.这说明范数的等价具有对称性. 

(3) 如果范数 iV 与范数 A / 等价，范数 P 与范数#等 
价 

aM(x)<N(x)<AM(x) f V a e JR"*, 

6jVOO<PO*)< 餅 00, V 以 R", 

那么 

baM^x^^PCx^^BAM (»), V e R", 

即范数 P 与范数 M 等价.这说明范数的等价具有传递性. 

按照数学中的惯例，只有那些具有反身性，对称性和传递性 
的关系,才被冠以“等价”这样的称呼. 

卑理1按照等价的范数 iV 和 M 决定的收敛性（及连续 
性）是完全一样的. 

证明设有 

aMixXNCxXAMix), Va:€ R w . 

.. • 

如果是 R m 中的点列，它按照范数 M 收敛于〜，即 

lim 财 (》 0 — jc 6 〉《 =0 ， 

那么从不等式 

N(x n - x^^AM(x n -x,) 

可以得到 

I 

lim N(x a - = 

即点列按照范数 iV 也收敛于 a ， 在上面的讨论中， M 和 
JV 的地位可以互相交换（对称性）.因而，按两种范数定义的收 
敛性是完全一样的. 

函数在一点的连续性可以通过序列方式来 定义. 既然按照两 
种范数定义的点列的收敛性是完全一样的，那么按这两种范数定 
义的函数的连续性也必定是完全一样的. □ 

定理2空间 R n 的任意两个范数都互相等价. 
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证明 只须证明 R ” 的任何范数 iV 都与欧氏范数 1| 1等 

价， 

首先， 我们 指出， R * 的任 何范数 WOO ，都是按照范数 
连续的函数.为说明这一事实，我们考察 K ” 的基向量 


匕=(1,0, •"，（))， 

e 2 = (0， l ， …， 0) ， 


并把 R m 中的住意点 


和 


(0,0, …， 1)， 
表本为： 


(x\ ，太 。 2 ，.••，《:) 

； + 0 e 2 + ## * -f x ^ e m 
(x l ^x 2 , … ， r) 

1 e 1 + « 2 e 2 + — + * m e OT# 


由范数的条件 < W ,)， 容易得到 


\ Nix )- N ( x ,)\< N ( x - x ^ 9 


但 

■ 

x- x,~(x i - 幻 ） c + ••• + ( 尤 m - x7)e m9 

裉据范数的条件 OV s ), (汉:)和柯西不等式，又可得到 

N ^ x - x ^^ N ^ Cx 1 - 4)。）+ ••• + N ({ x m - ； Vo )0 

< h 1 - 汊（心）+ … +[^-^| iV ( e .) 

^, C \\ x - x,\U 

这里 



c = / 2 J ( iV ( ei )) 2 . , 

我们得到了不等式 

|iVO) —jvooKclU^。!!. 

由此即可钲明函数 woo 按照范数 II Ml 的连续性， 

其次，我们指出，集合 
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K = {i € R m | 111!' — 1} 

是 R _ 中的有界闭集（读 者自 证）.于是，连续函数 _ 在 
K 上取得最小值6和最大值裉据范数的条件 0 V ,) ，函数 

N 00 在 K 上恒大于0，因而它在反上的最小值6>0.我们得 

|| 

Y K 
■ • 

到 

0<6<7 V (|)< B , V | eK . 

对于任何 ac e R ra ， 只要 jct ^ O , 就有 

因而 

I 

■ 6< W Arw<5 v 

由此得到 I 

•6 lU ! K ^ W < s ； U ||. ，- 

这不等式对于 x ==0 显然也成立.这就是说，对任何都 
有 

这证明了范数 iv 与欧氏范数 1 H 等价. □ 

例2对于范数。 

\ x \ 二 max { l?l ，…， \ x m \\ t 

|JC { =丨 A； 1 I + …+ 1 A ； 叫， 

\\ x \\= y { x^y + **• + { x m Y ~» , 

显然有 

丄 U i<| 1* !<m I a: I. 

m , 

L 

由此可得 

— lUi |< k |<!! x || 

m 
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和 

设 iV 是的范数， a ^ R \ 我们把集合 

{x^R n \N(x-a)<C.rj} 

叫做点 o 的 AT -/? 邻域（按照范数 iV 的邻 域）. 我们还把集 
合 v 

V „ia.rf) = {x ^ R ra |0<iV(i«-o)<i?} 

叫做点 fl 的去心 iVl 邻域. 

例 3 对于 R 1 的情形，原点 (0,0) 按照范数 IH ， H 和 
卜1的 7 ?邻域（图 11-1) 分别为： 

V ^ Tf<n (开 @盘）， ^ 

max {|*| , IrlX ^ (开正方形） 

和 

kl + lyK > (开菱 形）. 

h 



n n-i 


由于这些范数等价，无论用哪一种形状的邻域来描述收敛性与连 
续性，效果 IP 相同. 

I S 

§7距离空间的一般概念 - 

_ 

S 

X I 

7. a 距离空间、点列的收敛性与映射的连续性 

h 

:I 

通过前面几节的讨论，我们已经领会到：极限和连续性这些 

概念，实际上 只与空间的距 离结抅有关.本节将对更^般的距离 

•- * . 
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空间展开讨论. 

设£和 F 是两个非空集合.我们把由有序对 0 c ， y )0 «e £， 
ye F ) 组成的集合 

、 {( x t y )\ x € E iy tF } 

称为集合£与集合 F 的直积（或称笛卡尔积），记为 

ExF ={( Xi y )\ x ^ E , yeF }. 

r 

特別地，是由£的元素对组成的集合： 

JEx £== {(«, j) |a ： 6 6 £}. 

定义1设 X 是一个非空集合， 

4 

d t XxX ― >R 

是一个映射，它满足以下条件 

( 认） d(ic,y»0, V x,y € 1 ；并且 

(A) d(x,y')=d(y i x), V.ic,y € 

(Z>,) d(x ， 2)<dO ， y) + rf(y ， z), V* ， y ，： eX, 

则称这样的 d 为上的一个距离，称 ( X , d ) 为距离空间（在 
不致于混淆的情况下，也简略 地说： X 是一个距离空间). 

注记按照定义，距离空间是这样的集合:对它的任意两个 
元素*和： T ， 都定义了一个确定的距离 d ( x t y ) f 并且这样定义的 
距离具有我们通常空间中点的距离的一些最重要、最基本的性质 

I 

((/?,)—(/>，)）•性质(/)，)被称为三角形不等式，它的 fe 始模型就 
是平面几何中的定理：三角形的一边小于其他两边之和.距离空 
间也称为度量空间. 

I 

在距离空间 ( U ) 中，我们把点集 

UXa t J])~{x 6 Z|rf(jc,a)<??} 

称为点 fl 的邻域，并把点集 

U Xa，”)= {尤 € X\0<Cd(x i a')<^rj} 

称为点 a %去心7?邻域（在不致于混清> 情况下，也就把 
10,??) 和 &,0,巧)简单地写为 U (, a 9 rj ) 和 

I 

m } . 



定义 2 设 a , rf ) 是一个距离空间，是 x 中的一个点 
列 ， a 如果对任何 e >0, . 存在 iV e N ， 使得只要 n > N f 

就有 

d ( x „. a )< Ce 9 

那么我们就说点列恤 J 收敛于 A 或者说点列以《为极 

限. 

利用距离的性质 (4)—( 认)， 容易证明收敛点列彳*.}的极 

r 

限是唯一的.我们把这唯一的极限记为 

定义3设/1，0是距离空间， Dc : X , a ^ X . 如果 

U (o,^) D * , V ?7>0, 

那么我们就说 a 是集合 D 的一个聚点. 

注记《为集合的聚点的充分必要条件是：存在点列 

使得 

lim.r, = o, 

定义4 设 （ X ， rf ) 和（ X〆 ）都是距离空间， QczX t 

/： Q — ~ 

是一个映射， a ^ X , A ^ X \ 如果对于 { a } 中收敛于 a 的任 
何点列恤山相应的点列 { KxJ } 都以 J 为极限，那么我们就 
说当^沿集合 D 趋于 a 时，映射/0)以 j 为极限，记为 

lim /(^) 

# 

• . • 

注记与定义4等价的 e -6 说法是：如果对任何 《> G , 存 
在 <5>0，使得只要 

■ 

x (： Q 9 0〈 rf (： v ， a )<<5， 

就有 

b 

&(/(»)，4)0， 

• • • 

那么我们就说：当 X 沿集合 G 趋于 a 时，映射 / o ) 以 J 为 
极限 • 

定义5设(又,幻和 a '， i ) 都是距离空间， QaX , 
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f i Si — ^ 

是一个映射，如果对于 D 中收敛于的任何点列 bJ ， 
相应的点列 {/(〜)} 都以 /(a) 为极限，那么我们就说映射/在点 
a 连续.如果映射/在 O 的每一点连续，那么我们就说映射/ 
在口 连续. 

注记与定义5等价的说 法是： 如果对任何 e >0,存 
在6>0，使得只要 

x € Q f 

就有 

/(/0)，/( fl ))< e ， 

那么我们就说映射/在点《连续. 

走理 T 设 （ Z 2 , d 2 ) 和 ( X „ rf 8 ) 都是距离空间， 
GczX x , Hc : X 2 . 如果 /:G — > X , 和 g.H — > X ，都是连续映射， 
并且 KG ) aH , 那么复合映射 

g 。/: G ~^ X t 

也是连续映射， 

证明设 a 是 （； 中任意一点，是 G 中收敛于点 a 的 

任意点列，则 {/(>•)} 是 H 中收敛于点/00的点列，于是点 
列 


{g(f(x n )} 

L •- 

应收敛于〆/(>))•这证明了复合映射 g。/ 在点 a 的连续性. 

' □ 
定义6设又是一个非空集合，屯和 A 都是 Z 上的距 
离.如果存在正实数 a 和木使得 

成0,30<«>，7)<从0,30, V a;，y € X， 

那么我们就说距离 rf , 与距离 A 等价. 

例1设 Z 是 R" 的一个子集， K 和 iV 2 是 R- 的范 

数，则^和 ^在 X 上诱导出等价的距 离离和 这里 

d , y) N - y)y d 2 {x t y') = N 2 {x - y). 
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例 2 设 Z = S 是 R 2 中的单位圆周，即 

尤: = s ={( 〆〆 ） e ] R 2 i < y ) 2 十 o 2 ) 2 = i }, 

对于我们用记号 dXu ^ v ) 表示 a 和 t ； 这两点间的直 
线距离，即规定 

<ii(u,c) = - ^ 1 ) 2 + (u 1 - V 2 )% 

又用记号表示这两点间较短的一段圆弧的长度.容易验 
证：义和 d 2 都是 X 上的距离.将证明这两距离是等价的.为 
此，我们用0= 表示这两点间的短弧长度的一半（见图 

11-2). 于是,显然有 


c? , (u , v) 2sin0 _ sin0 

d 3 ( u , v ) 20 6 

0< 及 <*• 

■ 

• . 

但我们知道 

L 

• . 

, 2 - 

I 

(参看第八章§ 4例4 ) • 

由此得到 



2 


d 2 (u, (w ，， *0 


(这不等式对 U = r 的情形也成立).我们证明了两种距离的等 
价性 • 

I 

«• 

7 .b 距离空间中的点集 

对于 ECX 的情形，我们约定把集合 

X\E 

叫做 集合五 的补集 （集合 E 在 X 中的补集）. 

设 ( AW ) 是一个距离空间，五是 X 的一个子集 ， a 是叉中 
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任意一点.关于点 fl 和集合尽可能出现以下三种情形： 

(1) 点 fl 连同它的一个邻域 U 0,(3) 包含在集合 E Z 
中，即存在 i 5>0 使得 

UCa^dEi 

(2) 点 a 至少有一个邻域 U (o ,<5) 不与集合£相交，即 
存在 d >0使得 

C/(a，<5)n£= 令 
(这等价于 f/(a， 幻 czXW); 

(3) 在点的任何一个邻域 G ( a , j ?) 之中，既含有五的 
点，也含有 X \ E 的点，即对任意的7 >0都有 

t /( a ， f /) 令， C/(a,rj) fl (X\E)# 6 . 

定义7 对于上面的情形 （1) ，我们说点《是集合£的内 

点；对于上面的情形 （2) ，我们说点 a 是集合£的 外点；对于 

■ ■ 

上面的情形 （3) ，我们说点 a 是集合£的边界点.由集合芯 

的所有内点组成的集合，称为£的内部，记为 int £ :或者 JF% 

由集合£的所有外点组成的集合，称为£的外部，记为 ext£：, 

由集合£的所有边界点组成的集合，称为£的边界，记为 
BdK. 

定义8设 ( XJ ) 是距离空间， FciX . 如果 F 中任何收 
敛点列的极限 limi 仍属于 F， 那么我们就说 F 是距离 
空间 (Z，《0 中的闭集. 

显然全空间X 本身就是一个闭集.空集6也被认为是一 
个闭集. 

S | 

定义9 设(1，《0是距离空间， GaX . 如果 G 完全由内点 
组成，即 G 的任何一点都有一个邻域包含在 C 之中，那么我们 
就说 G 是距离空间 (X，rf) 中的开集. 

显然全空间尤本身就是二个开集.空集 <(> 也被认为是一个 
开集. 

定理2开集的补集是闭集，闭集的补集是 开集. 
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证明 先证开集的补集是闭集.设是一个开集， 
G . 我们来考察 f 中的任何一个收敛点列^假如 

lim% = a 爷尸 , 

那么 


a € X\F~G $ 

因而存在 e >0, 使得 

U(a,e)c:G^X\F m 

于是，当 n 充分大时，就会有 

x^UCa^e^czX^. 

但这与 { xJczF 矛盾. 这一矛盾 说明： 对于/ 中 的任何 收敛点 
列 kJ ， 必须有 


limA € 

即 F 是一个闭集. 、 

再来证明闭集的补集是幵集.设 F 是一个闭集 ， G = X \ F . 
对于 G 中任何一点 b ， 我们 来考察6 的一串邻域 


假如每一邻域郡至少含有 F 的一点 y s ， 那么在闭集 F 

a 

I 

中就有收敛于6的点列 {/.}, 因而 66 F . 但这与 WG = XVF 矛 
盾. 这一矛盾说明，必定有一个^>0,使得不含有 

n, 

f 的点，即 

U ( b y d ) c : X \ F ^ G . • 

这样，我们证明了 G 是一个开集. □ 

引理 设 UV ) 是距离空间， a € J , i ?>0, E 是 X 的任意 
子集，则 

(1) U ( a iV ) 是开集, 

(2) int E 是开集, ■ 
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(3) ext E 是开集 • 

证明留给读者作为练习. □ 

定理 S 设 OTj ) 是距离空间， E 凫 X 的任意一个子集, 

我们记 

E=E\J BdE 9 


则有 

(1) E 是一个闭集； 

(2) E 中任何一点 C 都是£中一个点列的极限 j 

(3) E 是包含 JE ： 的最小闭集. 

证明从显然的集合等式 

X = E\J BdE U extJF 

h 

可以得到 

s 

E=E\j BdE = X\eKtE 9 

fi ext E 是一个开集，所以玄是一个闭集.这证明了 
结论⑴ • 

(2) 设 c 是它 =£ UBd £ 中的任意一点.如果 饮 E ， 那么 
显然有£中的常点列 


收敛于 c . 如果 c e BdE f 那么在 c 的任何邻域之中都 
必定含有 E 中的点，即存在 

、• € t/(c，+) n f ， rt=l ， 2, …. 


于是，五中的点列 { W 收敛于 

(3) 设 f 是包含£的任何闭集.我们来证明 P 必定包 

^ n _ 

含宏.事实上，任何 c € f 都是£中某个收欽点列的极 

# ■ 

限，但 

{ac.}c£eF, 

所以 c 也是 f 中收敛点列的极隈 . 又因为 f 是闭集，所以 



喊 我们证明了 

; E ^ F . □ 

注记我们把 £==£ LiBd £ 叫做集 合瓦的 闭包.除了象 E 
这样的记号以外，人们还常常采用记号 Cl £ 来表示集合£的闭 
包，即约定 

ClE^E=EUBdE^ 

I 

从上面定理中的 （1) 和 （2) 可知， c € CIE 的充分必要条 件是： 

I 

有£中的点列收敛于 c . 根据上面定理中的 （3) ,闭包 
Cl £ 可以定义为包含£的最小闭集. 

S 

7.c 完备性、压縮映射原理 

定义10设 U ，(0 是距离空间，是尤中的一个点 
列.如果对任何6>0,存在 iV € N , 使得只要 

n f p e N, n>N ， 

就有 

Ti - 

d(x n+ti x 9 )<C * , 

那么我们就说 kJ 是 （z， 幻中的一个基本序列或柯西序列. 
定理4 (X，d) 中的收敛序列都是柯西序列. 

证明设是(叉，<0中的收敛序列 ， lim x n = a . 则对于 
任何£>0,存在 iV € N ， 使得只要 n > N f 就有 

_ 


% 

于是，对于 
就有 


<音十音 =*_ □ 

定义11设（互，幻是距离空间，如果 aw ) 中的任何基 


d ( x ny a )<^ 


2 


n，p € N ， 


n>N 9 
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本 序列都是收敛序列，那 么我们 就说距禽空间 ( x ， d ) 是完备 
的，或者说 E 离是完备的. 

例5 在 R w 中用任何一种范数 W 来定义距离 

rf (*, y ) = JV («- y ), V x,y € R ". 

这样得到的距离空间 （ R ' d ) 都是完备的. 

例4 设又是 R m 的非空闭子集.用的任何一种范数 
N 在 X 上定 义距离 

d { x , y )~ N { x - y ), € X t 

这样得到的距离空间 （ Z ，0 也是完备的. 

定义12设 （ Z ，<0 是距离空间 ， p X ~^ X 是一个映豺. 
如果存在[0,1)，使得 

d (< p ( x ) , g ?( y )) ^ ad ( x , y) f V«,y € X , 

那么我们就说是一个压缩映射. 

注记 显 然压缩 映射都是连续映射. 

设 Z 是^个集合 ， h X-^X 是一个 映射.如果 I e J 使 

得 

炉 （ ！ ）= ! ， 

那么我们就说 S 是映射少的 一个不动点. 

下面的 重要定理被称为压缩映射原理或者巴纳赫 ( Banach ) 
不动点原理. 

定理5 完备距离空间 （1,0 的座 缩映射 P 必定有唯一的 
不动点. 

证明 先证明不动点的存在性.任取 a eJS ：, 按下式定义 
一个迭代序列 ' 

x m + l ^^p(xj f n=0,l,2,—. 

因为炉是压缩映射，所以 

d(x n + l9 x a )-d{(p{x n ) f 

<<^(\ ， V/i€N. 

于 是得到 

S 
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xJ)^ad(x nJ x n ^ x ) 
^ a 2 d { x ^ x , x ^ i ) 


<6 fW ( U 0 )_ 

«■ 

利用这一怙计可以证明是基本序列.事实上，我们有 

d ( x n ^, f x n ) <办…，龙…-，）+ ••• +办”川 *») 

<( a n + ^ 1 + — + a n ) d { x t f x & ) 


< 




i ( x x , x ,). 


因为。❽， 1)? 如合以’一，所以对任何 e > 0 , 存 

在八 eN , 使得只要 n > iV ， 就有 


4 P 



—d(U 0 )〈e 

a 


m 


这证明了 {&} 是基本序列.从空间 ( x ， d ) 的完备性可知，点列 
沁}是收敛的.设 


对等式 




取极限，“ 用炉的 连续性就得到 

XV )、 

再来证明不动点的唯一性.假设另有 r € j 也使得 


则有 

0<^(|M) =d(p(n ， q>W)<ad(i\0- 

但0<«<1，要使上式成立，只能有 

rf (!’ ， 左）= 0 ， 

即 l ' = l . 这证明了不动点的唯一性. □ 




注记压缩 映射的定义即保证了它的不动点不能多于一个. 
在上面定理唯一性部分的证明中，并未用到空间完备性的 条件. 
但为了保证不动点的存在性，空间完备这一条件却不能 取消. 请 
看下面的反例， 

例5在 ^==(0,1] 上定义距离 

易见 

q?(«)=-~ap 

是一个座缩映射.但炉在中没有不动,（因为 = 的唯一 
解4=0不在（0，1]之 中）. 

§8紧致性 

虽然我们主要关心的是空向 R " 中的问趨，但许多概念和 

结果，可以在一般距离空间的框架中进行讨论 V 

定义1 设 ( X , d ) 是距离空间， KczX . 如果 K 中的任何 

点列都至少含有一个子序列这子序列收敛于&中的 
某点，那么我们就说 K 是距离空间 （ U ) 中的一个列紧集. 

注记如果 I 本身就是紧的，那么我们说是列 
紧空间（或者就简单地说 Z 是列紧空间）. 

例 T 空间 IT 中的任何有界闭集 K 都是这空间中的列紧 
集. 

定义2设 K 是 X 的一个子集， 0)=$} 是 Z 的一族 
子集，如果£中的任何一点都至少属于 W 中的一个集合 

(Vx€E) OV^Q)) (x € O, 

那么我们就说集合族 w 覆盖了集合 l 

注记作为约定，我们认为：空集4包含于任何集合 〆 之 
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中；集合能被任何集合族所覆盖. 

定义3设 ( X . d ) 是一个距离空间， EaX , 

的一族开子集.如果①覆盖了 £，那么我们就说⑺是£的一个 

开覆盖 • 

■ 

定义 4 设 ( X t d ) 是距离 空间， CczX . 如果 C 的任何开 
覆盖⑶ 都至少含有一个有 限子族 or , 这子族仍覆盖住 C , 那么 

我们就说 C 是 （ I ， d ) 中的紧致集. 

▲ 

_ 

注记如果 Z 本身就是紧致的，那么我们说 （ x ， rf ) 是紧 
致空间 ♦ 

对于空间来说，“紧致集” “列紧集”和“有界闭 
集”这三者完全是一 回事. 为了证明这个重要的结论,先要作一 
些准备 • 

设 E 1 ， …， P 是 m 个集合.我们把集合 

E = {( a ： 1 , 欠 /Jt ) | jc 1 € J ? 1 ， …， x m c E m } 

称为集合 ew 、 e - 的直积，记为 

E = £ l xE 2 x “. xE ' 

例如， R m 可以看成 m 个 R 的直积 

H 

R m = R x R x x 

II * 个因子 

定义 5 设 r#!y ， 6 l ] C=R, P=[a 2 ,6 2 ]cR, /虜由 

[ o %6»] cR . 我们把集合 

/»/ 1 x I 2 x x /^cR* 

h 

叫做 R m 中的闭方块，并把实数 

I 

/(/) = max{6 1 - o 1 , •**, b m - a M } 

叫做这闭方块的线度. 1 

,注记用类似的方式述可以定义 JR " 中的开方块以_分. 

边界开、部分边界闭的方块.这里不再一一细说了 .. 

, 1 

对于 R 1 中的闭区间 [ a ,6 j , 我们可以用中点把它 
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图 11-3 


2 m 个闭子方块的并集: 


分成两个闭子区闾，其中每一个 

闭子 K 间的长度为原区间长度的 
一半.对于 H 2 中的®矩形(闭 
方块)我们 
可以把它分成四个闭子矩形（闭 
子方块），其中每一个闭子矩形 

的边长为原矩形边长的一半（图 
11-3). 

对更一般的情形，我们有以 
下结果. 

引理1 设/是 R ' 中的 
闭方块，则我们可以把它表示成 


a 

4 

其中每一个闭子方块的线度为原方块线度的^ 


K/t)^ | K0> 众 =1 ， 2, …， 2' 

_ 

证明设 J = 尸 X … x / m ， 每一个是 R 中 

的闭区间.考察 R " 中的如下形式的闭方块： 


/ = / 1 X 尸 X …X / m ， 

这里的每一个因子尸或者为 [必 
6 Q (i = l ，2 ，*••，/»)* 显然有 


或者为 


/(/)=yKO. 

容易看出 /C/. 还容易看出： J 中的每一点*至少包含在一个 
这种形式的闭子方块/中（因为它的每一坐标/或者落入 




2 




之中，或者落入 i 


l + b £ 


2 


之中) 


_ 
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所有这种形式的 / 总共有 2" 个.把它们编号为 

/it J zf … ， /| 解， 

则有 

U A U … U J 2 m f 

K/*) =4-K0» k=n ， 2 , … ， 2 ，. □ 


定义 6设 {/ J 是 R " 中的一串闭方块，满足条件 

(1) /,3夂3…夂=?八 + 1 ：3…多 

(2) /(/»)-^0, 

则称 这串闭 方块为 R " 中的一 个闭方 块套. 

引理 2 (闭方块套原理）设 {/„} 是 R " 中的一个闭方块 

套，则有中唯一的一点 C 适合 

， • + : ' 

c € I n9 V n € N. 

证明设人 =Ji x/i x “* xn , …•容易 看出： 闭方 

j 

块套 {/，} 在每一坐标轴上的投影 

I 

Hf 打=1，2，“.， 

都构成 R 中的一个闭区 间套： 

( 1 ) 

I 

( 2 ) ( n ~^ + oo ). 

从 R 中的闭区间套原理可知，存在唯一的 A 适合 

Vn € N . 

记 

c~(c l ,c l r*%c m ) 9 

则显然 c 是 R " 中适合以下条件的唯一点， 

c € /., VneN. □ 

在作了这些准备之后，我们来证明本节的主要定理. 

定理 1对于空间 R m 的子集以下三条陈述相互等价, 
0) K 是紧致集； 

(2) K 是列紧集》 
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(3)* K 是有界闭集. 

证明我们将循以下途径证明三条陈述相互等价 * 

(1) => (2) => (3) (1). 

首先来证明“ （1) => (2)”. 设 K 是紧致集，{以是 K 

中任意点列.如果存在 ad 它的每一邻域中都含有点列 {〜} 

的无穷多项，那么就一定可以从中选出一个子序列收敛于 a 

(请读者自证这一结论）.下面我们用反证法证明满足上述条件的 a 

一定存在.瘕如不是这样，那么任何6 6 / T 都有一个邻域 1/(6), 

其中只含点列彳\}的有限多项.所有这样的 

f/(6), beK ， 


覆盖了 因为每一 _ 中只含有的有限多项，至少要 

无穷多个这样的 U ( b ) 才能盖住所以【的开覆盖 

不可能其有有限子覆盖.这一矛盾说明：存在尺，它的每一 

邻域中都含有恤」的无穷多项.我们从陈述 （1) 推得了陈述 
( 2 ) • 


其次证明 “（ 2 ) (3) ”（用反证 法）. 假如尺无界, 

那么对任何 n € N 都存在\ €尽使得 

如果这点列的子序列{力》 4 }收敛于尺中某点％那么从 

ilkJ-lWIKU, 

可得 


lim\\x a k \\ = \\a\\ f 

但这与 

I 

1!^-J[>»iV &=1,2 ,…， 

相矛盾.我们证明了尺必须是有界盼.假如尺不是闭集，那 
么存在点列 { rJcK , 使得 ‘ 


\im)\ = b^K. 

这点列不可能有子序列收 敛于尺 中的某点（因为 rJ 的任 
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何子序列仍应收敛于 wiK). 这一矛盾 说明： K 必须是闭集. 

苒来证明 “ （3) => (1) ”（仍用反证法）.有界闭集 K 
可以包含在一个闭方块 h 之中.假 设以是 尺的一个开覆盖， 
它的任何有限子族都不能覆盖&，我们来推出矛盾.按照引理1 

I 

中的作法，可以把/。分成 2*** 个闭子方块，其中至少有某一个 
闭子方块使得 

l x f\K 

不能被 W 的任何有限子族所覆盖.这闭子方块的线度为 

l(j j) = 去 /(/。). 

* r 

再把分成 2" 个闭子方块，其中又至少有某一个闭子方块 
/>，使得 


i 2 r\K 

不能被 CP 的任何有限子族所覆盖.这闭子 方块的线度为 

I 

l ( fl ) =表,(/。〉. 

继续这样的手续，我们就能作出一个闭方块套 * 

厂： Dh + 1 二)…, 


KO =各《/。)—0, 

其中的 L 使得 


/•nx 

不能被以的任何有限子族所覆盖(»=1,2,-)*由闭方块套原理 
可知，存在唯一的 c， 它满足 

c € / B , V n € N . 

对任何 N, 因为 i . r \ K ^^ t 所以存在 
易见尤中的点列彳收敛于^ 

= c . 
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因为尺是闭集，所以 C € I 于是 C 为①的某一个开集 r 盖 
住 I 


V. 


于是又存在》7>0,使得 


U(c^)ciV. 


取 n 充分大，使得 


llulK 


n 


n 


Kh^^Kh)<2 X/m 


于是， /. 中任意一点 



到 


的距离 


lk~ c|!<U 龙 -* ^,11 +11*» - c\ 


〈〜/ 念 O f -»0 2 

i = \ 

% 

<J m ( 


+ 


n 




2 


2 l/nt 



V 

2 


n . 


V 


这证明了 


/.cC/(c,r?)cr 


但这与人的选取方式矛盾 （' 不能被 W 中有限个开集所覆盖）. 


这一矛盾说明：中的有界闭集必定是紧致集. 




定理2设 （ Z ， tO 是距离空间， K 是 J 中的紧致集，/ 
X - R 是连续函数，则 

(1) /在 K 上是有界的； 

(2) f 在 K 上是一致连续的. 


证明 


(1) 对任何 a e A % 因为 

Iim /(^) = /{a), 

ji a 


所以存在 a 的邻域 U ( a ) 9 使得 
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p 


* € V(a) r\K /(a ) 丨十 L 

所有的这样的 U ( a ) 构成反的一个开 覆盖： 

Kcz U C /( a ). 

« f K 


于是，存在有限个 t /( a ), 它们仍覆盖 K : 

尺 c_du … uc /(0- 


记 


L= max {|/GO[ +1 }， 

1 < i < fi 

则有 

I 

if(x)lCL 9 Wx^K. 

(2) 对于任意給定的 e >0 和任何 6 e 1 C , 存在 b 的邻域 
U ( b ， rj )， 使得 


* € U(b f n)nK ^\fM- Kb) I<y. 


于是，只要就有 

1/00 -/ooio. 

所有的构威反的一个开 覆盖. 于是，应该有其中的有 


限个，它们仍能覆盖尺： 

’专 ) u … uu 

记 



我们 指出： 只要〜^€尺， diix ^ Xd , 就必定有 

i / o )-/< y ) io . 

事实上，对这 xe 尺，存在 bXl < i < q ) 使得 
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因为 


x^K f ddx\ x ) 


所以 




我们看到 


x 9 x ^Uibn^CK. 


由此可知 

i/oo-/<y)i<*. □ 

注记对于一般的距离空间，紧致集与列紧集仍然是同一回 
事，但有界闭集可以不是列紧-紧致集.我们将在本节末的附录 
中，讨论这些问题. 

读者可能已注意到：§5中定理2、定理3和定理4的证明, 
实际上是利用了 K 的列紧性.通过这些定理的证明以及本节中 

定理2的证明，可以领会到列紧性和紧致性的重要意义. 

_ 


附 录 


在这附录里，我们考察一般距离空间中紧致性与列紧性之间 


的关系. 

设 （ Z 4) 是距离空间， S 是 Z 的一个非空子集，我们把 

diamS= sup d 

叫做集合 S 的直径.对于我们约定 

diam 丰=0_ 

如果 " 


diamS 〈 + oo, 

那么我们就说集合 s 是有界的. 

引理设是距离空间，夂是 JT 中的列紧集， 0^- 

_ I 

F } 是 K 的一个开覆盖.则存在6>0,使得只要集合 Sax 
满足条件 


m 


5 fl <(> 9 diam5 〈 4, 
就能断定 S 包含在 o ? 的某个开集 r 之中. 

t 

证明用反证法.假设所说的 d 不存在， 
的一串子集合 


使得 


S l9 S 29 S nf 


_#» 



那么必定存在 X 


S 島 (1 令 ， diam 

n 


伹是 

我们选取 


S m <^V 9 vKeQ^ 


' x m € D K 9 ti = 1,2 ，…， 

根据列紧性的定义，序列 { x m }dK 有子序列 { X .,}收敛于 K 
中的某一点 


lim^ n 

于是，存在 F €⑶，使得 


— a ^ K . 


因为 f 是开集，并且 


diam S n <一, 

n k 


所以对充分大的也应有 

S ” cF . 

伹这与 { S .} 的选取方式矛盾. □ 

注记 S 瞄中的数3 > 0被称为覆盖05的勒贝格数 ( Lebes - 

gue number). 

定理设 ( X t d ) 是距离空间， K ：< zX 9 则以下两陈述等价 

(1) K 是紧致集 | 

(2) X 是列紧集. 

证明 “ C 1) 中 （2) ” 的推证与定理1证明中的相应讨论 

S 
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类似，这里就不重 复了. 下面我们证明 “ （2) => (1) _ • 

设^=化}是 X 的任意一个开覆盖，并设《3>0是这覆盖 

的 Lebesgue 数•记 



对任何 xeK 9 U ( x , e ) nK 都包含在某一个之中.如果 
K 的开覆盖 

04— {UCx,e^ \x 6 X} 

含有有限子覆盖，那么 W 也含有有限子覆盖. 

我们用反证法来证明 W 含有有限子覆盖.假设 K 不能为有 
限个 U { Xl e ) 所覆盖.对任意取定的 x ^ K 9 显然 1/(1, e ) 不 
能盖住 iC •于是存在心€心以•显然 （/( u ) 和. 
V ( x 2 i e ) 也不能盖住 K •于是又存在 x 3 € K ， x^U ( Xl , s ) 9 
. x ^ UC Xli e ). 继续这样的讨论，我们就可以选出 K 的一个点列 

R }, 满足这样的条件 

d(x n+pi x n )^e 9 V , p e N. 

这样的点列不可能有收敛的子序列.我们得出了矛盾. 

□ 

注记仿照定理1证明中的 “ （2) $ (3.) ” 部分，可以证 
明距离空间中的紧致-列紧集都是有界闭集.但对于某些距离空 
间，有界闭集可以不是紧致-列紧集.请看下面的例子. 

I 

例设 X 是任意无限集合.在 X 中规定距离 d 如下： 

「 o ，如果 x = y 9 

办， y)H 

L 1 ?如果 

容易 验证： 这样定义的 4满 足距离三公理（仏)， （/>:) 和 

(/> 3 ).在这样定义的距离空间 ( X , d ) 之中，任何子集都是有 
界闭集，但仅仅有限集才是紧致集. 

I 
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§9 连通性 


学习一元函数的时候，我们熟悉了闭区间上连续函数的重要 
性质： 

— 、有界性， 

二、 取得最大值和最小值， 

三、 一致连续性， 

四、 介 值性质——取得介于它的任意两个值中间的一切值. 
在以上几节中，我们推广有关的一些结果到多元函数，证明了： 
在 紧致集 （有界闭集）上连续的多元函数也具有性质一、二和 
三.但到此为止我们还没有涉及性质四.实际上，设函数/在 
D 上连续，能保证/具有 介值性 质的，并不是 D 的紧致性， 
而是 D 的另外一种性质连通性.必须要求 D “连成一片”， 
才能保证介值定理成立. 

例1开区间 

/=(a,6) 

筝 

是“连成一片”的.对于在/上连续的函数，介值定理、也成立. 
例2考察 R 中的有界闭集 

和定义于疋上的函数 

f -1， « € [-2, -1], 

I 1, [1,2]. 

容易 看出： /在瓦上连续，但却不具有介值性质（请读者自己 

验证！） • 

要说明 一个集 合是否“连成一片”，有若干种方法.我们这 
里只介 绍其中最简单的一种^— “路径连通”. 

设 TcR , E ^ zR % 则 r 和£都可以看成距离空间，因 
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而可以讨论映射 

< p ： T—^E 

的连续性.因为 

1 1 

max |^ ; (0- 炉 ’(O 1<11 屮 (0 - 炉 (Oil 

1 < / <属 


/ * 1 


所以映射 〆 《)=(炉 w )，*" wo )) 在 g 连续的充分必要条件 
是：它的各分量 <P f 0) 都在连续（/=1，•••，). 

定义1 设 E ( ZR % x q , x ^ E 9 并设 

V ： [0,1] — 

是一个连续映射，满足条件 

I 

y (0)=^。， 7(1)=^， 

则称7为£中联结：》。和力的一条路径. 

注记“路径”的直观几何形象.就是联结给定两点的一条连 
续曲线. 


定义2 设 i ： C ： R ' 如果对任何 x 0 , x ^ E , 都至少存在 E 
中联结这两点的一条路径，那么我们就说£是 路径连 通的. 

空集4也被认为是路径连通的. 

定理1设 i ： 是 R w 中的路径连通子集，函数/在五上 
连续，则/具有介值性质. 

证明设為和次是/的任意两个值.不妨设 

龙 0 € £， /( 戈 o) = J 。， 

由于集合芯的路径连通性，存在连续映射 

Vt [0，1]—>五， 

使得 


v (0)=5 f 0 , y ( l )= x ” 

考察复合映射 
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^>0) = /( v (0 )j [0,1]. 

这是一个在 [0,1] 上连续的函数，并且 

< p (0) = ^ o > <3 p ( l ) = ^ i . 

于是* 取得介于次和木之间的任何值.因此，函数/在点 
集 

V ([0， l ]) = { v _ e [0， l ]} 

之上可以取得介于4和為之间的任何值. □ 

定义 S 我们 f R * 中的连通开集 i ) 称为开区域，并把连 
通开集的闭包5称为闭区域. 

定理2在开区域或闭区域上连续的函数具有介值性质. 
证明从定理1巳经知道，在开区域上连续的函数具有介值 
性质.以考察在闭区域上连续的函数. 

设 DcR •是^开区域，函数/在闭区域6上连续， 
4和4是/在 5" 上的两 个值，（：介于4。和义之间.不 
纺设 

€ D , f ( x a ) = A a) 

龙1 专仏 /(^ i ) = 

次 < C <^. 

如果 x ^ x ^ D , 那么显然 f 在 D 中某点取得值 C . 我们来考 
察知与 心之一不在 D 中的倩形，例如这样的情形： 

x 0 € BdD , x ] 6 D , 

记 e = C - 达 >0. 由于函数 / 在互上的连续性,对于充分接近 
于 A € BdZ ) 的 h € /)，就有 

s 

/(*o)—^0<C^0 + S = C # 

h 

f 

我们看到，存在 x ^ D 和 A e D ， 使得 

f ( xo )^= A o <^ C < CA 1 = f ( x l ') 0 

由此得知：函数 / 在 p 中某点必定能取到值 c . 

P 

对于〜 和 A 两点都在边界 Bdi ) 上的情形，也可类似地 
进行 讨论. □ 
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§10 向量值函数 


设和 （ U 0 是距离空间， Oax . 对于映射 

U Q-^>Xy 

已经定义了极限和连续等概念.在本节中，我们对 

X=R", X f = R^ 

的情形，再作一些具体的讨论. 

*■ 

10, a 向量值函数的 极限与连续性 


设 Pc : R m . 我们来考察映射 

/： 

这样的映射被称为向量值函数，因为它的每一个值/0)都是一 
个 P 维向量： 

/00=(尸00, …，广 00). 

我们注意到：向量值函数/(0的每一分量 

都可以看作一个 /W 元数值函数 (i = l, 

定理 1 设 OCZR-, a 是 D 的一个聚点，向量值函数 fix) 
=( 厂0«)， …，广 00〉在 l /( a ,? 7 ) n 0 上有定义， J == ( i ，…, 
I ) .我们断定：使得 

Iim/(^) — A 

* ** a 

Q 

的充分必要条件是 

hmf 1 = A 1 9 j_ = 1，•",/»• 

Q 

证明我们有不等式 

■ 

max [ fO )- 汐 1 <11/00 _ ^l!<Vj/*(«) - 4 I. □ 

tTi 
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定理 2 设 OcR "*，a e Dy 向量值函數 
… ，广 O )) 在 D 上有定义.则 / O ) 在 fl 点连续的充分必要条 
件是：它的每一分量 /'W 都在 a 点连续 （1 = 1 ，…， /0. 

证明我们有不等式 

max ! f ' l ix) - / ' («)!<![/W - /(a)|| 

I < i<P 

尸 00 - 广 ( a)U □ 

i = 1 

10 .b 连续性与开集 

先就空间的情形，回顾开集的定义.设 c 是•中的 
点集.如果对任何 xeG 9 都存在?? >0,使得 

■ 

V ( x , ri ) ciG , 

那么我们就说 G 是 R " 中的开集. 

例 1 tA ( a ， r ) 是中的开集. 

例2 开方块 

{( x 1 ，" •，龙 m )R € i = 1, ••• , m } 

是 R " 中的开集. 

定理 3 设 D 是 IT 中的开集， 

/, R' 

是一 个映射 •则/在 D 连续的充分必要条件是：对于中的 
任何幵集丑，集合 

G = /~ 1 ( H ) 

都是 R * 中的开集. 

证明 必要性 •设/ : R p 是连续映射，丑是 R ， 中任 

意一个 开集. 如果 G 叶乂 H )—， 那么按照定义是一个幵 
集•设，而 <* 是 C =/ _1 ( ff ) 中任意一 ■'点 ，则. /( a ) 

由于是开集，所以存在 e >0, 使得 

UQ(a) f 8)czH 0 
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又因为映射 / 在点连续，所以存在 d >0, 使得只要* € 

就有 

fix) € U(J{a) ， e)cH. 

这 就是说 

/( L /( o ,3)) cH , 

因而 

这样，我们证明了 g ^ tch ) 是幵集 • 

充分性. 对任何，记 tf =^(/0), e ), 则 ff 是 R ， 
中的开集， mmc ^ riH ) ^ r - 中的开集.显然有 aec = 
r x ( H ), 所以又存在 d > o , 使得 

i/(o, a) C (?=/-(/?). 

由此得到 

/(^(a^))cH-£l(/(a), fi ) < 

这证明了 /在点《的连续性. □ 

注记对于一般距离空间之间的映射，也有与定理3类似的 
结果.请读者仿照定理3予以陈述并写出证明. 
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第十二章多元微分学 


§1偏导数，全微分 

在笾二篇里，为了考察一元函数/ 在点〜 邻近的性态 ，I 
我们首先定义了导数 

fXx 0 )= lim 

A 0 AX 

然后导出微分公式 

/(ac 0 + Ax) - — + o(Ajc), 

以下，借鉴对一元函数取得的经验，我们来考察多元函数的 
局部状况.为记号简单起见，先讨论二元函数，然后再推广到多 
元函数的一般情形. 

1 . a 方向导数，偏导数 

设二元函数 /0， y ) 在点 0,, y 。） 邻近有定义.为了考察这 
函数的局部变化状况，我们过点 (^, ro ) 沿单位向量 e ==( co S «, 
eina ) 的方向引…有向直线 ' 

L t flc ==^ 0 + fcosa, y = y 0 +fsincr, 

然后考察函数 / 沿这有向直线的变化.请注意，这里的参数 f , 
正好表示沿有向直线从点 ( x 0 f y 0 ) 到点 （ a ， y ) 的有号距离. 
如果存在极限 

lim ’(々 +/ cosg,y fl + fsing) 

… r i ^ ^ ， 

那么这极限表示了函数 / 在点 （ A ，； K 。） 沿有向直线 L 的变化 . 
串，我们把它叫做函数/在点 （ A ， h ) 沿方向《的方向导数， 
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记为 


要了解函数/在点 (^ tt ,r.) 沿各方向的变化状况，应该 考察它 
沿各方向的方向导数.但对于很重要的一类函数来说，沿各方向 
的方向导数都可由沿坐标轴方向的导数来决定.稍后，我们将对 
此作更进一步的讨论.这里先对沿坐标轴方向的导数作一些说明. 

ox 坐标轴方向的单位向量为坐标轴方向的 
单位向量为 ^ = (0,1) .过 ( x 9 i y t ) 点平行于轴的有向直 
线可以表示为 


2 m : + y = y 0 . 

按照定义，函数/在点 （％，y 9 ) 沿方向^的方向导数为 

=lim / 細 # 。 ) 二 /(^ 1 

& 0 \ < -^4 t 

= lim /fa + ft ， 3p - 

卜。 h 

如果在二元函数 f ( x 9 y ) 中，让； r 固定于然后求一元函数 
/(^,y 0 ) 在*。点的导数，那么得到的_是函数/(*，7)在点<^，:^> 
沿方向^的方向导数.我们把这方向导数叫做函数/在点0。, 
ro) 对* 的偏 导数， 并约定用以下记号之一来表示I 


(^«»r«)> f ^( x ct y 9 ) 或者 /X^ 0 ,y«). 

类似地，如果在二元函数 /0，y) 中，先让戈固定于*。，然后 
求 y 的一元函数 枉 u 点的导数，那么得到的就是函 
数/在点 (^, yc ) 沿方向 e 2 的方向导数.我们把这方向导数 
叫做函数/在点（知, y *) 对 y 的偏导数，并约定用以下记号 
之一来表示: 
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通过以上讨％，我们 看到： 偏导数和 - ff , 实际上都可 

以按照一元函数的求导法则来计算. 

我们来说明方向导数与偏导数的几何意义.设 D 是 
平面上的一个幵集，二元函数 /0， y ) 在 D 上有定义， 
eD . 在 OXYZ 直角坐标系中，函数/表示为一块曲面 

S: 3 = /0 ， y)， € D. 

设 e = (cos cr , sin a ) 是 OXY 平面上的一个卓位向量.在平面 
OXY 上过点 （〜， y 。） 作平行于方向 e 的一条有向直线 I ，然 
后过直线 L 作正交于平面的一张平面容易看 出：平 

面 P 截曲面 S 所得的截口曲线 C , 可以表示为 

_ 

{ x = x^ + fcosor, j = yo + isina^ 
r=«/(x 0 +tcosa, y 0 +1sina)* 


考察截口曲线 c； 在 ^=^0, Z ^ f ( x 0 i yd 处的切线 r. 

我们 看到： 这切线对有向直线 L 的斜率（即 r 与1正方向夹 
角的正切）就是函数/在点 （A，％) 沿方向 e 的方向导数.作 
为沿坐标轴方向的方向导数，偏导数的几何意义如下：曲面 s 与 
平面:相截，所得截口曲线的斜率就是函数/对％的偏导 
& 曲面 s 与平面相截，所得截 a 曲线的斜率就是函数 
/对 y 的偏导数. 


对于一元函数来说，在某点可导的函数必然在该点连续. 
单就这一方面，多元函数就已显得大不相同.即使函数 f(x，y) 在 
点 0»,y。） 沿任何方向的方向导数都存在，也不能判定函数/ 
在这点连续.请看下面的反例. 

例1考察函数 


争 



0 ， y)#(o,o )， 

O ， y) = (0,0). 
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计算这函数在 （ 0，0)点沿方向 e -( cosa } sina ) 的差商， 
我们得到 

r 

/(f cosa sincr ) 胃 /(0 ， 0) 


cos a • sin a 

_ 

t z cos i a+ sin 2 


若 a 7^0 


0, 


若 



0 . 


容易看出，函数 / 在点（0,0)沿任何方向 
的方向导数都存在， 


(cosor ， sina 


处(0, 0) = Iim K ^ QBg ? tsina)-/(0^02 

de … t 


cos 


cr 




sin 



若 o ， 


0, 


若 


0. 


但由第十一章 § 4 的例 S 可知，函数 f ( x 3 y ) 在点 （ 0，0 ) 不连 

续. 


l.b 全微分 

定义设函数 fix , y ) 在点 （ a ， a ) 邻近有 定义. 如果存 
在使得对于极限过程 〆斤 — 0,以下关系 
成立： 

/0*:。+ y 。 十 Ay) - /( 戈 0 ， y.) 

= A 6 , x ^ rB 6 .y + o ( i /( Ax ) 2 + ( Ay )*)， 

那么我们就说函数/在点 ( x 0 i y 0 ) 可微，并把表示式 

ALx + Biiy 

叫做函数/在点的全撖分，记为 

d /0 c M y •) =* JAjc + BAy = idx + fidy • 

我们把自变量的增量（改变量) 

, 

diX — Lx 9 dy = Ay 

定义为自变量的微分. 

■ 
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注记为书写简单，人们也常常用 

hi Jc * ^ Ay 


Ax, 


表示自变量的增量.采用这样的记号，函数/在点 （ A ， y 。) 的微 
分表示可以写成 


/Ov 0 +fc，y 0 + ft) -/(方。，乃） 


Ah+Bk + + k 2 ) 


按照小 


^( V ^+ k 2 — O ). 

记号的含义，这式子意味着 

/<«o +A,yo + fe)- /(^o ? jo) 

= Ah + Bk+e(Jt ， fc). \Zh 2 + fc* , 


其中 edh . k ) 满足条件 


lim 8(h ， U) = 0. 
* *)-^(0. 0> 


与这样的微分表示等价的另一常用的方便的写法是 


其中 flf 



w 


/(«i +A,y 0 + ft) - /0» 0 ， y。) 
面 Ah + Bk+ ah + /3k f 

( A 4) 和 P = p ( h ， k 、 满足条件 

lim a(/i ， fc)=0 ， 


lim 


p ( Ji ， k )= Q . 


t 




上面介绍了表示的两种方式.我们来说明这 
两种表示方式的等价性.首先，显然有 


h 2 + k % 


( A ， ft ) • 1/ + & 1 = a ( A , ft ) y ^ + k% 


XS 


aCh 9 k } h -\- fi ( h y k ) k f 


这里 



(Ji ， k) = e(h 9 k) 


vW + W f 
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V h 2 + k 2 


都是无穷小量与有界变量的乘积，因而 


lim a(h 9 k) = O f 

(k * k )，（ o * o > 


lim pQiyk) 

<A,ft)♦(0 * 0> 


a. 


其次，我们看到 


s 


a ( Ji ， k)h + 3 ( Jt ， k)k 



( h f k)h + ( Ji ^1 t)k 

— V n— ~~ 


• Vh 2 + k\ 


如果记 


e ( h , k ) = 


a(h y k)h+ fiCh,k)k 

VJ 2 + k r 


那么很容易验证 


lim = 0* 

ih i h )—f 0 t 0 > 


定理 1 如果函数 / U ， y ) 在点（心 ， n ) 可微，那么它在这 
点连续. 


证明利用可微性的定义式 

f(x } y) - f(x 0 , yo)=^(«-^ 0 ) + B(y - y 0 ) 

十 o (|/(« 2 + (r - y 。) 2 )， 

就可看出函数/在点 （〜， y 。） 的连续性. □ 

定理2如果函数 f ( x t y ) 在点 U ， ro ) 可微，那么它在 
这点沿任何方向 **=( COS 0, sin 0) 的方向导数都存在 • 

证明在微分表示式 

f(x^h 9 y 0 + k) = 廢 + Bk 十 oCi/ hW) 

之中，取*=化 03 0， k = tsin 0； 就可得到 


fC^c + tcos 6, y 0 + 1 sin 9) - f(x Q , j & ) 


sc? 


Acos9-b Bsin9 + 


o ( Ul ) 


Acos 9 + B sin0 + o(l). 

我们看到：函数 f ( x t y ) 在点 （％，y，） 沿任何方向 
sin9) 的方向导数都存在，并且 




(cos$ 


df 


de 

特别地，对于 

df 


(»o ,y o ) = ^cos0+ Bsin^. 


□ 


(1，0)和 



(0,1) 的情形，我们得到 


dx 


0»。，7。）=不 


af 


By 


(%山）=丑， 


推论如果函数 / Oc ， y ) 在点 (^, rp) 可微，其全微分为 

d/(x 。 ， y 。）—Adx + Bdy f 

那么这函数在点 （A,y。） 的偏导数为 


(龙。， y 。) 


di 


3 y 


Cx , $ y ^) = B f 


并且这函数在点 （％，y。） 沿方向 

\ 

€ = (cos0, sind) 

的方向导数可以表示为 

(^o,y e ) (^o»yo)cos^ y 0 )sin^ 


l.c 连续可微函数 

关于一元函数的求导，我们已经有了一整套办法.借助于对 
一元函数的经验，在考察多元函数的时候，对于偏导数“是否存 
在”和“如何求出”这些问题，是不难解决的.我们希望通过偏 
导数进一步了解多元函数的局部性态.以下的定理具有重要的意 
义. 

定理3设函数 /(A：r ) 的备偏导数在点 , 5 ) 邻近存 

S • 
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在，并且这些偏导数， 

!和吾(〜， 

作为二元函数在点连续，则函数 /(*, y ) 在点 
可微（因而也在该点连 续）. 

钲明为书写简单起见，记 

h ^ iix^x - = j - 3%, 

我们来考察函数 /(*,r) 在点 （^，y，） 邻近的改变董 * 

/( 龙。十 “。+/0 -/( 方 。，；)0 

= f ( x ,-} rh f y 9 + h )- fCx ^ y . + k ) 

+ /( ac 9 j 3 r »+^) - /(*0 J ^ fl ) 

= /:(«» + 你 ， + A ) 办 + /;(»,, y . + c »&)/?• 

0<9 ,©<1, 

—— 这里用到了一元函数的有限增量公式.因为函数 
和 /;(*,y ) 在点 (« o,r.) 连续，所以•应有 

f f rCx t 9 y t + ok )- fi ( x ti y ^ + 0 f 

这里的《和点当 （*，y>—K〜，y,> 时（即当 （fc，W-K0,0) 时） 
的极限为 <)• 把这两式代入前面的函数增量表示式，就得到 

p 

/(*0 + A ， ya + &) - /(A ， 3%) 

*/ 1 (^ 0 ， : r 。) 办 + /[ 0 ^ ， yOk + ah + fik. 

又因为 

I 齡卜 | + |_ 


所以 

最后，我们得到 


(当 X ^, y ) — Of 。，^) 时） | 

I 

ah 十 fik = o(y V + W). 


/0。+幻 y » + ft ) - /( A，yJ 
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~fx (x <Si y 6 )h+ fr(x ai y 0 )k + o( Vh^k 1 ). 

这证明了定理. □ 

综合以上的讨论，关于函数 fix . y ) 在点 （ A ， y ,) 的分析 
性质，有以下关系： 



定义设 0<= R * 是一个 区域. 如果函数 f ( x , y ) 的各偏导 
数都在公连续，那么我们就说函数/在区域 D 连续可微. 

由全体在 D 连续的函数组成的集合，通常记为 C (0>. 由全 
体 在口连 续可微的函数组成的集合，通常记为 C '(^). 

I.d m 元函数的一般情形 

对于爪元函数的一般情形，我们陈述涉及偏导数和全微分 
的有关结果.至于定理的证明，因为与二元函数的情形无本质的 
差别，这里就不再重复了. 

定义设 m 元函数 ，…， f ) 在点； = …， 

x ：) 邻近有定义， «=( c 1 ,. 是一个单位向量（即满足条 

件 11«||=1 的向量）.如果存在极限 

• .* . 

j. /(^o + te) - /(af 0 ) 

/i? t * 

那么我们就把这极限称为函数 / 在点％沿方向 e 的方向导数， 
记为 

或者 ^./(^ 9 ). 
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特别地，对于 


e i — ( 1 >0 ? 0 ，…， 0 )， 
«2 = ( 0 ,1,0，•.•，（））, 


« 抑 =( 0，0，0 ，“ •，1 )， 

我们把方向导数 


It 

dei 



lim . K ^± te t ) 7 fM 


称为函数 / 在点心 对变元 Y 的偏导数，并把它记为 

/«<(* o ) 或者/,《》•)• 

定义 设 元函数/0«)=/ ( x 1 ，"*，#) 在 Mx 0 = ( xi ，.”， 
*：) 邻近有定义.如果存在 ^€ R , i = l ， …， m ， 使得对于充 
分小的 

Ax = ( A * 1 ,**', △«•), 

有这样的关系《 

m 

/( 尤 6 + 厶尤） - f(x 0 ) + o(l|A jc ||)， 

i = 1 

那么我们就说函数 / 在点 A 可微，并把表示式 

± A ^ 

| R 1 

叫傲函数/在点 A 的全微分，记为 

■ 

膘 m 

d/OO A ^ x 1 

i e 1 j =* 1 

这里，我们约定 

dx i = Ax l \ f = 1 ， •••, m, 

定理 1 如果 m 元函数 fix) 在点 X 。 可微，那么它在这点 
连续. 

定理 2如果 m 元函数 /( x ) 在点々 可微，那么它在这 
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点沿任何方向的方向导数都存在，它在这点对各变元的偏导数当 

h 

然也都存在 • 

推论如果元函数 fix ) 在点:可微，它的全微分为 

m 

d/(x 0 ) = ^A i dx% 

i = i 

那么 

~^~r(x 0 )=A if i — 

并且函数 / 在这点沿方向的方向导数可以表示为 


Bi 


m 


☆0。） 


定理3如果在点*。= 0^，"％0邻近 m 元函数 /0 O 
=/<y, •••〆）的各偏导数都存在，并且 


H 

dx ( 


00 = 



作为 m 元函数在点巧连续（〖 = 1，…，/»)，那么函数 /00 在点 
可微（因而也在这点连 续〉. 

定义设 ^ c = R - 是一个区域.如果 m 元函数/的各偏 

导数都在 D 连续，那么我们就说函数/在 D 连续可微.我们约 
定: 

C 0 ( O ) 表示在 D 连续的函数的集合； 
c \ 0 ) 表示在连续可微的函数的集合. 


§2复合函数的偏导数与全微分 

2.a 复合函数求导的链式法则 

设 m 个一元函数…，扩«都在 G 处可导， < P X M 
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= JC : ， •” ，炉 "( f 。〉 22 *?， 而饥 兀函数 /(欠）：/^ 1 ， …， **) 在点 

= (xi }••• ,Xo) 可微. 我们来考察复合函数 

FCO^/C^COr-^^CO)- 

利用函数/ 在点〜 的微分式 

/00 - (x { -尤!）+。（11»11)’ 

I « 1 

可得 

FCO-^Oo) 

= /<y (0 ， •• W 心 )）-/ Op 1 ( O ，…，旷 ( O ) 

i - 1 

+ o (/^( rco -^ o .)) 1 ). 

苒利用 〆 (《) 在 t 。 处的微分式 

^'(0 - ^ l ( i (»)=-^- Oo )0 ~ O + 0 ( 卜 o » 


i = l, … ， in ， 


即得 a 


m - F(Q (^)^(0 o-o + KM) 


这 i 正明了 


r o .)=2 


di 〜、 dq>t (o 


dx 


T (^ o ) 


dt 




式中为书写省事采用了记号 
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< p (0 =( 炉，… ，扩 ⑼. 

以上得到的复合函数求导法则，可以用来求偏导数（对某个 
变元的偏导数，可以看成固定其他变元所得到的一元函数的导 
数）. 设有 m 个 A ： 元函数 = G = 1， …， 瓜)， 

其中每个函数在点 “ …， 4) 对 V 的偏导数都存在， WO 。) 

= 4，…， g £)"(0=<， 又设 TO 元函数 / OO ^ K * 1 ，•••，《")在点 

•••，<”,微，则复合函数 

F ( t ) = /( y ( i )，.“， 扩⑼ 

在点 “== Gi , •••，“）对 r 的偏导数也存在，并且 

I 




dt 


(O 


±£ r ( C ). 


dt 


只要不致于引起混淆，通常就把上式写成 


(2.1) 

d ¥ - 

' BV ' 

m 

^JL . 

d ( p l 

0 V 

或者 




(2.2) 

dF 

— 

dv " 

= 女沒/ • 

Bx l 

9 x l 

9 t f 


我们把 ( 2a ) 式或者 （ 2 . 2 ) 式叫 做复合身数求导的链式法则 


2.b 微分表示的不变性 


我们知道，函数 


的全微分表示为 





df 


dx 


dx 1 



如果把函数 / oo =/( y ， o 的各个变元 v ， 都换成依赖于变 
元的可微函数 

x ( =x l 0) =** ( 夕， …〆 *)， i = l ，•••，/», 
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SP 么根据复合函数求导的煢式法则应有 


9 

lt } 


(/(戈 1 0) ，…， « m (0))= (戈 (0) 


dx { 

W 


(*)， 


f = i , … ，左, 


上式中采用了简写记号 


■ 

ac (0= (? W ， …， * TO (0) . 


由此得到 


dC/C^'O) ，…， x m G))) 


k 




dt 


釭據⑽ )) 脊 o” ^ 


忘吾⑽ ))( 忘备0)心 



dx * 0) 





这就是说，不论 《=(〆，•••，<) 是自变元，或者是依赖于另外的 
变元 f=GV"，<*) 的可微函数，函数 /C0=/0fV”，* w ) 的全 
微分表示都是 


d/(*) = ^~j~rMdx l . 

这一重要事实被称为（全）微分表示的不变性. 

应用微分表示的不变性，我们来证明以下的关于全微分的运 
算法则. 

定理设《 00和 vM 是可微函数， AeR, 则有 
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(1) d(tt(jc) + vO *;)〉 = du(,x) + d »(*)， 

(2) d( Au(x)) = AduCx) f 

X 

(3) d(tt(j*)t?00) = i?(x)duOO + M(jc 〉 dt ;(*)， 


(4) 


00 

00 


v ( x ) du ( x } - u ( x } dv(^xy 


O(X)) 


2 


( t ?0«)_ o ). 


证明结论 （ t ) 和 （2) 的证明比较简单，留给读者作为练 
习.这里叙述结论 （3) 和 （4) 的 证明. 考察二元函数 




计算这两函数的偏导数得 


n 

du 


dv 


和 


Bu 


分 g 


9 v 


(^ o ). 


这些偏导数都是连续的,所以函数/和 g 可微，并且 


d /( w f u ) = rdu + udr , 


dg ( w，iO 


vdu - udv 




利用微分表示的不变性，对于 w = uO )， 


Kx ), 仍有 


d ( u ( x ) v ( x )) 


Cx ) du ( x } + u ( x ) dv ( x } 


和 


A ( 以 GO、_ v(x)du(x) - u(x)dv(x') 

~ivOoy ^ 




注记对于 



O ) 和 


vix ) 是一元函数的情形，这些 
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运算法则已在第四章 § 2 中谣明过.但这里给出的基于全微分表 
示的不变性的证明，既适用于一元函数的情形，也适用于 m ( X ) 

■ ttOf 1 ， …， it ) 和如元函数的愴形， 


§3高阶偏导数 


5. a 离阶偏导数的定义 

考察 m 元函数 f ( x ) = /( x 1 r 9 % x m ) (涉及高阶偏导数时， 


用下标给自变元编号比较方便）.这函数的偏导数仍 
是*的函数.我们又可以讨论函数 


a 

Bxi 


w 


是否可求偏导数的向题. 如果函数 #00对变元 A 可求偏导 
数，那么我们就把这样的偏导数 



称为函数 Kx ) 的二阶偏导数，并约定用以下记号之一来 表示: 

I 

_ 

dx~dxy ^ 9 ’:〆,(*)&$ 

I 

例如，对于二元 / G ， rt ， 可以有以下几种偏导数 


d l f 

dxdx 

d 2 f 

9 ydx 


( 〜 = 去(1 /( 一)， 

0，乃=皆(去/0^))， 
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V 



次 / 


8x3y 


(* ， y) 


d 


d 


dx 


dy 




a 2 f 


dydy 


(* ， y) 


d 


d 


dy 




dy 


/0 ， y)). 


我们约定用以下记号表示 M 复对同一变元求导: 


d 2 f 


0， y ) 


a 2 f 


d%B x 


0， y )， 


d 


2 


dy 


0， y > 


d l f 


dydy 


0， y ). 


对于更一般的 m 元函数 /00 = /( a ， …，〜 )， 也采用类似的记 

号, 



dx 




d 2 f 

dx i dx i 


M 



假设已经求得了爪元函数 / W 的某个&阶偏导数 



_ 


把这 ft 阶偏导数看作％的函数，又可以考虑求它的偏导数的问 
題.对&阶偏导数再求一次偏导数就得到 &+1 阶偏导数，通 
常采用以下形式的符号来表示 t 




d 






2. b 通含偏専数与求墦顺序 

对于二元函数 /(*， y 〉， 两个二阶偏导数 


a ” 

dydx 


(欠， y ) 



0 ， y) 


都被称为二阶混合偏导数.这两个求导顺序不同的二阶混合偏导 

h 
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形. 


定理1 如果函数 /(^ r ) 的两个二阶混合偏导数人 
和 frXx t y ) 在点 ( x 0 , y 0 ) 邻近存在并且在点 u ， y 。） 连续， M 
么就有 


fxyioc^y,) = f y Xx,,yd. 


证明考察一元函数 


炉 00 = /(m + 左） -/ 0 ， y 。） 

^( r ) = /(^o + ^> r ) - /( u ). 


和 

利用一元函数的有限增量公式可得 


( p ( x 0 + A ) - < p ( x ^= q) f (xo + 9 Ji)h 

= IfXxo + O.h ， y 0 + fc) — fXxo + O.h ， y 0 )]fe 

=/” U 。+ W ， y 。+ Q 2 k ) hk ， 

妒 (y。+ ft) — 垆 (y 。） = 垆 '(y。+ O z k)k 

I 

= lf y (x 0 + h,r, J r 9 z k) - / r O”y 。 十 M)]fc 
— f rx ( 怎 。+ 0 九 y 。 十 0 3 fc)M ， 

这里， 


O < m 0 4 < l . 

容易验证 . 

s 

g >( x 0 + h ) - < p ( x 0 ) 

=/ O 0 + fe ， y 0 + A 0 - /(A + ft ， y 。） 

、 - Kx^yo + k ) + f ( x 0 , j ,) 

= /Oo + 厶 ， yo + A：) - /Uo,7o +^) 

- /Oo + 办山） +/( 戈。， h) 

—( y 0 + ic ) - 

由此得到 

y 0 + Q 2 k)=f ， x (x 0 + 6 4 h ， y 0 + 6 % k ) 9 

在上式中，让 ( fe ,^)-^(0,0) 取极限，利用 /* yO », y ) 和 / y *05， y ) 
在点 （ A ， y 。） 的连续性，即得到 

/”(々， yo ) =/”(々， y ，） • 口 

_ 

■ . 1 
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定义设公是 R * 中的开集.如果函数/和它的直到 r 阶 

的所有偏导数在 D 上都是连续的，那么我们就说函数/在开集 

D 上是 r 阶连续可微的. 

设 D 是 R - 中的开集.我们约定以 

0(0) 


表示由所有的在 O 上连续可微的函数组成的集合. 

定理2设 D 是 R " 中的幵集， 吨⑼, 则函数/的 A 阶 
(2<^< r ) 混合偏导数与求导顺序无关. 

证明从定理1容易得到 

__ 

$x fi ^9x {/ + l Bxt f — 9x f t 

d k Kx ) _ 

^SS ■! ■ • - ■ I ■ _ ■ 

分 X 、 … dx t ， d Xi •• 咖 〗 • 

P +l 

通过遂次交换相邻的两个求导运算，可以证明，只是求导顺序不 
同的任何两个 A 阶混合偏导数都相等 

_ ^ f ( x ) __ 

Bxt k ^9xi ^ 9 9%1 p * 90 &Xi t 

I 

= _ d k f ( x ) _ 门 

dx t 4 •••dx t ，…没 ， … 如 ， ， • 

3. c 计算离阶偏导数的例 题 

根据定义,髙阶偏导数可以用遂次求一阶偏导数的办法来计 

算.如果是复合函数的髙阶偏导数，那么每一次求导时又可利用 

链式 法则. 这样看来，求高阶偏导数的计算，原则上没有什么困 

难.只是计算时须细心检査，不要漏掉了应有的项（特别是某些 
“交叉项”）. 

例2试求复合函数 

m =/ OG ，7?),： K !，”)） 

的二阶偏 导数. 这里假设和 / Oc ，; r ) 都是二阶 
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连续可微函数. 

解利用链式法则逐次计算 可得: 


du 

■ df 

dx 

+ df 

dy 

n 

$x 

H 

dy 


9u 

. df 

dx 

十 

dy 

dr\ 

dx 








d 

di 

d 

n 



+ 


a 

H 



£7 

dx 2 


IL dx \ + 3 ( d f 

dx dl ) di \ dy 

■■ 

、 a % + df B 2 3 i 

~W 

(df、dy df 沪 y 

\ By ) 9^ dy di 1 
dx , d” dy N dx 

~H ^ aJdY 


H 




dx 


/ 


〆 


d 2 x 

di 1 



dx , d z f dy \ dy x df d 2 y 

dy dV 


^ ( dx Y ? d % f ( dx Jy\ 

ax^diJ d%dy \ dt di / 

+ £L(Jyy + JL 

dy l \ du dx di 1 dy di 2 • 

类似地可以求得 

d l u _ B z f ( \ 2 0 d l f ( dx dy \ 




d x f 一沪 f 

aiarj a x 2 







d 2 x df d^y 

didrj dy —dldr] • 
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例 3 二维拉普拉斯 (Laplace) 算子 A 定义如下 




dx 2 


df - 


试对 u = In — ( r >0) 计算 Aw ， 这里 r = l / f + y 2 . 


解我们有 ^ 


因而 


In 


2 




du 


r 


X 


du 


dx 


x 2 + y 2 ’ 


y 


dy 


^ + > 


a 2 u 


(x 2 +y 2 ) - 2x 2 

—(f + y ! ) 2 


x 2 - y 2 
(x 2 +y 2 ) 


d t u 



X 


By % (x 2 + y 2 ) 


2 


Au 


d l u 

Jx l 



d 2 u 

w 


o . 


例 4 三维拉普拉斯算子 A 定义如下: 


Au 


a 2 u 


dx 2 



d 2 u 

Jf 



d 2 u 


试对 a 


( r #0) 计算 Aw ， 这里 r = T / x 2 + y 2 +# . 


解我们有 


du 


dx 


(久 2 + y 2 + ?) - " 2 , 


Oc : + y 2 +2a; 


d l u 




dx z 


-x(x 2 i- y 2 + z 2 )-^ 

-<y+y 2 + zO _ 3/2 +<y+/+?) 


2.t 2 — y 2 — 2 2 



dy 



因而 


d z u _ 2^ 2 -x 2 -y 2 
0z 2 r s 



例 5 设 / U ， y ) 是 n 阶连续可微函数，并设 

^>(0 = f(x + th f y + th) m 

试计算函数 < K 0 的 n 阶导数 ^ < o 0). 

解设 ffO , y ) 是任意连续可微函数.我们先对形状如 

伞 (f) = g(x + th，y 七 tk) 

的函数，证明一个求导公式.运用复合函数求导的链式法则可得 


办+❸ 十⑻ 



gix + thjy + tk ) 



d 


dx 


+ k 



g(jc+ th,y + tk). 


我们看到： 以去 作用于吣)，相当于以微分算子 



作用于 

g(x + th，y + tk). 

对于《阶连续可微函数 f (^ y ) f 我们来计算复合函数 

ip(t) — /(x + th , y + tk) 

的各阶导数.利用上面讨论的结果，容易得到 


^ , 0) = ( h -|^-+ 灸 一|^-) /0* +认， y +成）， 
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/ (0 




dx 


+ 


mm T W n m 



fOc + th ， 


WmTm 



炉⑷ （ t ) 


十左 - fir ) /(*+ 成， y +认）. 


9y 


对干连续可微足够多次的函数，求偏导数的运算|与~|^ 
可以交换次序.涉及一与 | 这些算子的相加、相乘以及乘以 

dx ay 

实数的运算，遵循多项式代数中关于文字符号的运算法则•因 
此，算子二项式 ' 


h i +k i 


dy 


y 


可以按照代数中的二项式定理展开 * 


d _ 

dx 


% 



dy 


to 


hf~ p 


__ d ^_ 
dx p 9y 


n 


这里 



n\ 


是二项式系数，我们 所得的 结果可以写成 


妒⑴ （ t ) 




m 


I ； 



h，k 


A 


_ 

dx ¥ dy 


» 


rr /(* + 认， y + tfc ). 


e 对于更一般的 m 元函数，考虑与上例类似的问 
设 / W =/( X ，* i ， •”， 是 n 阶连续可微的函数，记 




试计算 ( p ^>0). 


fCx' + th x ， x? + th 


2 1 


• ## 
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解设 …， 〜）是连续可微函数，记 

亀 

妒 (f)=g (冗 + A) 

* 

^ gix .+ th ^ x ^ +仏 2 ,…， L + fO. 

与上例中类似，我们注 意到： +作用 千扒 0 ,相当于以算子 


G 士 + fc 2 l + …十"士） 

作用于 

giXi-^thuXi + thi,*** i x m -{-th m ). 

运用这一观察结果，我们求得 

^ 0)= (^-&7 + ** ，+ ^-&) f0c+th) ， 

I 

<p f, (0 = (h, + — + /0 + 认)， 


妒 <0 (0 = ( 1 去 ~ 十 ."+^» 去 ~) Kx-VtK). 


对于连续可微足够多次的函数，求偏导数的运算…， f 可 


以互相交换 顺序. 涉及…，^这些算子的相加，相乘以及 

乘以实数的运算，遵循多项式代数中有关文字符号的运算法则. 
因此，对 



0_ 

dXi 


+ h z 


d 


dx t 




可以按照代数中的“多项式定理”(参看本节后的附录)予以展 开1 
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我们对加项的个数作归纳法来证明多项式定理.对子 m = 2, 这 
就是二项式定理.假设关于 m - l 个加项的多项式定理成立. 
我们来考察 m 个加项的情形.利用二项式定理可得 


=,? 9 (H P：V (… .D'A 

再利用归纳法假设展开 （〜+ …代入上式，就可以 
证明 m 个加项的多项式 定理. 


§4有限增量公式与泰勒公式 

为了以下叙述方便，先引人一些记号.设 <*=(〜 ，…， o 和 
…九）是中的两点，我们约定记’ 

(a f b) ^ {a -ht(b - a) 11 € ( 0 , 1 )}, 

[a,6]== {a + f(6 - a) |/ € 10,1]}, 

并且 约定 分别把 （ a ,&) 和 [«，6」 叫做联结 这两 点的开 线段和 
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闭线段. 


4 .a 有限增置公式 

定理1 设 P 是 R m 中的一个开集，<1 = 0^ ，…， <0和 a + 力 
= ( a ^ h lf -, a m ^ h m ) 是万中的两点，而联结这两点的开线段包 
含在 i > 中： 

( a ， a + K )[ D . 

如果函数/00=/0^，…，〜)在忑连续，在可微，那么就有 

m f 

/(c + ^)-/(fl) + ^~L(a+0h)h if 

这里0是严格介于0与1之间的一个实数. 

I 

证明考察函数 

(p(^t)=fCa-hth), 

利用复合函数求导的链式法则可得 

< p '(0= 2 

i - 1 * 

我们看到，函数 < p (0 在 [ o ， i ] 连续，在 ( o ， i ) 可微.根据一元函 
数的有限增量定理，应有 

<p(l) =9K0) + 炉 ’(0)(1 - 0 )， 

由此得到 

坷 t 

/(a + h) = f (a) + + 0h)h if 

fTf 

这里 “（0，1). □ 

定理 2 设 《 和 ct + A 是 1 R " 1 中的两个点， i ) 是包含 + « 
的一个 开集. 如果函数 /00=/(4, …， 、)在及 连续可微，那么 
就有 

IR , 】 【 

/(g+/i) = /(a) + ^ ( j -j^(a+th)dt^ 
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证明考察函数 

q>0) = f(a + tK). 

我们有 

因为 <(0 在 [0，1] 连续，所以对它可以应用牛顿-莱布尼兹公式 

I 

■ 

<p(l) = (j 9 ( 0 ) + \ 

J 0 

由此得到 

/(g + ft) = /(cp + 文 ([+ th)dt ) h t . □ 

作为有限增量公式的应用，我们来考察多元函数为常数的条 

h 

件. 

定理3设函数/在开区域 Oc : R ** 可微.如果 

-~—Cx) =* •_• = f 丄 00 = 0 ， y x ^ Dp 

doo x dx ^ 

I 

那么 / 在 d 上恒等于一个常数. 

证明先考虑这样的情形： D 是一个开球对这情 
形，利用有限增量公式 


/(«)=/(c) + ~(c + 0O-c))O?,-c,), 

就得到 ， =1 

/(a?) 5= /(c), V t/(c,7?). 

苒来考虑 D 是一般开区域的情形.我们来证明，对任意 a , 
b € D 9 都有 

/(6)-/< a ). 

为此，用一条连 续曲线 V 联结 ■, 6两点， 

V ： [0,1]-^ D , 
v( 0 )«fl, y(l) = 6 . 
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并记 

<r«=sup{t|f € [0,1], /(y(t)) = /(a)}. 

由于函数/。？的连续性，应有 

/(r(^))=/(o). 

因为公是开集， V(or)^, 所以存在》7>0,使得 

I/ = C/(y(or), tJ^CZP. 

于是又有 

fix) »= /< v (^))= /(») > y xeu. 

假如 or 与1,那么存在充分小的 r >0,使得 

^ r < [0,1], y(ff + r)€£f. 

于是又应有 

/(v(<r + r)) = /(a). 

但这与 a 的定义相矛盾（因为 c r >cr 也使得 /( v(<T + r )) = 

/( a )). 这矛盾 说明： 只能有我们证 明了： 

/<&) *= /(V ⑴) -/(a). □ 

推论 设0是 R" 中的一个开区域.如果函数 /OOt/Ow 
在 G 连续，在 a 可微，并且满足条件 

00 =••• =- ^ _(戈)=0, i x ^ Q 9 

dx, 9 x m 

那么/在 G 上恒等于一个常数. 

4.b 泰勒公式 

定理4 设是 R" 中的一个开集.如果 

/€C" + 1 (Z))， [a，a + h]cD, 

那么 

/(a + h) = T„ + R n+ i, 

这里的 r„ 是多元泰勒多项式 

- 7 ^- + ••• + ^~^~y /(°)> 

irri p\ ^ 

而余项 A +l 可以表示为拉格朗日形式或者积分形式.余项艮 m 


* 


233 




的拉格朗日形式为 


0»+ i)i 


hl 長+ 




+ hn ^ r) H 1 f( a 七 eh ) 


(0<设<1) > 


余项 心 +1 的积分形式为 




\ 


n \ j o 


r (1 - o B 

J o 


1 dx , 


d +^ + h m d 


dx 


f(a+ th)dU 


m 


证明对于一元函数 


4 


<p{0 = /(a+ th) 


我们有泰勒公式 

I 

炉 （ l)t <p(0) 



( pXo ) 




£^1 + 艮 + 


If 


* 


» 


这里的余项^ + 1 可以表示为 


Rn , 


(n+1)! 


疗 + 1 >(( 9 )， 0 <^< 1 , 


或者 


R 



* 


5*( i -0 V o +1) (0 dt . 


在上一节的例6中，我们求得 


< P a K 0 




d 


dx x 



+ h m 


9 




dx 


/(a + tA ), 


m 


利用这计算结果，就得到多元函数的泰勒公式 


这里 


/(a + /i) = r n 十 12 


» 


T 


n 


2 


d 




/00, 


pi \r?r 


而佘项艮可以表示为 


R 


(»+l)l 


(旮‘ 


d 


dx 


/ (a + eh) (0<0<1), 


_ 
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警 


或者 


羼 





1 


/II J o 


㈣ 


d 

dx { 


fCa + tk^dt. 


定 


设函数/ 00 =/ 0^，…， O 在点 fl=0»i， …， <o 邻 


近 n 阶连续可微，则有 


■ 


/(a+/i)= ^ 


^ = 0 


PI 






dx 


/( a ) + o (||? i |]0- 


这样的表示式被称为带小 o 余项（或皮亚诺型余项）的泰勒公 

式. 


证明根据引理 4 ,有这样的 展式: 


n 


f(a + h) 


飞 \ 

n f 

p o ^ • 




P 






dx ； 


/(«)+ 艮， 


n\ 

# 


M 


d 


n 




dx 、 


f(a-\r9h) 9 


(0<6>< D * 


由于各 n 阶偏导数的连续性，对于 


& + ••• + a m = n f 


为非负整数 


应有 


B 


M 




T-f(a + 6h) 


/(c)+0 ⑴. 


又显然有 


h Q , 


K^OiM 


a 


t »_ 


0(\\h[\^) = OQh\\ n ). 


所以 


d n 




h a x l *^ hl ^ 


_ _ 

dx a l l9 **dx 


—/(a) + o(l)^ 




/( a )+ 0 ( i ㈨ 卜) • 
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由此得到 


采用 重指标 记号可以把多元函数的泰勒公式写成更紧凑的形 
式. 下面， 我们来介绍这种表示法. 

设心，％,…，〜是非负整数，我们把 

a =( a ,, a ,,*»,0 

叫做以 《 i ， ar *， …， a •为分量的 一个重指标， 并约定 

I « 丨 ■=〜+ 〜 + ••• + «•, 

4 

H 

对于 K ') € R %我们约定 

h a = hVhX .. 

我们还约定. 


9 m 


d 


9x a i 1 Bx a 2 l%99 3xm 


采用这些记号，我们写出 



PI 






a \ 


d a 


畢 


于是，我们可以把 m 元函数的泰勒公式写成更紧凑的形式 


iri I 小 /> a! 

n 

i^T-o a l 
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余项 1 +1 可以表示为 




P ! 


(0<0<1)， 

或者 

R m+l ^ S n t l [ (1 - tya^fia+thydth fi . 

pi Jo 

I 

§5 隐函数定理 

囑 

5 . a 单个方程的情形 

根据定义，所谓 A D — E 是一个函数，就是说/是这样一 
种对应法則《按照这法则，对 D 中的每一个為有£中唯一的 

, _ , • I 

一个 y 与之 对应 . 我们约定：把与 》 e Z) 对应的唯一的 y^E, 
记为 /CO . 但要强调指出，函数关系并不一定用明显的（代数的 
或分析的）算式来表示 . 在某些实际问题中，两个量之间的芦系 
是通过一定的方程来表示的.我们应该研究这种由方程定义的函 
数关系（即所谓的 “ 隐函数 ” 关系 ）. 

定义设 PCR, 五并设二元函数 FO^or ) 的定义域 
包含了 2 ) X 艮 如果对每一个 ; 恰好存在唯一的一个 ye 

使得 FO,:r)=o, 那么我们 就说： 由方程 

F(*,y) = 0 

确定了一个从及到 五的隐 函数；或者说：由条件 

€ D, y ^E f 

确定了一个（从 D 到 E 的）隐函数 • 

如果把上面定义中由条件 

x^D, y C _F(x ， y) = 0 

所确定的从 D 到 £ 的函数记为 /, 那么对任意的 x^D f 我们 

有 
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fix ) e E f FO ，/ O )) = 0. 

函数 / 的对应法则就是：把每一个 x € />对应于满足方程 F ( x ^ 
»0的唯一的 
例1由条件 

x 2 + y 2 =l f « € [ - 1,1], y € [0 , + oo)» 

确定了一个从 [ - 1, 1] 到 [ G , + oo ) 的隐函数.这隐函数可以用显 
式表示为 

由条件 

«* + 义 ***1, X € [-1,1], : r€(-oo,0 ]， 

确定了另一个隐函数，这隐函数可以用显式表示为 

-V l-pc 1 9 » € 1 , 1 ]. 

从上面的例子可以看出，要由方程 

F ( af , y )*0 

确定一个隐函数，仅仅指出 x 的变化范围办是不够的，还需要 
指出7的变化范围五. 

如果方程 F ( x t y )^0 完全没有解（例如 F ( a ；, y )= A ： 2 + y 2 + l 
的情形,，那么当然谈不上定义隐函数的问题.假设 n ^, r)-o 
有解（〜,/。)，.函数 F 在点（知仏）邻近是连续可微的，我们在 
点 （ A , y 。） 邻近展开函数 f 得到 

f Of , y ) = y a )(x - X 0 ) +-~( x 0 f y 0 )( x - x t ) 

+ o(y (x - x,y + (y - y 6 y ). 

代替原来的方程 

F(xjy') = 0 , 

我们来考察近似方程 

h 

戈。） +-"~- Uo , ro)(r - r 0 )= o . 

要使这近似方程对每一给定的 X 都确定唯一的 h 必须而且只须 
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BF 

By 


O”yo)/o. 


从观察近似方程得到启发，人们探索能保证原来的方程，: r ) 
= 0 在 （ A , y 。） 邻近确定隐函数的条件.所得的结果可以陈述为 
以下的隐函数定理. 

定理1 设函数在包含 (^ o , r .) 的一个开集 D 上 
连续可微，并且满足条件 

F(x OJ y Q )^0 9 

则存在以为中心的开方块 

D x EczQ 


(/> = Or <5, X 。+ <5)，五= ( y 。 - ， y 0 + ”))， 

使得： 

(1) 对任何一个« € Z ), 恰好存在唯一的一个 y ^ E 9 满足方 

程 


F(x 9 y) = 0. 

这就是说，方程 FO ， y ) = 0 确定了一个从 D 到五的函数 y = /0). 
(2) 这函数 y =/0 O 在 i ) 连续可微，它的导数可按下式计 


算 


dy 


dx 


dF 

dx 

. _ _ _ •_ 

dF 

dy 


(戈， y ) 


(^ 5 r ) 


证明 不妨设 


dF 

dy 




于是，存在充分小的 Y >0 和 n >0， 使得 

[AUo + V ] x [: r 。- ”，7。+ »7]〔仏 

并且使得 
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v(^ ； f y) € [>。 - y ，》。+ v] x [y 。 u 。 十”] • 

考察; T 的函数 ^( y ) = F (^, y ). 因为 




dF 


dy 


Of " y )>0, 


Vy € [ m ， y 0 + n ]， 


所以 

即 


”）0000(；)% + *?)， 


f(x 0 jYo - ??)<^(afo,yoX^^o ， y 。 + n )， 

(5.1) F(*。 ， y •- ^)<o<F(^,r,,+?；). 

再来考察 x 的函数和 Kx , y 9 + rf ). 由干这两函数 

是连续的，从 (5.1) 式 可知： 存在3 €(0，Y ), 使得 

’ r 。- 卩) < o 〈尸 O ,yo + »?)» 
yx € ^ <5 )^o + 6)* 



我们来验证： 

/ <5,*,+ a ) 和 £**( m ， r »+9) 

满足定理的要求（图 12-1). 

(1) 对任何一个 〜€/), 考察 y 的函数 fO ^ y ). 因为这函 
数是连续的，并且 
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所以存在 


- vXi^Fix^yo + r]), 


Jx € ( yo-m + ??) = 五， 

使得 

(5.2) Fix ^ yO ^ O . 

又因为 

o P 

O » i ， y )>0， Vy 6 [ y 0 -”，yo + ”]， 
oy 

函数 F ( x lt y ) 是严格单调上升的， 所 以仅有唯一的 y , 能使 
(5.2) 式成立. 

我们看 到， 方程 fO , y)=o _ 定了 一个从 D 到£：的函数 

y =/(»). 

为了叙述方便， 我们把结论 (2) 分成两部分来验证： r 函数 
y =/( af ) 是连续的 I 2° 函数 y = /0) 有连续 导数. 

1° 我们来考察函数 y = Kx ) 在任意一点 x^D 的连续性. 
记 yi =/(* i ), 因为 

ri ^ ( y 0 - m + ??)=■£：， 

只要 * > o 足够小，就有 

(yr e ， m + «) c (m y» + ”>• 

与前面的讨论完全类似，易知 

Fix it y 1 - eXO ^ Cx , + «)• 

于是，又存在<^>0,使得 

Fix^i - e)<0<F(ac ? y 1 + fi), 

'ix € (*! - H + a ). 

由此可知*对任何 + 在与 h + e 之间， 
存在唯一的一个 y , 使得 FO ， y )= o •按照函数/的定义，这意 
味着 I 

fix) ^ (y,- m + fi )， € (x ： - (7，A + cr). 

我们证明了函数 / 在任意点 x ^ D 的连 续性. 

I 

I 
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2^ 为了求函数 / CO 的导数，需要写出其差商 

fjx + K) - /OQ 

h 

的表示式.为此，我们记 

y=/(jc), ft 二 / O + A ) -/ oo . 

利用二元函数的有限增量公式可得 

0 = Fix + ft ， y 十 fc) - f(x ， y 〉 


BF 


dx 


(« + 册 ， y + Qk)h + 


dF 


dy 


(x-\r 9h 7 y + Ok^k. 


由此得到 


dF 

dx 


(x 七 dh、y +Qk) 


h 


dF 


dy 


(x 十 8h，y + GJc) 


即 


dF 


/(jc + &) - fix ) 

h 


dx 


(^ + Oh ? j + Ok") 


dF 


m 


By 


(x + Oh^y- {- Qk) 


在上式中让 h ， 取极限，注意到这时有 

I • 

A : = /0 c + A ) — /(»)— >0^ 

并利用 F 的偏导数的连续性，我们求得 


lim - 



f(x+h) - fix) _ 


dl 

d% 

dF 


这证明了隐函数 / OO 的可微性. 


By 


0 ， y) 

U ， y ) 


函数 •ff °"， y) ，"If (〜 y ) 和 如) 都是连续的.从关系 


式 


dF 


fM 


dx 

3F 

By 


o ，/ o )) 


ixj ( x )) 
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就可看出 /'(*0 的连续性. □ 

推论在定理1中，如果函数 F ( x , y ) 在开集 D 上是 r 阶连 
续可 微的，那么由 

F(« ， : jr)» 0 ， x^D 9 ytE 9 

所确定的函数在开区间 D 上也是 r 阶连续可微的. 

证明 在定理1中已经证明了 r = l 的情形.假设对于 
的情形推论 成立. 我们来考察/ + l 的情形.这时，复合函数 

•^- Ot ，/ CO ) 和专*(«，/0?)) 

显然都是 S 阶连续可微的，所以 


厂（尤）=- 


dF 


dx 


o ，/ oo ) 


dF 






也是 s 阶连续可微的.这证明了函数/00在开区间 D 上是 s + 1 
阶连续可微的. □ 

定理1及其推论可以平行地推广于更多个变元的情形. 

定理2设 m + i 元函数尸0^，"*，％"*，：)0在包含（4,…， 
的一个开集 P 上连续可微，并且满足条件 

，.”，<， y 0 ) = 0， 


^ r 

^—( xlr 9 ^ x m ,, y ,) y ^0 9 

ay 

则存在以 （ W , …，4,乃）为中心的一个幵方块 

DxEciQ 


CD=ix\ +d) x •" x (W — <3，< + <5), 

E=(yom + ”)）， 

使得 ~ 

(1) 对任何一点 （ V ，…， a :"*) € jD ， 恰好存在唯一的一个 
y ^ E f 满足方程 


/(JC 1 ， … ， : T ， y) = (L 
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这就是说：方程，(/， …， ％”, y ) = o 确定了一个从 D 到五的函数 

y=/(y ，•••，：")- 

(2) 这函数 •••,*•) 在/>连嫌可微，它的备偏导歎 

可按下式计算 


8F 

_ __ __ _ 

dy dx i 

■ ■ ■ — ■ 

dx x dF 


各 y 


(戈 1 ， … 〆 ， y ) 

(^ 1 , — , aT , y ) 



推论在定理 2 中，如枭函数 T 在开集 D hr 阶连续可微, 
那么由 


jFO 1 ， … ， *%y) = 0, (^ 1 ,*** y€ 芯 , 

所确定的函数 

y^Kx\^,x m ) 

在开方块 p 上也是 r 阶连续可微的. 

注卑在定理1的条件下，为了求隐函数 y =/0) 的导数, 
我们可以利用恒等式 4 

T 

F (»，/00)= o . 

将这式两边对《求导，就得到 
(5.3) FXx , / W ) + F r ( x , / W )/ / <*) « 0. 

定理1的条件保证了在 O e , h ) 邻近有 

I 

厂 (*， y ) 尹 ()• 

因而从 （5.3) 式可以唯一地解出 


/'(*) 


FXxJ(x) 





这就是求隐函数导数的实际 做法. 定理1为隐函数的微分法提供 
了理论依据•如果 f 在是 /* 阶连续可微的，那么/也是7•阶连 
续可微的*为了求得/的 A : 阶导数 ( l <^ f < r ), 我们仍可利用谊 


等式 


尸 （》，/(»〉）= 0. 


将这式两边对 A 求导1次， 2 次 ，…， r 次，从所得的4式中就 
可以依次解出 rcxh 厂00, •••，尸 >(*)• 

I 
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对定理 2 也可作类似的 注记. 

供2我们知道，理想气体的状态方程为 

pV ^ RT . 

真实的气体或多或少地偏离这一理想的情形，它们的状态可以用 
更复杂的范德瓦尔斯 (Van d « Waals ) 方程近似地加以描述《 

( ，+ 吾)(尸 - 6) ，灯， 

I 

这里的和及都是常数.如果需要求出 r 对；> 的偏 导数， 
可以利用上面的方程.将这方程两边对 p 求偏导数，我们得到 

聲 

( x ~V' ?f) < - v ~ b)+ ( p+ f)'fr =0> 

by _ v-b _ 

万一笋 ( 卜 《 - (p +yi) 9 


5. b 方程组的情形 

■ 

本段讨论由方程组确定的隐函数.先从比较简单的情形开 
始.我们来考察方程组 

(5.4) ^C* ， yV" ， y’) = o ， t’=i， •••，/). 

这里设各函数 P 都在包含 (^， y ;， …, y ;) 的一个开集公上连续 

可微，并设 

，”.，:^): 0 ，1 = 1 , — 

我们提出的第一个问题是：能否确定以 

I* 

(〜 ri ， •”, W ) 

为中心的开方块 

Dx ( E l x ^ xE p )^ 

«• 

使得对任何一个奸认恰好存在唯一的一组 

( 〆 ，_••， y p )^ 1 x ••• x ^ r f 


它们满足方程组 
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如果对这问题的回答是肯定的，那么方程组 （5.4) 就确定了从 
D 分别到 I ,"•，妒的一组函数 

rW # (*) ， 1=1, 

于是，我们又可提出第二个 问题： 能否从函数厂, …, p 的连续 
可微性质推知函数厂， … ，广的连续可微性质？ 

假如对上面两个问題的回答都是肯定的，那么我们就有恒等 
式 


， / 乂尤) ，…，广 00) =0 ， ！ • =1 ， ••• ， p ， 

并且这里的/如) ，… ，广 W 都是连续可微函数.将这组恒等式对 


* 求导，就得到 
(5-5) 


dF i 


P 




9F l dpCx) 




dx 



£ = 1，. 


我们把由偏导数组成的方阵 


( 9 F 1 

1 ... .. ▲矗 * 

1 

dF x \ 


dy l 

By p 


dF 發 

办教瀣 



Uy 1 

^ y p ) 


称为函数对变元的雅可比 ( Jacofci ) 阵，并 
把这方阵的行列式称为函数 f 1 ， …， 对变元 y 1 ， …， r 的雅可 
比行列式，记为 


dr aF l 

- ••• - 


吵 1 ， ••• ，々） — 

dy l 

9y p 

彡 (〆 ， …， 广） 

dF ， 

癍― • 

dF^ 


dy l 

3yr 


如果 
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MU ) 

彡 <y ，—， y f ) 




那么在点 Oo ， yS ， …， yO 邻近仍有 




沒（ 〆 ，••• ， y 0 


( x ’ yVW )^). 


这就能保证从（5,5)中唯一地解出 


< 1 尸 0 ) … d " 0 Q 

dr， ? dx * 

从以上的分析得到启发，我们可以把定理1推广为以下形 
式： 

定理3 设函数 f 1 , y 1 ,, r ) , ••• , F p ( x , y 1 ,, y 0&^ 
点 ( A ，: ri ， …， yS ) 的一个开集公上连续可微，并且满足条件 

尸 ，…， yS ) = o ， i = i , 


d ( F l r^JQ 

彡 （ 〆 ，•••， 〆 ） 



■ 


则存在以 (％，y U …，:为中心的开方块 

Dx ^ x ^ xE^czQ 

(J5=0?。 ~ 6，》。+ <3) ， E l ~(y l 0 - rjjyl 

…， P = W u : +"))， 


使得 、 

(1) 对任何一个 X ^ D 9 恰^在唯一的一组 

(y l ， … ， y p )c£ n x … x 

它们满足方程组 

fO ^ yV "， 广）= 0， f = i ，•••，/». 

这就是说，上面的方程组确定了从 D 分別到 E 1 ， …， E ， 的一组 

T 

函数 

y 1 = 厂 00 ，•”， V = 广 0) . 

(2) 这组函数中的每一个都在 D 连续可微，它们的导数 
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可以通过以下的方程组 求得： 

dF i , 

9x frf dy j 


f = l, … ， p ， 


这里的 


dF { 


dx 


和 


dF l 

% 7 


都在（心/如），… 


，广 00) 处计值. 


我们再陈述一个更一般的结果. 

定理4 设函数 f 1 ( y , … 〆 , y 1 ， …， r ), …， 严（？ ，•••，*•， 

■ 

;^，"*，：)^)在包含点0^，*"，<，：)^，"*，)1)的一个 开集 D 上连续可 
微，并且满足条件. 

尸 W »••• fX ^ f yl ，— , rO = 0, 1* = 1，…， p , 

I 







则存在以 (4 ，…，〜 w ， yi ， …， y :) 为中心的开方块 

D 1 x **• x D a x E 1 x •- x E p c:Q 

(D l = (a：o - <5,rci + d) 5 ••• ， D m = (x: - K + (5 )， 

E l —(y l 0 ui+”) ，…， t 

使得 

( 1 ) 对每一个 

= « •“ fX^^D — D 1 x x D m f 

恰存在唯一的一组 

(y 1 ， ••• ， x ••• x £>， 

满足 

(5.6) FXx 1 ^** , x m t y l ,••• t y p ) =0, i = 

这就是说，由方程组 （5.6) 确定了从 D = D l x ^ xD - 分別到 
E 1 ，•••，[的一组函数 

ybfOOz /' O 1 ，…， 》•) ，…， y =/ p O ) =/《？，••_ 〆 )• 

(2) 这组函数中的每一个都在 D 连续可微，它们的各偏 
导数可以通过以下的方程组 求得： 
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(5.7) 


0F i + 十 9f f <jx) 
^ dx " 


i’=l ， … ， P ， 


这里的#和 $ 都在 

Oc 1 ， •••，》", 尸 o )，••• ， /’(》)) 

处计值 • 

定理 3 可以看作定理 4 的一种特殊情形 （ m = l 的情 形）. 
要证明定理4,自然会想到的办法是：对方程的个数/>作归纳. 
虽然这定理的归纳证明的基龙思路十分简单，但要具体详细地写 
出每一步骤来，就会感到符号太繁琐了（读者可以试一试 m = 3, 
P = 2的倩 形）. 我们将通过另外的途径来证明定理4 • 为此，先 
要在以下两节 （§ 6和§ 7) 里作一些准备.然后，在§8中，我们 
将介绍一般隐函数定理（即本节定理4 ) 的一个较为紧凑的证 
明. 


§6线性映射 


微分学的基本手段是局部线性化，即通过适当的线性遒近， 
研究映射的局部性质.为了介绍更一般的微分概念，需要先了解 
有关线性映射的一些预备知识. 

f 

6.a 线性映射与矩阵 

考察从 R * 到 R ， 的线性映射（或称线性变换） 

■ 

( 6 . 1 ) y^Ax. 

这映射可以写成分量形式 

霹 

(6.2) J/ = / = 1 ， … ， i> • 

i « 1 

如果把 R " 中的向量 * mR p 中的向& : y 都写成列矩阵的形式 
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那么线性映射 （6.1) 或 (6.2) 可以写成以下的矩阵形式 

(6.3) Cr ] == LA -] Lxl . 

我们约定，把从 R " 到的一切线性映射所组成的集合记 
为 

UH )， 

P 

并约定把线性映射焱与的复合写作 

BoA = BA. 

于是，线性映射的复合，可以表示为矩阵的乘法 

我们可以把向量 a : 与表示它的列矩阵 {>] 等同视之，把线性 
映射4与表示它的矩阵 1 X 1 等同视之，把以 R % RO 与由全体 

I 

矩阵组成的集合等同视之.以下，在一般情形下，对于等 
同视之的对象，在运号上也就不再加以区别了. 

6 .b 线性映射与矩阵的范数 
我们约定记 ， 

I- n L(R™,RO, 

f i A 

这可看作一切矩阵的集合. 

I 

定义我们把满足以下条件 ( iVO - W ) 的任何一个实值函 
数乂 L — R , 称为线性映射的范数（或矩阵的范蔹). 
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t 



( N ,) 对于任何线性映射（矩阵 ） 4都有 

iVU»0, 

并且仅当 3-0 时才有 ^ U )- o , 

( NO 对于任何线性映射（矩阵 ） j 和实数 A , 都有 

iV(Ai4)=|A|iVU), 

( AT ,) 对于任何两个可相加的线性映射（矩阵） W 和 

都有 

( i ^) 对于任何两个可复合的线性映射（可相乘的矩阵 ） B 
和次都有 

N ( BA )^ N { B ) N ( A ), 

例1如果对 



那么況是线性映射（矩阵）的一种范数.条件 （ i ^), ( iV 2 ) 和 


(#,) 比较容易验证（与关于向量空间的欧几里德范数的验证完全 
类似）.条件(汉,)可验证如下：设 



则有 






这里 


p 

/ * 1 


在=1，…， …， g . 


利用柯西不等式可得 


t 

I 

于是得到 





以下，我们约定把本例中所定义的范数记为 
即对于 II • II ’ 
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规定 


iV(^4) = raax { i >4 

/ j 一 •* 


(即取各行元素绝对值之和的最大值作为 NU )), 则这样定义 
的 iv 也是线性映射(矩阵)的一种范数.条件 ( JV ,),( iV ,) 和(％) 
仍容易验证.这里来验证条件 ( iVJ . 设 


则有 

这里 


我们有 


于是有 


月 = 9 x ，， ( a ") 

BA = (c ki ) qxmy 


P 


Ck 


2； M ,. 

i p i 


m 


Si 



»» r 

2 


< SI > 


P 


2(i 〜 


1I ) m ” {S 




〆 


m 


N ( BA)=max [^| c fcj |} 


<^max 




\ K t 



■ 


max 




N ( B ) N ( A '). 
以下，我们约定把本例中所定义的范数记为 


■ 


即对于 


2 = (a") 


X 
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规定 


M|=max 

f i = J 

我们注 意到： 如果和 R ， 都赋以欧几里德范数 11 • 11, 而 
i ( R "， RO 賦以例1中所定义的范数 1| • ||,那么就有 
(6.4) II^IKNII V«6R m ,^6Z,(R OT ,R^), 

事实上，利用柯西不等式就可得到 _ 



这就是 （6.4) 式. 

类似地，如果 R w 赋以范数 


x 


—max 





R ' 赋以范数 

\y \ = max {|y y J}, 

] < P 

而 UR'RO 賦以例 2 中所定义的范数 j . |，那么也有 

(6.5) | 圳<|^||久|， ixeR m 9 A^L 

事实上，我们有 / 



由此得到 


< 



max 





^ max 



max 
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这就是（ 6 . 5 )式. 

(6.4) 式和 （6.5) 式十分重要，我们以后将多次用到这些 
不等式. 

在中引入范数之后，就可以讨论极限和连续这 
些概念.作为例子，让我们来考察如下的映射的连续性 

R l -^D — >I(R m ,RO 
' ~~ >A(x)=(a /i (x))fxm 

(这样的映射又称为矩阵值函数）.设 x 成 如果有 

lim - ^(^ 0 )i| =0, 

» 今 Jf A 
0 

或者与之等价地有 

lim 1 A(^x) - d(;c 。） 丨 =0 ， 

X ^ 
u 

那么我们就说矩阵值函数 JO ) 在点％连续. 

容易证明，矩阵值函数200在点 A 连续的充分必荽条件 
是：它的每一个分量 

■ 

都在点 A 连续.事实上，我们有 




- A(x 0 )\\ 

MW - A(x 0 )\ 




(【• = 1， …， mj = l ， …， /?)• 

利用这不等式，即可证明上面的论断. 


§7 向量值函数的微分 

d 

我们知道，一元（数值）函数 /(*) 在点〜 的微分是一个 
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线性函数 
它满足条件 


也 = /00 •办， 




= lim / ㈣)：/( 。 ) 一一 尸 00 

h^o h 

= 0 , 

p 

采取类似这样的方式，可以把微分的定义推广到更一般的情形. 

定义1 设 G 是11«的一个开集，/: G-R/ 是一个映射 
(向量值函数）， x ^ G . 如果存在一个线性映射 

^ L ( R *, RO , 

使得 ' 

(7.1) Hm 

A-*# I A ] 

那么我们就说向量值函数/在点％可微分. _ 如果/在 G 的 
每一点可微分，那么我们就说 f 在 G 可微分/ 

注记1在上面的定义中，可以把范数I • I换成II • 11或其他 
范数.由干各种范数互相等价，依不同范数定义的可微性是完全 
一 致的. 

注记2我们 指出： 满足 (7.1) 的线性映射 ^I(R B ,RO 
是唯一的.事实上，如果还有供 L(If，R/) 也使得 

l im 1 设 。 Zf .=0, 

那么对于任意取定的 A€RA ⑻和充分小的实数 e >0, 就有 
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|(5 - A)k\ = 土 | (fl — A)(eh)\ 


<—(l/(^o + «W " /(*o) - B(eK) I 


+ I fCx^ + eh) - /(«o) - d(eh)\) 


m 


/( 



k)-f(xJ-B(ek) l 

h 



I f(x 0 + sK) - /( 戈 o) _ A(efi) ! 


eh\ 


鲁 


在上式中让0，就得到 


我们看到 


| (B _ A)h\ =0, 
(5 - - 4 )^= 0 , 


Bh = Ah ， Vft6R% 


这意味着 


B=A 


t 


定义2我们把满足定义1的唯一线性映射4叫做向量值 
函数 /在点 X 。 的微分，记为 

D/0O=^ 


m 


注记我们介绍与 （7.1) 式等价的几表述： 

(1) 对任何 e >0, 存在 <5>0,使得只要 0<| fc |<<5, 就 


有 


|/( 龙 0 +/0 -/(**)- 也 |<« IM> 


(2) 当 0时， 


1/(*0 + ft) - /0»。> - Ah\ =o(|ft|), 


也就是当时， 


I /00 - /CO =o(\x-x 0 \)} 


(8) 如果记 


I/CO -/0 O 一处 _ a ) I 



(*，*•) 



-x % 


对于 


0, 


对于 




那么看作 * 的函 数在〜 点连续，也就是 
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lim a ^ x 9 x 0 )^ O m 

这里列举的 （1) ， （2) 或 （3) 都可以代替 （7.1) 作为“函 
数/在〜点可微并且 D /(*,)==4” 的定义. 

定理1 设 G 是 R m 的一个 开集， /: 是一个映射 

(向量值函数），如果/在点可微，那么存在点^ 
的邻域1/和正实数 Y ,使得 

l / W -/(^ o ) l < yl^-^oU yx ^ u , 

由此可知，如果函数/在点> 可微，那么这函数在&连续. 

证明设1)/0。)=次根据可微性的定义，对任意取定的 
«>0,存在 d >0， 使得只要0<|：«-尤。1< (3 ，就有 

\k 

I fix') - f(x 0 ) - A(x - A) I O u - A ；。 I. 

于是，只要 0<| x - a |<(5, 就有 

l/W -/(^o) l<l f(x) - f(x 0 ) - A(x~ x 0 )\ 

+ ]A(x - a 0 ) I 

■ 

\x- x 0 \ - \-\A \ I^ 1 

= («+ MI)U-^ol. 

在 0< U ， a |<6 的条件下，我们得到 

I f{x) - /CO I <(e + I 』 I) I 龙 -.T n 丨 

——这不等式对于 = ^ 的情形当然也成立.如果记 

U={x<^R m \ \ x~ ^ 6 | <<5}, 

V =£+丨』|， 

那么就有 

I fix) - /(*o) I <v I X- x t \, □ 

定理 2 设 G 是中的一个幵集， /: C -> R ， 和 A G — 
R ， 都是向量值函数， AeR , x 0 € G . 如果/和 g 都在点 
可微，那么 /+ g 和 A / 也都 在点〜 可微，并且 

D(/ + g)O 0 )=D/O ) +Dg (，\* a )， 
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钲 明留给读者作为练习. □ 

定理 3 (链式法则）设 G 是空间 R ” 中的开集， H 是 
空间 R ， 中的开集，/: R ' 和 g : 是向量值函数， 

/( G ) ctf . 如果向量值函数/在点可微，而向量值函数 
g 在点 fM € H 可微，那么向量值函数 g 。/: 也在点 

可微，并且有 

D ( g °/)(« o ) = Dg (/(* 0 )) D /(^ 0 ). 

证明 为简便起见，我们引入以下 记号： 

J = D / Oc 。)， /? = Dg (/0。)）， 

k = fix 0 + h) - f(x t ) 9 y 。==/(〜)， 






^( r , ro)=s lr-rol 

I o , 



y =7 a 



于是有 

\g°Kxo-{ h) - g«/0O -BAh\ 

=k(/(^o) +fc)- g(/0O) - BAh\ 

<1 莒 (/00+ 办） - g(/(^o)) - Bk\ 

^-\B(k-Ah)\ 

<|g(/(^o)+^)-^(/(^)) - Bk\ 

+ IB| I/(* 0 +fc) - /(^ # ) - Ah\ 

*=^(/(« o )+^, /(«»)) I 
+ \B\a(x t + h i x Q )\h\, 

由定理 1 可知，存在常数^>0,使得对于充分小的 A 有 

IM = l/Of # +W - /OOI<vlM. 

于是，我们得到 



| g 。/ (龙。 + ft ) - 豸。/00 - 5 扁 I 

IM 

<^(/(*•) + *，/(«*))-|^|-+ 1^1 + 

<V^(/(iC a ) +A, /(«*)) + |B| .0 ： 0；» 十 &，》*)• 

由此即可得到 

s 

lim 1 g 0 / +ft) - g «> / MjzBJhL „ o • □ 

*，o I h I 

设 G 是 R * 中的开集， /• C—R •是向量值 函数. 于是可 

以写 

/(*) = (/iW »*■*»/,(«)) (*€ G ). 

我们看到，向量值函数/0)的每一分最定 
义了一个数值函数 

/« c —> R . 

定理4向量值函数 

在点心可微的充分必要条件是：它的每一个分量 
…, P ) 都在点〜 可微 • 当这条件满足时，就有 

••• (*•) 

D / U )« . 

d» x y ° w 

\ / 

证明 为了书写简便， 我们采用分块矩阵记号.设 
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要使以卞的木等式对充分小的 a 戒 i 

f(x 9 )~ Ah\<^e\h\, 

必须而且只须对充分小的 A 有 

I fi(x 。+ A) - fi(x 0 ) - 乂 A 1 01 I ， 

i = l, •••, p. 

这样，我们证明了，向量值函数 / O ) 在点〜 可微分并且 d /( a )= 
A 的充分必要条件是：各分量 /,( x ) 都在点^可微分，并且 

i = l, ―, p. 

当这条件满足时，应有 

因而有 

f > 

JJs .( x \ … ALl ( x \ 

d% x K ° dx m K ° 

A . . 

I 

■■ 

d Xl K ° dx m K ° * 

V J 

注记我们看到：向量值函数的微分，具体表现为雅可比矩 
阵一这一事实非常重要.如果我们先证明定理4,那么定理 
1、定理2和定理3都可以利用数值函数的相应定理以及矩阵运 

算的有关法则来证明.建议读者按照这提示重新考察定理1、定 
理2和定理 3. 

定理5 (有限增量斿计）设 G 是 R - 中的开集，/ 5 G — 
R f 是在上可微的向量值函数.又设6是 G 中的两个点， 
满足条件 [ a ,« cG . 則存在 c €( a ,6), 使得 

l/(6)-/(a)|<|D/(c)||6-a]. 

证明考察向量值函数 fix ) 的各个分量 

fiM > /*(*)， •“， /,(«)• 

不妨设 

• j 
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IA(6) - / fc (a) [ =raax |/ ; (^) - /；(«)! 


<P 


=!/(6) - f(a) I. 

对数值函数 fXx ) 用有限增量定理，可以 断定： 存在 c €( a t b) t 
使得 


m 


fkO>) - f iXa) = ^ _ O. 


dx 


于是有 


I 八 (6)-/*( fl ) K 念 I 普 0) 




<2： 


df 


dx . 


(c) 


■ 


max 


{ Ha |} 


^ max 



这躭是 


V 


|^-(c) [[- max {|6, - 0 , 1 }. 


l/W-/(a)K|D/( e )||&-flU 




注记在定理 5 的条件下，对于范数 || • 1|，也可以断 定：存 
在？ €(0)，使得 


(7.2) 


J/(6) - /(o)!|<i|D/(c)llii6-a|U 


为了证明这一事实，让我们来考察函数 


f 


(//W * //(^))//(*>. 

/ 工 1 

对这数值函数用有限增量定理，我们 得知： 存在 d ( fl ，6), 使 


得 


m 

g ( b )- gM ^ p ~ ( cXb ^ a ,) 

i « 1 


即 


% 



(f Xb) - f M) 
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再利用柯西不等式，就得到 



由此就可得到 （7.2) 式. 1 

下面讨论向量值函数对部分变元的偏微分.为了叙述方便， 
我们把着作乘积 

R * xR % 

a 

把中的点表示为 

(x ， x m ,y\ •••, yO. 

以下，凡是写 R "^ = R - xR ^ 的时候，就约定采用这种简便的 

表可、•法. - 

I 

设 D 是 R - + ^ R " xR ? 中的开集，考察 w + p 个变元的向 
量值函数 

F x Q —^> R \ 

■ 

k 

如 果固定 F ( x ， y ) 看成仅仅依 赖于* 的向量 
值函数，那么就可以讨论这函数对 变元: V 的微分，我们把这样的 
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微分叫做向量值函数 F ( x , y ) 对变元 a : 的偏微分，并把它记为 
jy x F ( x t y ). 类似地，还可以讨论向量值函数 F ( x t y ^ 对变元 : T 
的偏微分1)^(>，;0.我们把偏微分的正式定义陈述如下. 

定义设 D 是 R ” + ，= R " xR ， 中的一个开集， f : R * 

是一个映射，如果存在 A ^ L ( R % RO U ,€ 
UR % RO ), 使得 

li m \f{x, + h,yd ~ - A,k\ = 。 

k 寺 o I /») 


(\j m \f( x vy<> + fe ) - /fa>r») -.Ml q V 

\*-?J \ k \ r 

那么我们就说向量值函数 f 在点 （％, y 。） 对变元^ (对变元； r ) 
可微分，并把 axa 3 ) 叫做 f 在0*。山）对变元* (对变元 y ) 
的偏微分，记为 

( T ) y F ( x ,, y 9 ) = A 2 ) 9 

定理 S 设 D 是 RA = R ” xR ， 中的一个开集 ，厂 口— 

^ i 

R 9 是一个映射， ( x ot y t ) e D . 如果 F ( x t y ) 在点 （％， y 。） （作 
为依赖于 m + P 个自变元的向量值函数）是可微分的，那么它在 
这点对变元#的偏微分和对变元 r 的偏微分都存在，并且 

1 y^)h=DFCx^y^)(h^O) f Vft€ R ，》 

^ y F(x 0 , r & )/c = DF(^ 0 ,y 0 )(0, k) 9 Vfc € R\ 

证明 te ^ = DF (^, y 9 ), 并定义次 U ( R % RO 和木 6 
KRSRO 如下： 

A l h = A(h i 0) 9 Mh € R_, 

_ 

- 今 . 

A 2 k=A( 0 jk) f yk € R\ 

贝崎 ii m L ^(^ Q _+^» y 0 ) - ^(*0^ 6 ) - 

卜。 \h\ 


lim 


I f + (h ， Q)) - F(*”y 。） - ^(ft,0)| 

' KM )1 
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这证明了 


D x F(x,,yt)—A 


同样可以证明 

J) y F(^x^ * yo) • □ 

注记设口是 RA ^ R - xR 11 中的一个开集， （ A ， y 9 )€ 
o . 又设 f , R ， 是一个映射， Hx , y ) 的各分量为 

rO,yWO ， y). 

如果 F 在点（々,5)可微，那么 DfOc ,， y 。) 表现为矩阵： 
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D/Or 。， y。) = [D,F(A； fl ， y。）I D r f ( 戈 。， : r。)]. 

限于篇幅，我们不去讨论高阶微分的一般概念了.这里仅仅 
通过分量来定义向量值函数的高阶连续可微性. 

定义设 Q 是 R " 中尚一 个开集，设 A Rf 是一个映射 

(向量值函数），并设 m 的分量为 

八00，/: 00 ，…， f f 00 • 

如果向量值函数 f ( x ) 的每一分量 fM 都是 r 阶连续可微的, 
那么我们就说/是 r 阶连续可微的，或者说/是 C 类的.如 
果对任意的 r € N , 函数/都是 r 阶连续可微的，那么我们就 
说/是％阶连续可微的，或者说/是 c - 类的. 


§8 一般隐函数定理 

I 

I 

p 

本节采用迭代法证明一般隐函数定理（即§ 5中的定理4 ). 
为了帮助理解，预先作一些说明. 

I ■ 

先从解方程的牛顿法谈起.考察方程 

(u) /(y)=o ， 


这里假设/具有我们以下讨论所需要的一些性质(连续可微， 
导数不等于0,等等).为了求解 （8.1) ,我们适当选取一个 
初始近似然后作迭代序列 

I . 

■ P 

(8.2) y. + i = yn~j^y 9 n=i ， 2，.' 

如果这样产生的序列 { yj 收敛于 y *, 那么 h 就应是方程 （8.1) 
的解（这只要在 (8.2) 中让 + oo 取极限就可以着出）. 

再来考察单个方程的隐函数定理，即§ 5中的定理1 .在 

I 


^(»o,yo) = o. 


的条件下，要证明方程 

■ 


or 



(8*3) 



确定了一个从 D 到五的隐函数，就是要旺明对每一个*(巩 

^ t . a 
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关于 y 的方程 (8.3) 恰有唯一的一个解 m 为此，我们尝 


试用牛顿法的迭代公式来求解 y : 适当选取然后构作 


(8.4) 





n » l ，2，“\ 

如果能证明由 （8.4) 产生的迭代序列收敛，那么也就能够证明 
所求的解存在. 


,为了计算方便，我们对迭代公式 (8.4) 作如下简化 s 因为 

与（々，7。）很接近，所以 F r ( x } y „) 与匕 (> fl ， y 。） 也浪 
接近，我们就用代替 F } ( x 9 y n ) f 这样得到一个比 

(8.4) 式更便于计算的迭代公式 


(8.5) 




n = l ，2，“、 

如果由 (8.5) 产生的迭代序列 { y B } 收斂，那么极限 y 也一定满 
足方程 

f ( x , y ) = o t 

类似于 （8.5) 这样的，从牛顿法公式变形而得到的迭代公式，被 
称为变形的牛顿法公式. 

• • 

现在考虑更一躲的 倩形.设公是 RR * x 中的一个 

开集，尽是一个连续可微的向量值函数， O t ,; yv )€ D ， 

det(D y F(x, 9 y,))^0 9 

这里符号 det (*) 表示方阵 （•） 的行列式.从上面的讨论得到 

启发，我们尝试用类似的迭代手续去求解更一般的方程组 

% 

(8.6) t ^Oc，yX 

为此，对于充分接 近于仏 的任意一个心我们从适当选取的厂 
出发，构作如下的迭代序列（式中的 (…： r 1 表示 (…） 的逆矩 
阵）, 



(8.7) n+i(D r fOt" y,)y i Hx,y m )f 

n = l ,2，“\ 

尚需验证由这迭代公式产生的序列 {yj 确实收效于某个 y . 我们 
指出： 压缩映射原理是处理这类问題的一种有效的手段. 

至此，我们已对二般隐函数定理的主要证明思路作了一番分 
析. 下面就 来进行具体的讨论. 

定理（一般隐函数定理）设 D 是 中的 _ 
个开集 ， A 是一个连续可微的向量值函数， U , r .) € Q . 

如果 

^(^o,ro)=o, 

det(D r F(x UJ y,))y^0 9 

那么存在以为中心的开方块 

I 

DxEczD 

( D — {x ^ R "| U - ' 

^={r € RM |y-y # |<i?}), 

使椿 

(1) 对任何一个 *€ i ), 怆存在唯一的一个 : T €£:,满足 

方程 

换句话说就是 * 方程定义了一个从 i ) 到五的隐函 
数 r -/<«). 

(2) 这函数 y «/00 在/>上是连续可微的，它的微分可 
以表示为 

D / ⑻》 - (0^(^/(*)))-^./(*, /(*)). 

证明我们定义一个映射少，公 — R ， 如下： 

计算得 

I 

(^, r ) « /, - r ), 

这里/,: rmr ， 是单位映射（恒闻映射），它的矩阵表示为 


268 




@为 是开集 O 中的点，并且在这点有 

D y < P ( x ai y ,)^0 (零线性映射）， 
dct ( D y F ( x ,, y Q )) y^O (数0 ) ， 


所以，对于满足条件0<«<1的任意取定的例如 



在 n >0, 使得只要 


就有 




I n I <?7, 


(x,y) G Q f 

Ldet ( D / O ， y ))#0. 


以下，我们记 


又因为 


E= {y € R ? | lnl <”}， 
E={y e R p \ |y-r„|<r?}. 

^(^ o » ro)=yoj 


所以存在6, 0 < 6 < V , 使得只要 


就有 



存 


€ D = {x € R m | |*1。|<抑， 

I 

\^ > (x i y,') -y 0 l<(l-a)77. 

对午任意（暂时取定）的~ 我们来考察映射 

0(汰 ， •):£ —> R ^. 


下面指出： < P ( x ，.、 $际上是从1到£中的一个压缩映射.首 
先注意到，只要-就有 

1^(^^) -yd 

< 1 0Qx t z) - 0O ， y o )| + !< ^(*^ # ) -r«l 

U - y 。 （十 l ^(«：, ro ) ~ y*l 

〈 txtf + (1 — a ) rj = i ]. 

因为对任何都有 



0(x ， z) € E ， 

所以 0( f ) 实际上是从左到 £ 中的一个映射 I 

(8.8) 少 (>,•):£—> 五 d 

集合 I賦以由范数 hi 决定的距离，成为一个完备的距离空间. 
在这空间中，^(»,*)是一个压缩映射 * 

< P ( xr ) t E —^ E f 

\ 0 ( x , z )- 0 ( Xi z )\ 

-z\ y v〆，〆 e r. 

根据压缩映射原理，存在唯一的一个 y ，使得 

y = ^PO»，y), 

另由 (8.8) 可知，实际上有 

ym 0 (^ x f y ) € E , 

这样，我们证明了：对任何一个 X€i?， 存在唯一的一个; 

使得 

yr = 0 ( Xf y y ) 9 

也就是 

- F(flf,y)=«0. 

至此，定理的结论 （1) 已经得到了证明， 

把结论 （1) 中所确定的从 D 到£的函数记为 J =/ W . 
我们来考察 /0 O 的分析性质.因为 

/(X) 三 0( 怎， /( 太 ））， Vx € D, 

I 

所以，只要 x , x-\-h € D , 就有 

|/(jc + A) - fix ') I 

= 1 0(x^h,f(x^-h)) - 0(x t f(x))\ 

<|^>Oc + fc ， /O* + fc))-0Ov + ft ， /O))| 

+ |0^ + A,/(*))-^,/(*))| 

<^a\f(x-\-k)~ f(x)\ 

-\\ D x < P ( xi - OhJ ( x ))\\ h \ 

<a |/0 + /0-/00| + fi \ h \. 
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在这里 


0 <^< 1 , ^ SU P ^ {\D x 0 (x,y)\} 

C x DX K 

(i) = {» € R* 11 x - a;» I <(3}), 

我们得到 

(8.9) I f(x + ft) - fix ) I < ^~ - \ h \ 9 D. 

1 — 6 T 


这证明了函数 / 的连续性.为了便于以下讨论，我们取 

并由 （8.9) 式得出 
(8.10) l/(x +W - /0»)l<v| A |， ^fx,x + h € D, 

下面证明函数/ •在 A 中可微，并且 

d /(«)= - ^ FCxjMyr ^ HxjM ). ' 

因为 FC^y) 在 O 中可微:，所以对于取定的和任 
意给定的〃 >0,只要増量 ( h ， k ) 的范数 |(A，fc)| 充分小，就有 

\ F(x + h,y + k ) ~ F ( x y y )- D,F(»,y)A- D r F ( x ) r ) k \ . 

<£ I ( ft , ft ) I . 

我们取 y — f ( x ) € E, 并且 

k — f { x - Yh ) - f { x ). 

根据 （8.10) 式，对足够小的 A 有： 

I ft I =« I / (* + ft) - /(^) I <V I ft I , 

|(A,fc)| ==max{|/i|, |fc|}<y|/i|. 

于是，只要 I 足够小，就有 

1 f (龙 + h ， f(x) + k)- F(x ， /OO) 

- B M F ( x f f ( x))h - D f F(x t f M ) k \ 
<c|(fe,&)|<ey|/i|. - 

又因为 

F(^x+ h f fixy+ fe) —F^x+hifCx^- fc)) 士 0, 
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p ( x , f ( x )) = 0 9 

所以有 

I D x F(x,f(x))h-\- D,F(^ f /0))fcI 
< e |(/ i , fc )|< ev | A |. 

由此得到 

|fe + ( D r / ;, ( A ：,/(^))) _1 D , F (^,/(^)) A | 
^ KD . FC ^/ W ))- 1 

•iBJ(x,f<ix))h^D r F(ix,f(x)n)\ 

<10^0，/00)) _1 | 

• |D,F(a ： ,/(«))A+D,F(a ： ,/(^))1c| 

< p«r | A |, 

这里 

p = i(D r F(^,/w)r i i. 

我们看到，只要 IAl 充分小，就有 

|/Ot + ft) - /( 尤） +(I>,_F0c ， /O))) _l D,fO ；， /0v))A| 

I 

< pevUI . 

这证明了函数 / 在任意一点 XX D 的可微性，并且得到 


d / oo = - ( D / G’/ownFo ，/(>))• 

从这表示式又可看出 Df ( x ) 的连续性（因为等式右端连续依赖 
于变元 *). □ 

推论在上面定理中，如果/ * •是 r 阶连续可微的 ( r > l ), 
那么由 

F(x,y) = 0 

所确定的隐函数 

f … . ■ 

/, D —>£ cR ， 

也是 r 阶连续可微的. 

证明用归纳法.首先 ， r = l 的情形已经包含在定理的结 
论之中.在那里，我们求得 

■ •* 


27 Z 



作为归纳假设，我们认为本推论对于 r = l - l 的情形已经成立. 
现在来考察 r = i 的情形.如果 f 是 Z 阶连续可微的，那么它 
当然更是/ -1 阶连续可微的.根据归纳假设就可以判定/至 
少是 Z -1 阶连续可微的.再来比较以下矩阵等式两边的分量 * 

D/(rv) = - ( D J F ( xJ ( x )))~ 1 T ) ls F ( x 9 f ( x > )') t 

我们看到，矩阵 D /00 的各分量都是/ -1 阶连续可微的.这 
说明/ 是/ 阶连续可微的. □ 



和 
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都是 f 映射，那么我们就说 炉是从 G 到丑的一个 C 同胚 

(并且说给是从到 C 的一个心同 胚）. 

我们约定把 C ° 同胚简单地叫做同胚，把 C 1 同胚叫做微分 
同胚（有时也把 r > l 情形的 C 同肢叫做 C 微分同胚）. 

现在设 O 是 R m 中的一个开集， 

> R m 

是一个映射， a ^ Q . 如果存在包含点 a 的开集 f / 和包含 
点 b = f ( a ) 的开集 K ， 使得/限制在£/上是从£/到 F 的一 
个心 同胚，那么我们就说/ & a 点是局部 C 间胚. 

我们把局部 P 同胚简单地叫慠局部同把局部 C 1 同胚 
叫做局部微分同胚（有时也把 r>i 情形的局部 C 同胚叫敵局 
部 C 微分同胚）. 

一个有重要意义的问题是：在怎样的条件下，映射/在 a 

H 

点是局部微分同胚？下面将要介绍的逆映射定理，回答了这个问 

• • 

题. 


9 . b 逆映射定理 

为了以下叙述方便，我们先对映射的限制作一说明.设 

<p *X —^ Y 

是一个映射， SczX t 则炉限制在 S 上给出一个映紂 

<p | s t s — > y , 

这映射的定义如下： * 

(g9[5)(A：) = <p(^), V 文 （ 5. 

换句话说，与 P 的对应法则是同样的，它们之间的区别仅仅 
在于前者的定义范围限制在子集 S 上. 

定 SU 逆映射定理）设^是 R m 中的一个幵集， 

/^― 

是一个连续可微映射， a ^ Q . 如果 

detD/(a)7^0 f 

p 
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那么 / 在 《 点是局部微分同胚. 

换句话说，就是：在所给的条件下，存在包含点 《的开集 

V 和包含点6 = /( a ) 的开集 r , 使得 f(U)=V, f:U—r 是一 

■ 

一对应，并且 /| C / 的逆映射 

g t v — > UaR m 

也是连续可微映射， 

证明 考察这样一个向量 值函数 

尸: QxK / — > R W ， 

其定义为 

F(x,y)-f(x) - y, v(*,y) e O >： R". 
mt F 显然是连续可微的，它还满足 

F(o,6) = /(a) - 6 = 0, 
detD,f («,6) = detD /( a )7^0. 

因而可以对 F ( u )=0 应用一般隐函数定理（但要注意，与§8 
定理中所用的符号相对照，这里的变元 x 与变元 y 所扮演的 
角色正好相反）•我们 断定： 存在以点 a 为中心的开方块 rc 公 

和以点6 = /( a ) 为中心的开方块使得 

■ 

(0 对任何 je 恰存在唯一的 A ； € JT , 满足 

尸 0*， y )=/ O ) - y = o ， 

因而方程 

fix) ~ y— 0 

定义了一个从 P 到 JT 的映射 x^g(yh 

(2) 映射 g i V-*Wc:R- 是连续可微的，并且对于”厂， 
X^g{y)y 应有 

Og(r)= - (D % Fixjy)y i D y F(x t y) 

= ( D /0))-、 

我们来考察集合 

t /=^ 6 r |/( x )€ r }. 

因为扩和 r 都是开集，/是连续映射，所以对任何々 eu , 

«• 
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存在 d >0， 使得 


并且 


c ^(* M 6) c=r 

f(U(x^d))c:U(f(x0 9 e)czV 9 


即 


U(x QJ 6)c:U 9 

这说明 r 是 R " 中的一个开集（图 12-2). 显然/限制在 CT 
上是从^到「的一一对应， /| C / 的逆映射就是连续可微映射 


iiV — >Uc=R' □ 



图 12-2 

注记 在定理1的证明过程中，我们已经顺便得到了求逆映 
射微分的公式:对于 y ^ v , x ^ g ( y ), 应有 

Dg(x) = (D/(x))~ i , 

也就是 


D 茗 0) = (D/(^0))) -1 . 

推论 在定理1中，如果/是 r 阶连续可微的 （ r > l ), 
那么局部逆映射 g =( f \ Uy i 也是 C 阶连续可微的.换句话说， 
在这条件下， f 在 a 点是一个局部 C 同胚. 

定理 2设 D 是 R "* 中的开集， 

/：^— > R * 

是一个连续可微映射.如果 

detD/ ( 戈）： ?^0 ， 'ix e Q 9 

%. 

那么/把的任何开子集 c 仍映成 it 中的开集. 

证明设 G 是 R " 中的一个开集， G < zQ % 我们来证明 
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f ( G ) 仍是一个开集.对于 / r =/( G ) 中的任意一点卜存在 
“ G ， 使得 /( a )=6. 因为 

detD /( a )#0， 

稂据逆映射定理可以判定：存在开集 t / 和 K , 满足条件 

a 砭 UczG ， 6€F, /(f/) = F # 

于是 

b € V 二削 czf ( G ) = H . 

由此得知&是 H *=/( G ) 的内点，我们看到， H ^ f ( G ) 中的任 
何一点&,都是这集合的内点.这说明 H = /( G ) 是一个开 
集. □ 

注记如果映射/把开集仍映成开集，那么我们就说/是 

S 

一个开映射.定理2中给出了保钲/是映射的一个充分条件. 

定理3 设 C 是 R » 中的开集，而 

/* G —> R " 

是一个 r 阶连续可微的映射 ( r > l ). 如果 

(1) /是单一的（这就是说，对任何々，《: € (?， X ^ X i9 
都应有 f ( Xi )^ f ( X 2))， 

(2) d « t / VOO 尹0, V ^ eG , 那么/是从开集 G 到开集 
H =/( G ) 的一个 C 微分同胚. 

证明由条件 （1) 可知，/是从 G 到 H ^ fiG ) 的一一对 
应，因而存在逆映射 

广1:丑_ yQ 

又由于条件 (2), 根据逆映*射定理^其推论可以断定，在每一点 
b € H = f ( G ) 的邻近，逆映射 r = g 都是 r 阶连续可微的.这 
就是说，广 1 在好上是 C 的. □ 

请读者注意 f 定理3中的条件 （1) 并不能从条件 （2) 推 
得 I 我们举出以下反例. 

例1考察映射 

VsC \{0}—> C \{0}, 

Zi - > Z l 9 
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10. a 普通极值 

■ 

定义设元数值函数/0)=/0^，…， * m ) 在点 «=(«!, 
…，〜）邻近有定义.如果存在 ”>0, 使得 

fM^f(a), € U(a,r}) t 

(<) 

I 

那么我们就说函数 / 在点 a 取得极小值（极大值），如果存在 


m 


”>0， 使得 


/W>Ka )， V x ^ 疗 (a ， r /)， 

(<) 

那么我们就说函数 / 在点 a 取得严格极小值（严袼极大值）， 

1 

极小值和极大值统称极值.严格极小值和严格极大值统称严 
格极值.在下一段中，我们述将讨论受到一定条件约束的极 
值-一条件极值.为了与那情形区别，这里定义的极值又称为普 
通极 «. 

设函数 /OOs/O, ，•••,〜> 在点 a =(义 ，…， o 可微，于 
是 

I 

m 

f(a + k) - f(a) = y^A i k i + o(Hhll) 0 

I - I ' 

- 

我们指出，知果函数 / 在点 a 取得极值，那么必定有 

S 

Ai ― ••• = — 1 A m — 0 , 

以下用反证法证明这一事实.设〃是充分小的正数，记 

1 

- hi — AiSp 
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荽条伴： 

定理1 设函数 /00 = /0^ ，…， 《„) 在点 o =( fl,,***,oJ 
邻近有定义并在这点可微.如果/在点 fl 取得极值，那么它在 

I 

这点的各偏导数均为0« 

^L(a) = 0 } i = l, 2, 

V Xl 


注记设函数/在点 a 可微.如果/在这点的各偏导数 
都等于0,那么我们就说点《是函数/的临界点.于是，函数 
/在点《取得极值的必荽条件可以陈 述为： 点《是函数/的 
临界点. 

现在，设函数 /00=/0 cw w ) 在点 <*=0^ ，…， a ») 邻 
近至少是二阶连续可微的，并设《是函数/的临界点* 

罕 

4^00=o ， f=i， “•，；》• 

^Xi 

W 

在这前提下，我们来探讨能保证函数/在点取得极值的充分 

S 

条件.为此，利用带小0余项的泰勒公式，在点 fl 把函数/ 
展开到二阶项： 

/( a + A ) - /( a ) 

= i( Ai 長 + ••• +1 去 )⑼ + 。( wo 


法;^ 7 (抛十 。 ( W l ) 


2 — 


A^ + oQlhr). 


t 





为了判别 /( a - fft )-/( a ) 的符号，我们要用到代数中关于 
二次型的一些结果（对二次型的一般理论不够熟悉的读者，可 
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以限于考虑 m =2 的情形.这情形所涉及的二次型就是两个变 
元的二次三项式.有关的结果都可以用配平方的办法简单地加以 
证明). 

走义设实数化满足条件 

■ 

我们把个变元 L ，•••，“的二 次齐次多项式 


mm 

QQ) K 


叫做二次型.如果对任何 


都有 


i =(!i ， … 上 ） e R m \{0} 

(<) 


那么我们就说二次型 QQ ) 是 正定的 （负定的）， 

个二次型 


m 


Q ( i ) 


* 


完全决定于它的系数方阵 



如果二次型 <?(!) 是正定的（负定的），那么我们就说它的系 
数方阵 C 是正定的（负定的）. 

关于二次型 QH ) (或它的系数方阵 C ) 的正定 、性， 有以 

下判別准則 

癃尔维斯特 ( Sylverster ) 定理 二次型 


m 

QU ) ( C ‘产 c ”， 

!•/ 霉 1 


*_，/_ = 1，…， W ) 


2B1 




为正定的充分必要条伴是 《 t 的系數方眸 C 的所有的顺 序生乎 

式都大于0,即 


Cu 〉 0 , 





>0, 



1 


C : i Cgj 




C 2 m 


> o # 




mm 


注记对干 



2的情形，这定理可以简单地证明如 下：考 


察二次型 


Q(!) = Cii 產 f 十 \ • 

取 1' = (1，0)，就得到 

9 ( 1 ) -c n . 

因此<?(1)为正定的一个必要条件是 c n >0. 在这条件卞, 


X 仏貪 - L ) 2 




由此可以看出，要使 Q ( i ) 对一切4^0都取正值，必须 

k 





C ilCz 


l 


一 Oo . 


至于条件的充分性，也同样可从 Qd ) 配平方后的表示式看出. 
推论二次型 
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为负定的充分必要条件是 

(- 1) C U 〉0， 


(一 1) 



>0 


—1) 


Cn 


I 



t 




>o. 


引理 设二次型<?(1)是正定的，那么存在常数<^>0,使 


得 


QQ)><rU\ 


v| eR 


证明 我们把 R "* 中的全体单位向量的集合称为单位球面 


并把它记为 


是中的有界 闭集. 连续函数 CG ) 在 s 上取 


容易看出 ： S 
得最小值 ( T . 这就是说，存在 


使得 


Q(0 



{ Q (0 



_ 


因为 Q ( X ) 是正定的，€ _0，所以 

^=<?(0> o . 

对于任何不等于 G 的 R % 我们有 


111 


S. 


nr>rr-r 

因而 


Q 


w) >or . 


即 


iill ! 


<? a )> 



f 


上式对于言 


Q ( 0 >^ U \\^ 

显然也成立,这样，我们证明了 


I 
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Q(D>cr ： M\ V|€R\ □ 

设函数 /00 = /(^1 ，…， 在点 0 = («!,••• t a m ) 邻近至少 
是二阶连续可微的.考察由/在 A 的二阶偏导数组成的方降 


HM 


d 


a 


dXidXf 




9 % f 


V vV 


d % f 


dXidx 


(fl) 


m 


dx ^ x ^ ^ f (o) 




d 


t 


dx t dx 


(a) 


d ” (a) ^4-(a) i4-(a) 


^ x m 9 x x 


dx m dxi 


dx 


n 


我们把 H f ( a ) 叫做函数 / 在点 <» 的海赛 （ Hasse 〉 方阵. 

定理2 设函数 /0) = /0 i » …，; 在点0 = 0^ ，…， aj 
邻近至少是二阶连续可微的,是厂的一个临界点。如果函数 
/在点《的海赛方阵 H f ( a ) 是正定的（负定的），那么函数/ 
在点《取得严格极小值（严格极大值）. • 

证明设《是/的临界点， H f ( a ) 是正定的.为书写简 
便，我们记 


因为二次型 



m 




是正定的，所以存在 CT >0, 使得 

_ 

I 

n 

yh € R \ 

i • f = 1 

利用带小 0 佘项的泰勒公式，我们得到 
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/(fl + ft) - /(a) =4- y + 0 ( W*) 

>\<r. IW + WW) 

\ 

K (~|- a +o(i)^!lfel| 1 , 

于是，存在 d >0 9 使得只要 

o < IIM !<^ 

躭有 

/(Cl 十 0-/O)> (ia+o(l))||MI , 

这证明了函数 / 在点 》 取得严格极小值， 

类似地可以证明：如果《是/的临界点， H t ( a ) 是负定 
的，那么函数/在点《取得严格极大值. □ 

注记设《是函数/的临界点， 

At a J ^ j x 人心， 

Q(i) = 2 

J * / *1 

如果 Qd ) 是不定的（变号的），即存在 r , i # € R *, 使得 

Q ( n < o < Qcr ) 9 

那 么对充分小的 *> o 就有 

Ka + el ') - /( a ) 十 o ( e *)<0, 

4 

f(a + e £’〉 - f(a) =y^(r)£ 2 -ho(e 2 )>0. 

因而，对这种情形,函数 / 在点 a 不取得极值. 


2&5 


lO . b 条件极值与拉格朗白桊鈹法 

I 

•m 

在求极值的实际问题中，对于所考察的某个函数，我们希望 
它所取的值尽可能大（或者尽可能小），以期达到最好的效益’ 
总种能反映我们所企求的效益的函数，被称为目标函数. 

在某些实际问题中，考察这样的目标函数 


( 10 . 1 ) 


/0*)=/0»" … ，龙 •+,) 


它的变元必须满足一定的约束条件 

rgiW — 


”）=0, 


( 10 . 2 ) .. 

我们需要寻求目标函数 (10.1) 在条件 (10.2) 的约束下的极值.这 
样的极值被称为条件极值（或约束极值，限制极值）.为了强调 
与这情形的区别，上段中讨论的不附加约束条件的普通极值，有 

时也被称为无条件极值. 

_ 

在下面的讨论中，假定 (10.1) 和 (10.2) 中的各函数都连续可 
微足够多次，并且还假定 （10.2) 中的各函数（在所涉及的范围 
内）满足以下的正則 条件： 


4 


Ml 

dx x 


^gx 


dx 


(10.3) 


rank 


P . 


dx x 


^8 


dx 


在这里，记号 rank 表示矩阵 的秩. 作了这些基本假设之后, 
们来探索目标函数 (10.1) 在方程组 (10.2) 约束下的极值. 




鉴于条件 (10.3), 必要时适当改变编号，可以假定在所涉及 


的点邻近有 
(10.4) 










7 ^ 0 * 
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于是，在这点邻近，可以从 (10.2) 中解出 

,—垆 Xa ，”•，％)， 

( 10 . 5 ) 

垆 々 wJ . 

把 (10.5) 代入（10.1)，得到这样一个函数 



( 10 . 6 ) K 戈 1 ，…，龙 m ) 

=/( 尤” •••，、，，•••，*•)，•••， 矽々 "… ，* J ). 

于是，所讨论的条件极值问题就化成了求目标函数 (10.6) 的无条 
件极值的问题 • 


以上做法虽然从原则上看来行得通，却很少用来解实际问 
题.因为一般说来，要从方程组 (10.2) 中解出 （10.5) 那样的显式 


表示，绝不是一件容易的事. 

处理条件极值问题的一个巧妙的办法，是拉格朗日提出的待 
定乘数法.其基本手续 如下: 首先，定义一个含有$个待定乘 
数 々，…，弋 的辅助函数 

p 


F ( x lf 


• •• 






/(:1，“.，尤*+) + H ^ rgr ( x X ， 


»»• 







然后，证明目标函数 (10.1) 在条件 <10.2) 约束下的极值点，都是 
这辅助函数的临界点 • 

定理3如果目标函数 (10.1), 在条件 (10.2) 约束下，在点 
，…， a _ +p ) 达到极值，那么存在 A 土认 ，…， A,)€]R/， 使得 
是辅助函数 


( 10 . 7 ) Hx^)^Kx)^^ rS Xx) 

T - J 

■ 

的临界点。这就是说， tt 和 A 应满足方程组 

, 

<10.8) (iir (o) + S A ^if： (a > =°» *=»+ 外 

| r = 1 

L gr ( o ) = 0, r = l ， …， p . 
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证明 如前所述，所讨论的条件极值问题，等价于函数 
(10.6) 的无条件极值问题.因而，在点 ( A ，…，〜）处应有 


即 

(10.9) 



这里出现的|和-^-均在0,，计值，而 | 在 

(« h ， …， O 处计值 ， i = 1，…， m ，/ = l ，•••，;>.我们 约定， 以下遇 
到类似的情形，也照这样去理解.想要避免计算隐函數偏导数的 

麻烦，我们设法消去 (10 ，9)式中所含的# . 为此，将利用以下 

dXi 

一些恒等式关系: 

p 

h s 

sXx , ，…，戈•，垆 i ( A ，…， 、），_••， 中人 Xi ，…， 0) = 0, 

r=l ， 2，“.，/). 

这些恒等式两边对七(〗=1， …， m ) 求偏导数得到 


( 10 . 10 ) 


dg 


P 


BXi 



I ： 


^gr H 

dx 


0, 


1 , 2 , 


P . 


将 （10.10) 中的各 戎分别 乘以待定乘数 A : ，…， A ,， 然后加到 
(10.9) 式上去，我们得到 


( 10 . 11 ) 







， B 1 1 / = J 


Bf 


dx 


+> 


p 





^gr \ 


# 


因为 




1,2, 


0, 


_ 


彡 （ m 》 


_ I ■ 

a(x 


) 


(a)=^=0 (a = (o 


|0*+ J ) 


我们可以选择 A ，…，\，使得 
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(10.12) 寺 ~(g) = 0, 

- f ^ I 

/’=i，•••，；?• 

对于这样选择的 A ，…, A ， 从 (10.11) 式又可得到 

(10.13) W + S ^-|~7(«)= o , 

■ 1 - r •= 1 * 

-▲ - 

f = 1，2,… ，爪 • 

综合 (10.12)和(10.13>， 我们得到约束极值的必要条件：存在 
AR /， 使得(<»， A ) 适合方程组 

■ 

(10.14) 

J & = 1 ， 2,…， TO + 外 

} ^F 

7 j "(0， A )= ff r ( a )= O ， 

I r H 

_ _ - 

尸 =1 ， 2, □ 

|_ 

- I - 


下面讨论约束槔值的充:分条件.为了叙述方便，我们把满足 
条件 (10.2) 的点 x 的集合记为财.设点3满足定理3中所陈述 

的必要'条件.对于财上邻近于的点々我们记 

h — x - 0, 

于是有 

(10.15) 、 

/(o + ft )-/( o ) = 

* = I k 





但在这里，由于展式的一阶项术一定为 o ，还不能利用二阶项来 


判别极值是否存在.为了便于讨论，我们又设法从 (10.15) 式中 
捎去一阶项.对于 am f a + h ^ M f 应有 




2 fid 




0 = 容「 0 十 /O -grWf 


1 ，… f 


用带小 0 余项的泰勒公式，把上式右边的表示式展开，我们得到 


(10*16) 


» + > 4 P 


d z g 


dx k dx t 


^ a ) h h ht 


w 



o ( w ), 


1 , 2 , 


P. 


将 (10*16) 中的各式分别乘以 A ，…， A ,， 然后加到 （1( K 15) 式上 


去 


这里设 fl 和 A 满足条件 (10.8). 于是，我们得到 


+ 


/(a + fe ) -^/( a ) 



9 l ¥ 


d 9 X\ 


(a ， A)/iA + o(_i 2 ), 


利用这一表示式，通过考察二次型 



S 2 F 


dx k dx t 


I 

CajA)h k h i9 


我们得到以下的关于约束极值的充分 条件： 

定理4 设 (1( K 1) 和 (10.2) 中的各函数至少是二阶连续可微 


的，设《和 A 满足必要条件(10.8)，并记 


尸 U ， A ) =«/(») 十 y ^ A ， grM » 


如果方阵 
(10.17) 




是正定的 （负定 的），那么目标函数 (10.1) 在条件 (10.2) 的约束 
下，于《点取得严格的极小值（严格的极大值）. 

注记 在上面的定理中，没有涉及这样的 情形： （ a , A ) 是辅 
助函数的临界点，但在这点方阵 （10.17) 是不定的.请 
注意，对这倩形，我们不能得出“/不取得条件极值”的一般性 
结论.这可从下面的例子•出. 

例1 考察目标函数 

f{x t y,z)=^x 2 -\-f - z* 


29 a 




和约東条件 


g(x,yyZ)=Z — 0 9 


我们作出辅助函数 

= x 2 - ry 2 - z % + Xz % 

显然 (mz,A) = (0,0,0,0) 是辅助函数 F ( x , y 9 z , X ) 的临界点， 
在这点有 

F m2 F. f f, t 1 「2 0 0 

Fy , F r z = 0 2 0 

l o 0 - 2 

显然这方阵是不定的.但容易看出：目标函数 

- z 2 ， 在条件 gOf ， y，sO = z = 0 的约束之下，在点 （ u，sO = (0, 

0,0)取得约束极小值. 

_ | 

10. c 求极值的例子 

例2在周长等于给定常数以的三角形当中，什么样的三 
角形面积最大? 

解用 ^, y ,2 分别表示三角形三边的边长.根据海伦公式, 
三角形的亩积可以表示为 

■ 

X 

, 丨 _ _ ■■丨 . _ M ■■丨 _ ■ i ■丨 __ , , ■ ■ 圓 圓 

S = Vp ( p - x ) ip - y)(p - JS) • 

考察目标函数 

/0，y，z) = (p-«)(/»-y)(/>-jf) 

粕约束条件 :、 

* 

g (*, y ，2)=» + y 十 s - 2/»=0. 

我们来求 / 在条件 g = 0 约束下的最大值.在这里，很容易从约 
束条件中解出 

I 

x » 2 p - X - y % 

于是，问題转化为求以下函数的普通最大值： 

< pix t y )^(, p - xXp -' y')(x + y - p ) 9 




4 
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计算这函数的导數得到 


d(p 

dx 


(^ ? y) = (p^r)(2p-2A：- y)f 


d<p 



(x ， y) = (/> 一 ^)(2/? - x - 2j) f 




考察以下集合（见图 12-3 > 



D= {(*,y)€R 2 |0<«,y</>,5c + y>j)}. 

^数？ 5 在有界闭集万连续，因而它在歹上一定取得最大值.但在 
f 的边界上，涵数炉的值总是0,所以这最大值一定在 X > 内取 
得. 函数*在 D 内仅有的临界点为 


我们断定:当 ^= y =|^ 时，函数炉取得它在歹上的最大值.这 


就是说：在周长等于给定常数 2 p 的三角形当中，等边三角形具 
有最大的面积 

T 



例5 总和等于常数 C ( C >0) 的 n 个非负实数，它们的乘 
m P 最大为多少？ 
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这里的目 fe 函數为 


P { x ^— X x X 2 





的束条件为 


L 

0 («)= Xi + *1 + *** + x „ - C— 0. 


从约束条件容易解出 

_ ■ 

3C fl = C- x x - X 2 - %9% - 

于是问題转化为求以下函数的普通最大值: 




X 





1 (C — 久 t 


••• 



,) 


与上一例题的情形类似，很容易求得，当 


c 



的时候，函 


■ 


妒 （*" 


••• 



:)取得最大值.这就是说，当 


€ 




X 


的时候 r 目标函数 PCth 



15 ^>在约束条件下取得最大值 


P 


(吾) 


» 


( x \ + *•* 

I— T 




A 




也可以用拉格朗日待定乘数法来解这道越.我们写出辅助函 




F(x ； Ay^p(x)^Q( x y 


然后考察以下方程组（记号禾表示把 


这个因子换成数1 ) 


( 10 , 18 ) 


0 X t 


太 〆•• A — 0 


! = 1，2,…，/1, 


+ 


«暑參 


十 -C= 0 # 


如果某一个因数4=0,那么乘积 PW =0. 这显然不是最大 

值.因此，我们每以只限于考察 *>(),•••, .的情形，对这 
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情形，从方程组 (10.18) 可以解出 


C 


于是，在所述的条件约束之下,目标 函数/ > 的最 大值是 


P 


»瓤1 




x x + ••• + A ： 


A 




不论用那一种方法，我们都得到了算术平均与几何乎均不等 
式的新的证明. 

4设有对称方阵 


(10.19) 


A 


22 


a ；； 


i，i = h … 


我们来求二次型 


a 


fM 


a it X i X / 




在单位球面 


M 


S; g<3t) = ^ac? - 1 


之上的最大值和最小值.为此，引入辅助函数 

F(x t A)=f(x)-^g(x), 

(这里，为了讨论方便，我们把待定乘数写成-人 ） 考察方程 


组 




n 


( 10 . 20 ) 






B £ 

JX 


(客幻 -1) = 0. 


我们看到，在单位球面上> 使得/取得最大值相最小值的点 
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都应该是对称方阵 J 的特征向量，而相应的乘数则是4的特 
征值，将方程组 (10.20) 的前 n 个方程依次乘以然后 
相加.再利用 (10.20) 中的最后一个方程，我们得到 


WW 

/(«)= a^XiXj^A. 


这躭是说，二次型 


» 


f(x) 


* 


iXiX f 




在单位球面上的最大值和最小值，分别等干对称方阵4=(\)的 
最大和最+的特征根 • 



第十三章霣积分 


在第六章和第九章中，我们已经熟悉了一元函数的定积分. 
本章将进一步讨论多元函数的积分 一一 重积分. 

S I 出重积分概念的实际问题与引出定积分的情形十分相象. 
例1设 x [ c ， d ] 是 R 2 中的一个矩形， *»/(*, y ) 

是在9上有定义并且连续的一个函数.我们来计算以 G 为 
底，以曲面2=/(、：0(0,；)0巧)为顶的曲顶柱体的体积厂.为 
此，我们作矩形0的分割 

I 

c=ro<ri< w <y,=^. 

这分割 P 把 C 分成 rxs 个小矩形 

I 

i = l ， … ， r ， / = l ， ... ， s. 

在每一小矩形中取一点 

I 

df ， Vii) 殳 Q” 

i = l ， … ， r ， / = 1，…， *• 

然后作和数 

±± Ki , 

» * 1 / « 1 

( A ^=^ Ay y =» y ; - 

这和数可以看作是体积「的近似值（图 13-1). 分割越细，近似 
值的精确度也躭越高.当所分各小矩形的最大边长趋于0时（也 
就是各小矩形的直径趋于0 时〉， 上述和数的极限就应该是所求 
的体积 




这里出现的和教 的极 限就是二*积分， 我 们将用以下记号来表 


亦 : 


55 /0 ， y)d(x ， y). 

c 



图 13-1 


在第六章和第九章中，所讨论的定积分都是展布于闭区间之 
上的.对于一元的实际问题来说，这基本上够用了.多元的情形 
却不那么简单.实际问趣所涉及的重积分，展布的范围可以是各 

p 

种各样的. 

例2设 D 是 R * 中的一块可求面积的闭区域, 

是在上有定义并且连续的一个函数，我们希望计算以 D 为 

底，以曲面 *=/0， y )(0， y ) € D ) 为顶的曲顶柱体的体积（图 

. 

13-2) •仿照例1中的手续，我们先把分成若干个可求面积的 
小块 

故 ，…, A (小块 A 的面积记为 △〜)， 

在每一小块中取一点 

j ■ 

, k = l ， … ， q ， 

然后作和数 

-> 

f(i k ,rj k )Aa kt 

k = J 

这样的和数可以看作所求体积的近似值.让分割各小块的直径趋 
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于 Q ，上述和数的极限就是所求的体积.这样的极限就是展布于 

J * J * 

闭区域上的二重积分 



图 13-2 

■ 


卞面，将对&元函数的一般情形，展开有关重积分的讨论. 
将会遇到的主要困难是：紛繁的符号与形式的推演 有珂能 妨碍我 
们对问题实质的理解.为了顺利地克服这一困难，需要随时将抽 
象的符号与较低维空间 （ 2维或3维空间）的几何形象联系起 
来.我们这里再一次強调 指出： 较低维空间中的几何直观与类 
it , 是帮助人们理解髙维空间的向导. 


§ 1 闭方块上的积分 一 定义与性质 

、 ■ 

空间 R " 中的闭方块~是指以下形状的点集 r 

Q~ Q l x ••• X Q m i 

i=l,***,m. 

我们把 Q s - f Q m 叫做 0 的棱，把各棱长度的乘积 

(6 l - a 1 ) x x ( fc m ^ o") 
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叫做 0 的体积（或容量）弁约定用记号 


Vol ⑼ 


来衮示 


Vol(0 = (V - G 1 ) X …X — 0™). 


与此类似，我们把以下形状的点集叫做中的开方块 


G =G l x 


••• 


xG 


= ( V ，6 1 )? i = 1 ，…， m , 

并把这开方块的体积（容量> 定义为 

I 

Vol(G) = (6 1 - a 1 ) x •** x (b m - o m ) t 

考察闭方块 

Q = Q' X … 讯， 

= [ 以， 6*]， i = l ，“•，?》• ， 

如果给 p 的每一条棱 a —个分割 

PS a^x\<x\<-<x^ =b\ 

t 

i ~ l ，…， 

那么我们就得 到 <? 的一个分割 

p = {尸】，•••，？*■}• 

设 是棱 Q 1 上的一个分点，我们把集合 
二 H 4 = (^= : (x l f *^ t X m ) € 0|«' = *} J 

叫做分割 P 的一个分界.通过对维数较低 （ m =2 或 3) 的例子 

丨 I 

的考寒，读者容易了解分界的几何形象(图 13-3) , 

*' ■ ■ ■ 

L ■-* * ■ 
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分割 P 的各分界 


t ) t y /,==0, •“ ，凡， j = l ,'-,7 rt . 

将 （？ 分成了 iV , x ； V 2 x ... xiV . 个闭子方块 

这里 • 

X /'，•••，/■)， 

1«汉 ‘， i = 1，•••，• 

我们约定记 

= Aa?} 工 x … x 

=( 吃-吃 一 0 X …X -< 羼 -1). 

显然 △ 七正好是闭子方块<?,的体积： 

A ^- VoK ^；). 

对于所给的分割，我们还约定记 

Wl = max { Ait ；.}, . 

i < / ( <jr . 1 

IPI-maxjiPM,-, l^"l} 

=max {△ 吃 }• 

I ^ / I < I 
1 <i <m 

IP ! 被称为分细的模，它是所分成各闭子方块的棱长的最大 

I 

16； 

在分割？将 P 分成的每一闭子方块仏上任意选取^点 


^ Qi* 

我们把这样的 ^个点 

{!,} 

叫做相对于分割 P 的一组 标志点 （或代表 点〉， 并约定用单独 
一个字母 I 来表示： 

在作了上面的准备之后，我们来讨论 m 元函数的积分和. 
设 G 是 R m 中的一个闭方决，/是在0上有定义的一个 




( m 元）数值函数，/»是0的任意一个分割，是对于 
分割/ 1 的一组标志点.我们把和数 

I 

(1.1) g (/,/ > ,|)= y ^/(|；) A ^ 

/ 

I 

叫做函数/相应于分割 P 和标志点组 f 的一个 积分和 （或黎曼 
，和） . 这里的求和号 


表示对一切可能的/==</:，•"，/*)求和 (总共有 iv, X ... 个 
加项） • - 

例我们来看 m =2 的情形.设 

^ = [a,6] x [c,rf] 

是一个2维闭方块， f ( x t y ) 是在 p 上有定义的一个数值函数， 

P 是 Q 的一个分割： 

c-y a <yi<.^<y, = d f 

而 

{!»»?} = 

是相对于分割 P 的一组标志点 v 则有 

r I 

.. I 

a (f ^ 5 {I »^}) “ t • 

i m l / * 1 

I 

我们用 e-d 方式叙述 m 重积分的定义 如下： 

定义 1 设 C 是中的一个闭方块，/是在<?上有定 
义的一个 （m 元）数值函数， J 是一个实数.如果对任何 
0,存在 (3 >0,使得只要<?的分割尸满足条件 

\ P \< d 9 

不论对这分割的标志点组4怎样选择，总有 

j0r(/ ， P ， ! ） ]!O ， 

那么我们鱿说函數/在闭方块上可积，并把/叫做/在 



m 


a 上的积分，记为 

卜 • j/ (戈 1 ，…， )d(/ ， …， = ,• 

Q 

请注意，对于展布于 m 维闭方块0上的积分，我们约走 
n m 层积分号，并把这样的积分叫做 m 重积分.但为 了书写 
省事，在不致于混淆的情形，也可以只写一层积分号.例如，上 
面定义中的积分可以简单地写成 

(/Oc 1 ，•••》”)« •••，《*) 

或者 

\ f { x ) dx 9 

Jq 

我们可以把定义1简单地表述为： 

\ fix)dx= Iim ' 

J Q \ P 

多重积分有许多性质与定积分（即单重积分）完全类似.我 
们只陈述有关结果，请读者仿照单重积分的情形写出证明. 

首先，我们指出函数可积的一个必要 条件： 

引理设 C 是 R _ 中的一个闭方块.如果 m 元数值函数 
/在0上可积，那么/在 （？ 上有界. 

多重积分与单重积分一样，也具有线性和单调性等性质（可 
加性将在后面讨 论）. 

定理1 (线性）设<?是 R " 中的一个闭方块，如果 m 元函 
数/和 g 都在泛上可积 ， A 6 R , 那么函数/ + g . 和>1/也都 
在。上可积，并且 

1(/00 + 茗 + ^g(x)dx 9 

* 

[ A/(x)dx =A ( f{x)dx. 

J Q JQ 
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定理 2 (单调性）设0是 R " 中的一个闭方块.如果 m 元 
函数/和 S 都在 C 上可积，并且满足条件 

f(x)^g(x) 9 yxeQ, 

那么 

[g{x)dx. 


定理3 ( 积分中值定理）设9是 R " 中的闭方块 I /是在 

- I • 


Q 上可积的 m 元函数（于是 f 在 Q 上有界） . 

V x € p ， 


那么 


如果 


fiyoKQx\ax)dx<,moKQ). 

在下一节里，我们将证明，如果/在 c 上连续，那么/ 
必在0上可积.对这种情形，可以断定：存在使得 

I 

p 

M 

§2 可积条件 

I 

. h . _ 

• • 

■ 

在本节中，我们约定用字母 j 表示 R " 中这样一个闭方 
块: 

Q = Q l x ••• x Q m f 

卜 1，…， ； n . ， 

假设函数/在闭方块9上有定义并且有界，我们来考察重积分 

|/(>)心存在的条件.这里的讨论，与第九章中对定积分所做过 
0 

的十分类似.大部分细节的验证都将留给读者作为练习. 

设 P 是 P 的一个分割，它将0分成这样一些闭子方块： 

/=( 7l ，•••，/■)， 

1 m 

«• 


3Q3 





/ 「1 ， 欠! r ， i ， 


«<“•< 



b 




1，…， 



我们引入记号 


M / 


inf /O )， 

* * j 

从广 M ” 


M 


sup /(«), 


并约定记 


/i = inf /(%〉，M = sup /(;t) 


M - fx. 


我们来考察和数 


L(f,P)=2^^ Ax 


U(f f P)^M 7 Ax /t 


这样的和数 i (/， P > ■与 U ( f t P ) 分别被称为函数 / 关于分割 P 

的下和与上和.显然有 

1(/,P)<a(/,P, |)<^(/,?). 

还容易看出，对于给定的分割有以下关系： 

inf a (/, P , 0 = 1(/^), 


supa(/,P,|)-t/(/,P). 


{ 


引理1 


如果给<?的分割 P 添加一个分界而得到分割 


那么 


(1) U/, P)<L(f ? P)<LC/ ,P) + ^C\P\ P 

k 

(2) U(f ,P)>U(f, Pl>U(f ， P) - oC i PI , 


这里 


C 


max 


/ Vol ⑼ 

\ hM —■_■ I~^ 


I b 


a 


Vol«?) 1 

-I— - n “ - _ . __ 9 

J i 
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证明设分割，是由分割 P 添加这样一个 分界而 得到 

的： 

€ pU A = v }. 

为明确起见，不妨设 

W-KvOh ' 

我们把下和 Uf ， P ) 拆成两部分 


L(/ t P)= fi^x ； + ^ 〜 

/: /〆 * 卜 • 〖 h “ 

前一部分中的各项与 LQ f P ) 中的相应项相同.后一部分中的 



在 U/.P ) 中被代之以 



这里 




(仏和 0是仏被 


inf /( x ) 

x f Q ¥ j 

r 分成的两个闭子方块）.于是 


Lif,P)-UUP) 


I ； 「(“) 


y - x 


Ax 




k 


但显然有 


所以 


+ ( 弘 J 一 M /) 


xl-y 


At • 




M / 

I 

j 

M / 
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A 

< S 如 


< 




s 




h 


Vo】（CO 


<coC\P\. 


这证明了结论 （1) 


1(/ ? ?)<£(/, n < L(f , P) + 0>C (PI. 

至于结论 （2) ，我们可以用类似的办法来证明.更简单的 


做法是：利用关系式 

UQ , P ) 

从结论 （1) 推出结论 （2). 


[(-/， P ), 


推论如果给0的分割 r 添加/ 个分界而得到 P'， 那么 

(1) 1(/ , ?)<!(/, />)<£(/ , ?) + /«C I /> U 

(2) t/ (/, P»t/( /, P )>C/( /, P) - /o>C | P | . 

p 

仿照第九章 §i 中的做法，从引理1出发，很容易证明以下的 
引理2和引理 3. 

引理2 和 P 2 是 C 的任意两个分割，则有 




我们约定记 


\ /(«)dac = / = supL(/,P), 

Jo _ P 


( f(x)dx^l = in£UQ } P) 

J Q P 

并分别把它们叫做 / 在 C 的下积分与上积分, 


引理3 我们有 

(1) lim 1(/,P) 


b 
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(2) lim U(f,P) 

I M — o 

在作了以上准备之后，又可仿照第九章中的做法证明以下基 

S 

本定理 • 

定理1 设9是 R” 中的一个闭方块， m 元函数/在 Q 
上有定义并且有界，则以下三条件互相等价： 

(1) 对任何 e>o, 存在<?的一个分割 P， 使得 

r 

(2) 函数/在 C 的下积分与上积分相等： 

/=/ = /, 

(3) 函数/在0可积， 

\ KxHx^I. 

J Q 


下面，我们把定理1改写为更便于应用的形式.为此，先介 
绍记号 

^(/,P)=t/(/,P)-U/,P) 

' ■ Jr ■ 

j 

um 

■ i 

- - 

- 『 ■ ■ ■ 

_ 

_ 

lim ^?(/,P) = / - /, 

1/1-0 ~ 

采用这样的记号，我们可以把定理 1 改写为： 

定理1 /设0是 R" 中的一个闭方块， m 元函数/在 Q 

有定义并且有界，则以下三条件互相等价： 

(1) 对任何 e>0 9 存在0的分割 P, 使得 

m 

公 (/，尸 )0, 

(2) lim ^(/,/>)=：0, 

I f I 4 0 
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(3) / 在 I ? 可积. 

仿照第九章§2中的做法，利用上面给出的可积性判别准则 
(定理1或定理10 ,可以证明以下的定理2和定理3 . 

定理2设函数/00和 gix) 在闭方块0上可积，； I 是 
实常数，则 

⑴+客 W 在 p 可积， 

⑵ Mw 在可积， 

(3) 1/001 在 g 可积， 

⑷ /00 g (*) 在0可轵， 

(5) 如果存在常数(5>0,使得 

1/00 1>占 ， V a ;€ 0, 

那么函数&也在 （？ 上可积. 

定理3设々是 R ' 中的闭方块.如果 m 元函数/在 P 

连续，那么这函数在 G 可积. 

以下定理将在后$几节的讨论中用到. 

定理 4 设(？和石都是 r * 中的闭方块， ec = e , 而/: e — 

R 是一个函数，如果把/按以下方式扩充， 

^ ffM , 对于 * € 

/(*) = { 

^ 0, 对于 

那么7在 d 可积的充分必要条件是/在0可积.在这条蜂满足 
时，我们有 

_ 

(/(x)d^ =( f(x)dx. 

Jq J q 

s 

证明 必要桂 设？在 6 可积分， 

ft 

[f { x ) dx =/ . 

Jq 




按照可积性的定义，对任何《>0,存在6>0,只要 p 的分割> 

满足条件 

\ p \< d , 

就有 

k (/> ,1)- / i < c . 

现在设<?的分割满足条件 

\ P \< d 9 

并设！ 对这分割的每意一组标志点.我们总可以把 p 扩充为 
闭方块 G 的一个分割 A 使得仍有 

\P \<d 9 

并可把 i 扩充为对于分割 尸的标 志点组 i . 于是，我们有 

* Ier (/,?,|)-/| = | or (/, p , i )-/|<^ 

丨 ?— •• ■ ■ 

fca ■ % ■■ b I 

这证明了 

lim or ==/, 

I 尸卜0 

即 / 在 （？ 可积，并且 

I 

J f(^x)dx =/= f fCx)dx, 

充分性 设/在0可积.则对任何 O >0, 存在 Q 的分割 
戶，使得 . 

I 

_ 

w ) o . 

不论用怎样的方式将9的分割 P 扩充为6的分割扩充后 
的分割夕都使薄 

1 _ 

DQ ^ QCf ^ Xe . 

这证明了》在6上 可积. 口 

§3重积分化为累次积分计算 

- \ 
a 

在本节中，约定把 R A+p = R n xR p 中的点表示为 
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O ， y) = O 1 ，•"，*•， y 1 ，…，广)， 

并把 R …中的闭方块 e 写成这样的形式: 

Q=V xW 9 


—这里的 K 和 JT 分别是 R •和 R， 中的闭方块.我们来 

考察以下三种不同形状的积分： 

■ ■ _ _ 

r 

t f ( x 9 y ) dCx , y) f 


m,/(» ， y)dy ) 如 

■ _ ， 

r 

M 

■ 

和 * 

! r (L, ( 尤， y) 心 ) d s 

j 

■ 

这里的后两种积分被称为迭积分或累次积分.我们将证明，在— 
定的条件下，例如当/在上连续时，以上三种形状的积分都 
存在并且彼此相等： 

j f ( x t y ') dix } y ) = ^(^^ f ( x t y ) dy)cU 

m ■ I ^ 

，虼 (L f(x,y) dx^jdy. 


利用这结果，我们可以把 m 维闭方块上的积分，逐次化为单重 
积分来计算 • 

对于累次积分，人们还采用这样的记号： 

\ r ^J{x 9 y) dy = H,(af ， y) dy)d :«， 




在下面的定理中，我们设是 R” + 8 = ITx|V 中 
的闭方块， 并设〃 + P 元数值函数/0，)）在 Q 可积（因而在 Q 
有界).于是可以定义 
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^(«) = \ /(*,y)dy, h ( x ) = \ /(x，y)dy. 

Jr Jw 


这里的 L/( a ：，：T) dy^/(*,y) dr) 表示： 对于固定的 x， 把 /(»， 

« 

r) 当做： r 的函数在闭方块『的下积分（上积分）.这里要提 
醒读者注意：下积分（上积分）对任何有界函数都可以定义. 

定理 1如果 n+p 元函数 f { x , y ) 在闭方块0可积，那 
么《元函数 gOO 和 h ( x ) 都在闭方块 K 可积，并且有 

r 

- 

•• • 

( f (^, y ) d ( x t y ) = [ g ( x ) = ( h ( x ) dx 9 


证明设 fV 和 Pr 分别是闭方块 F 和『的分割，则 

P= {Py^Pw} 

给出闭方块的一个分割.如果 h 将 y 分成闭子方块 

y } > 

而 iv 将 F 分成闭子方块 


/ = (/!，•••，/*)， 


W 


JC> 


K = ( k '， …， k )， 


那么将0分成闭子方块 

Q </， JC >， = 「/ x 


如果 


和分别是相对于分割^和分割/ V 的 


标志点组，那么 


. • * 


就是相对于分割 d 的一个标志点组, 


我们记 


_ 

•• 

■ 

\ f ( x , y ) d ( x , y ). 

J Q 


则对任何 e>C , 存在5>0,使得只要 

\P\=m^{\P r \AP,\}<d 9 
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不论对分割户 r 和戶 jt 的标志点组1=恡/丨和7={^} 怎樺选 
择，都有 

• /- C < crO , P ,(!,??))</ + *, 

也就是 

h 

I 

■ 

(3,1) /- ^ ,j? Jf )A^ / Ay jr </ + e. 

J K 

在 (3.1) 式中，让 h 在妒 x 中变动取下确界和上确界，就得 
到 


(3.2) 


^< E(Z 

/ X 


inf /(In^AyjcjAa ;； 


K 


< 



/ 


sup 

〆 r v i 


牵 


+ 8, 


我们指出, 


^ inf /(!”〜)Ayr 


A 


是 y 的函数 j ) 的下和,它不超过这函数的下积分 

. • . 

inf /(!/，〜)△〜 

f) f » 




同样道理， 


S sup /(i ； ,^)Ar x 

* ” IL( W K 

■ 

/ a ；, r ) dy = KI /). 


于是，从 （3.2) 式可以得到 
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I 


■ 

+ a 


T 


我们证明了: 


! im 一 


lim y^hQ^Ax 

I — A 


I 


即函数 gOO 和 &00 在闭方块 F 可积，并且 


gM ^ 


hCx)dx 




Q 


/O ， y)d0v ， y), 


推论 1 设 / Ov ， y ) 在可积，如果对每个* €匕 


f(x,y) 作为 y 的函数在 F 可积，那么 


/0， y ) d 0， y ) 




y 


\ /(«,r)dy 

J r 


dx. 


如果对每个 y^W, fCx,y) 作为; v 的函数在 K 可积，那么 


Q 


/O’y)d0* ，： y) =5 (\ f( x ^r)^ x W- 


特别重要的情形是：如果八 \； r ) 在<?连续，那么 


Q 


* 


I 

L ($ 〆 心) d 



推论 2 设 x … x [ a ' M ] 是中的闭方块, 
函数/00 = /«…， r ) 在<?连续，则有 


Q 


/(艽 1 ， … l jc w ) d (^ 1 , •♦- 7 x m ) 
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在下面的讨论中，我们把 R n + 1 = R fl xR 中的点写成 

n 

_ _ 
h 

(AyX^V.W )， 

并把 R " +1 = R fl xIl 中的闭方块 0 写成 

e - Fxr , 


这里 

fr = L A , Bi . 

引理设 r 和酽如上面所述，而 


• v — >rcR 

I 

是连续函数.我们记 

0={(x,y) €R n+1 |a ： €K, y-(p{x)}j 

^**{(^> 7 ) ^ R n+1 \x^V f y-t(x)}. 

则对任何 V>0 9 存在矿的分割使得这 

s 

分割把<?分成的各闭子方块 (? c / s o 当中，能与 0 或者 V 相交 
的那些闭子方块的体积之和小于 

鼈 I 


证明由于函 数炉和☆在 闭方块 K 一致连续，对于 


B-A 


N 


> 0 , 


iVeN , 


存在心> 0 ,使得只要 


2 




就有 




| = max {\x\ - x[ |}<< 5 a 


I 妒 00 一咖 2) l < 


B — A 

~N~ 


1 妒 OO - 妒 OO I <-^y^ 


暑 


先作 W^lA.B ] 的分割 
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TV: 

这里 

Yk fc = 0, … ， iV. 

P 

然后作 V ^ la ^ b ^ x ^ xla ^ b ^ 的分割 / V , 要求它满足这样 

一 _ _x 

的条件 I 

M 

I Pv I <(5 W . 

我们来考察 Q =- VxW 的分割 

i > W r }. 

这分割把分成若千闭子方块 

I 

Qu . k^y 

对于任意指定的一个7,至多只有两个 fc ， 能使 Q ⑽ = V f xW k 
与妒相交（否则，在匕上将有 A 和 心使得 

I 垆00 — B 9 

I 

这与相矛盾）.于是，能与7相交的闭 
子方块的总体积不超过 

;2( vO ^ A ) 

= 2 -V-S Vo 咿 ,） 

/ 

B — A 

M ^^ VoKO . 

▲ 

稂据同样道理，能与少相交的闭子方块的总体积也不超过 

B — A 

2 ^^ 0100 . 

p 

* 

只要我们事先取 W 足够大，使得 t 

I 

4 VoI ( r )<”. 
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那么所作的分割 P ^{ Py . Pr } 就满足我们的要求：这分割将<? 
分成的各闭子方块 9 c /, o 当中，能与必或者沪相交的那 i 闭 

□ 


子方块的体积之和小于^ 
在下面的讨论中，仍约定 



图 13-4 


r =[ d , 及]， Q ^ VxfT . 

设有连续函数_ 

-I . . . rf ■ 

(PiV ~ >1^czR f 

I 

♦ ••V ― >Wc：R f 

满足这样的条件： 

.• 

«• 

<p(xXip(x )， \f x 

iH I 

我们来考察 <? 的子集（参看图 
13-4) 


E = {(«, y ) ^ p |< pOO < y <0 OO }. 

设函数 /( u ) 在£ 上有定义.将这函数扩充为 

* 

麵 f ZO ， y )， 对于 ( x y )0 € E y 

f (x,y )= < 

I 0 ， 对于 0， y ) € Q \ E . 
如果 / 在可积，那么我 们就说 / 在 £ 可积，并规定 


\ f(x,y)d(x,y) / 0 ， y)d0 ， y), 

J Q 

定理 2 设 £ 是如上所述的一个集合.如果函数 /( x , j ) 
在£连续，那么这函数在£可积，并且 


, * j. ' 

/(^p,r)d(« 5 y) (( f(x f y)dy 

J V \J W( / 


E 


证明容易看出： £ 是一个有界闭集.我们记 




inf / ( x y r) f 


M 


. s ， u >? / ( u )， 


© = Af — /!• 


先痄的分 #1 匕，使得 <? 被这分割所分 成的各 闭子方 

块当中，与0或者 v 相交的闭子方块的体积之和小于 

€ 

1) =~- 

2<o 

■ 

(集合 中与屯 的定义如上面引理中所述）.把这些与少或 

者 w 相交的闭子方块的并集记为丑，又@那 些不与 少和沪 

相交的闭子方块的并集记为万.因为 函数？ 在有界闭集打之上 

是一致连续的，所以存在5 >0,使得只要 

(^1 (^2,y 2 ) e 77, 

KAr,,^!) - (^,rO l<^> 

就有 * 

e 

丨 /( 戈 i ，心〉 - /( 太 2’h) I < 2Voi(0) * 

在分割 A 的基础上，用增加分界的办法进一步将 P 细分，使 
所得的分割 P 满足条件 

\P\<d ： 

I 

设分割 ，将 分成闭子方块 

我们把函数 kx , y ) 在 上的振幅（即上确界与下确界之差) 
记为 

[ ■ 

显然有 

* 

I 

+ ^^<y^>Aj ：； Ay u 

这里表示对满足条#1? C 丑的那些 (/ , k ) 求和 ， IT 
表示对镌足条件的那些 （/,&) 求和 • 分別估计这两 
部分我们得到 


m 


■ 

<0> ☆ + 2Voi<g) Vo 】 ⑻ 

1, - 

- 

^ 疔 • 

这证明 了/在 <? 可积，也就是/在 S 可积（按照我们所作的 

•• 

约定） • 

再来考察函数 7(*， y ) 在<?上的重积分与累凌积分.对于 
任意取定的 a / G ， y ) 作为： r 的函数，在闭区间 
上至多只可能有两个间断点，因而存在积分 •- 

) fix , y)Ay = J f (^ x y y ) dy . 

拫据定理1的推论1我们得到 

_ 

5 /(^» r ) d ( A ； } y ) -J div \ f ( x f y ) dy t 

这就是 

f / Or ， r ) d (龙， y ) y 如 $ /( ac , y ) dr . 口 

■ j-.i ^ ^ V 《痛 > - 

例 1 设一元函数 / 在 [ a,w 连续，一元函数 gr 在 [ C ,« 
连续，试证 

- ►' 

1 I 

I _ 

I • 

(1) 5j fix)g(x)d{x f y) /Wd^^(y)dyi 

f *,« x £， d 3 

(2) Jj / W /( r ) d (^, r ) . 

A ] 

证明把重积分化为累次积分，我们得到 

_ 

. - 

( 1 ) fMg(y)dy)dx 


.i] 


= g(y)dr ^dx 


^ f ( x)dx J g ( y ) dy . 


( 2 ) 


f(x)fCy)d(x,y) 


t *, b } X £§, b3 


[ f(x)dx j /(r)dr 


(5 X 


设 /0， y ) 是二阶连续可微函数.试计算 




d ” 

Bx 9 y 


( U ) dOc ， y ) 


化为累次积分计算，我们得到 


dx 


d 


2 




d ㈣ 


__iL 


dx 


(af,y) )dx 


/08，<5)-/( a ，<5)-/09， v ) T /(«，7) 


例 3 设 A 是 OXY 平面上由直线 




y = 方和 


所 围成的 闭区域 ( a < b \ 又设 Kx , y ) 是在 A 上有定义并且连续 

的一个函数 • 试证 

■ 

I 

(d* ( f(x,y)dy =f dy ( /(u)d». 

)• J 0 J m Jr 

• • 

证明 用两种办法把重积分 

k 

^ Kx , r ) d ( Xi y ) 




祀为素次分（参春定理 2)， 就得到要证的结果. 

4 设 /W 在连续， ^€[ a ,6]. 试证明 


广 
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dt 



dt 




!:7( ⑽ 


(» 


/( Od *. 


证明 我们对积分的层数作归纳.先看二层积分的情形. 
对这情形,利用例3就可得到 

J dt t j l f(Odt dt^ fiOdty 

J 

i 


h 


假设对于 n - l 扈积分的情形结论成立 i 于是就有 



dt 



2 


t 


dt { 


l /0) d ^ 


m 


(n - 2) 

I 

再一次利用例 3 就得到 



0^ 1 -0^70)d«. 





dt 



dt 


2 


p/0)dj 


(打一 2) i 




4 




(f h - 0^/(0 d « 


(n- 2)i 


0» - 1)! 


JX(k-0"7(0 心 

_ 

j 


§4 若当可测集上的积分 


我们先作一些准备，然后讨论展布于若当 （ Jordan 〉 可测集 


上的积分. 


m 



4 ••零集 


分析上节定理2中关于函数/可积性的证明，我们 发现： 关 
键在于/的不连续点的集合具有较特殊的性质.这启发我们作进 
一步的讨论. 

走义设0是中的一个闭方块， AczQ . 如果对任何 
*>0,都存在的分割/»,使得在 g 被 P 所分成的各闭子 
方块矽 当中，与」相交的那些闭子方块的体积之和小 于*, 

即 

L 

I 

(4*1) S Vo 他 )<e, 

Q 4 

那么我们躭说/是一个零集. 

作为约定,我们把空集4也看成一个零集. 

. • 

_ 

仿照上节定理2的征明，容易得到： 

定理1 设 C 是 R" 中的一个闭方块， F 是在0上有定 
义的^个函数.如果 F 在0中的不连续点的集合2是一个零 
集，那么尸在。上可积. 

定理2设9是 R" 中的—个闭方块，^是在0上有定 
义的一个面数，3是 p 中的一个零集.如果 

，(欠 ） = 0， y x €： Q \ A $ 

那么 f 在 P 可积，并且 

(F(x)d;c = 0- 

p 

- - ,「■ 

, 

下面，对零集作进一步的考察. 

■ 

我们把 R •中的开方块定义为如下形状的点集 

(a'jr 1 ) x X (a",r*), 

并约宠 E 

/(G) = max {r* - tr 4 }, 

t < i <tn 

s 

Yt>l(G) = (r 1 - (r 1 ) x … x (r™ — a"). 
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如果开方块 G 的各棱等长，即 

1 

rs = 一 QT 窗 , 

那么我们就把它叫做开正方块. 

引理 对于 R " 中的任何闭方块 

77= x... x la m ,p m ~\ 9 

存在有限个开正方块 

+ 

满足以下条件 ： 

na U G kt 

譬 

^ Vol(G A )<2"Vol(i7). 

4* I 

I 

证明 先考察简单的情形.设 ir 满足这样的条 #* 

• . ‘ - ' 

i 7 的最长棱的长度 ' 

$的表短棱的长度、 • 

对这情形,我们作一个开正方块 G , 使它的中心与77蝻中心重 
合，而边长等于 及的最 短棱的长度的2倍.于是有 

77cG, VoI(C)<2"Vol(77). ' 

对更一般的情形/我们设法把汀切割成有限个较小的 

n ” …， n „ 使得每一个这样的闭子方块 77* 满足条伴 

■ _ 1 

n h 的最长棱的长度 卜 
n h 面最短 棱的长廣、“ 

具 体做法如下：以 w 的最短棱的长度 

- ■ ■ . ,, ■… 

V = min {p l - a 1 } 

1 < i <m 

I 

与其他各棱的长度作比较，如果 

2 l y ^ P k - «*<^2 ,+1 y , 

那么我们就把棱 [« SP ] 分成2 ; 等分，并且过 V 个分点怍71 
的分界面.所有这些分界面把//分 割成有限个闭子方块 
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凡，…，灯 〆 

其中每一个闭子方块 /7 a 都满足我们的要求 { 

n h 的最长棱的长度 /。 

I 


对每个 u ， …，我们作一个开正方块 G ， 使它的中心7与 
n h 的中心相重合，而边长等于 

27=2 min W-cr 1 }. 

这样的 G 满足条件 / 


因而有 


n h c ： G h9 

Yo1(G,)<2^Yo 1(/7 a ), 


9 


nc ： |J G kP 


9 


y] Vol(G,)<2-V Vol(77*) 

* * 1 h = 1 

= 2 m Vo 1(77), 

定理 3 对于 R ” 的子集為以下各条陈述互相等价 


(1) A 是一个零集； 

(2) 对任何《 >0,存在有限个闭方块 


i7,, — ,77 r , 

使得 ， 

Ad U 17,, 2 yoKI7 f )<e t 

/ = 1 7*1 


(3) 对任何 e >0 , 存在有限个开正方块 

Gi ， "* 9 G 秦， 


使得 


# f 

Acz]J G kf 

k = 1 * = I 

P .， ■•!.•• ^ ■- ■ 

证明我们将循以下途径 ffi 明所列各条互相等价 * 
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u (1) (2) (3) (1) n . 

首先证明 “ U ) > (2) ” . 按照零集的定义 ，2 包含 
在某个 闭方块0之中，并且对任何《>0, 存在 Q 的分割户，使 
得 



VoKC . Xtf , 


——这里仏表示 Q 被 P 分成的闭子方块.于是，我们可以 
把满足条件 

Qj n ^ 

的那些 G 记为 
显然这些闭方块使得 

r r 

Aa U 打;， 2 voiwx#. 

f «1 ； »1 


苒来证明 “（2) (3) 




对于 0 ，存在闭方 


块 


a'、 …， n 


满足条件 


r 


气 U 圮， 2 ： VoK/T.X f m . 


对 n '， …， n r 的每一个应用上面的引埋，我们得 到有限 个开正 

I -• ■ 

方块 




这些开正方块使得 


S 


Aa M G h$ 


2 Vol(C0< ； 2-y； Vol <^/)<* 

4 _ 1 


* 


最后，我们 来证明 “ （3) $ (1) ” • 设5是包含2的 
仟意一个闭方块，并设开正方块 

满足条件 

霉 ， 

Acz U ^>1 ⑹ o. 

k = 1 k - 1 

我们可以作 （？ 的分割 P ， 使得 g x ,^, g , 的边界在<?中的部 
分全都被 P 的分界所覆盖.设 （？ 被分割 P 分成了闭子方块 
{?；}. 考察满足条件 

的些闭子方块 <?,. 我们 发现： 每一个这样的都包含在某 
个瓦之中.因而 

VoKP.X ^； Yol(g；) 

fcTj 

r 本 

至此，我们完成了 kii 的证明. □ 

虽然前面给出的零集定义涉及到包含这集合的一个闭方块 
Qf 但从定理3可以 看出： 

推论1 一 个集合 Z 是否零集，是这集合本身的性质，不 
取决于它放在怎样的闭方块之中. 

从定理3 ,还容易撙到： 

推论2 (1) 零集的子集仍然是零集 I 

(2) 有限个零集的并集仍然是零集. 

证明 （1) 的证明留给读者作为练习.我们来证明 （2) / 
设 r 和都是零集，则存在幵正方块 仏，…，見和 
分别使得 

■ 

rc：\J D if 2voi(A)<+ 

/二 1 i -1 “ 


和 
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Jd U c i9 2 VoUC ^< 2 - 

于是， …， 这有限个开正方块就使得 

riMcz(CM)u(Cl G ) 

V Vol(D / ) + i VoKG.Xe. □ 

/ ■ J k a 1 

n 

推论 3 设 J 是零集，则 d 的闭包 CW 与边界 Bd^ 也 
都是零集. 

证明 对任何«>0,存在有限个闭方块 

仏，…，仄， 

使得 

r r 

Aa[j n jy V Vol( 77,)0- 

/ = 1 i » i 

因为 G A 是包含」的一个闭集，所以它也必定包含了」的 

/' = I 

闭包 CU . 我们有 

r r 

^ cuc：\J n ff ^ VoKn^Ce. 

/« i I m i 

这证明了 CM 是零集 • 

Bdd 是 CU 的子集，因而也是零集. □ 

4.b 若当可澜集 

4 

' 对于 R*" 的子集尽可以定义这样一个函数 

， G 00 = { 1 ,如果奸 £ ， 

0 ， 如果 x ^ E . 

我们把 c 叫做集合丑的特征函数. 

以下结果可以直接根据特征函数的定义加以 验证. 
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引理设 是！^ 的子集，4表示空集，则有 

(1) G ⑽ ( 戈 ） = Cj( 戈） + C B (:V) - Cjn B ( 戈 ) j 

(2) C AnB ix ) = C A ( x ) - C B ( x) f 

( 3 ) c ^(_ xy = o . 

如果 A \] B =^ 那么从上面的 （1) , (2) 和 （3) 就可得到 

C A \j»{x)^C a {x)+C b {x). 

定义设9是 IT 中的一个闭方块， Sc <?. 如果 S 的边 
界 BdS 是零集，那么我们就说 S 是一个若当可测集 (Jordan 
Measurable Set ) 或者可量集 (Contented Set ). 若当可测集也 

简称为/可测集.对于若当可测集 S ， 特钲函数 C s O ) 在 Q 
上可积分（因为 C s 0) 的间断点集合是零集 Bd 5). 我们把 

v ( S ) = ( C 5 (^) d ^ 


叫做集合 S 的若当测度 （Jordan Measure ) 或者容量 ( Coiitent ). 
若当测度又可简称为/测度. 

注记1根据本节定理3的推论1和§ 2的定理4，我们确 
信：在上面的定义中，包含集合 S 的闭方块 （？ 实际上可以任 

k 

意选择. 

注记2根据本节定理2,我们 得知： 零集必定是若当可测 
的，并且它的若当测度等于 0. . 

定理4如果 s 和 r 都是若当可测集，那么 

5 UT , snr 和 S\T 

也都是若当可测集，并且 

v(su r)=t ； (s) + v(T) - v(s nr), 
v(s\r)=v(s)-v(snr). 

证明关于集合的边界，有以下关系成立（请读者自己验 
证）. 

Bd(Sur)cBaSUBdT, 

Bd(Snr)cBd5UBd7, 

I 
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Bd ( S \ T ) c:BdS U Bdr . 

如果 BdS 和 Bdr 都是 零集，那么 Bd 5 UBdr 也是 零集， 于是 

I 

Bd ( sur ), Bd ( snr ) 和 Bd ( s \ r ) 也都是零集.这证明了定理 

的第一个论断. 

又，从特征函数的等式 

c sut O) = GO) + c 7 w - c 3nr o )， 

C s \ r (^) = C 5 (*) - C s nrW > 

可得 

v(S \jT) = v(S)^v(T)-v(Sr\T ) 9 

KS \ r >= v ( S )- v (5 nT ). □ 

推论如果 S 和 r 都是若当可测集，并且 v ( sr \ T )^ o t 

那么 

, v ( sur )= KS ) + < r ). 

下面,我们来说明若当测度（容量）的几何意义.设 C 是 
中的闭方块，£是<?的任意子集，是集合£的特征函 
数.如果 G 的分割 P 把<?分成闭子方块{(?,}，那么 


uac £f p)= 2 Vo1 (<?；), 

Q 

_ ■ 

i ( c „ P )= V VoKW . 

Q 7 CJ 

这就是说， V ( C £ t P ) 正好是与五相交的那些闭子方块 ^ 的体 
积之和， L ( C E 9 P ) 正好是完全包含在£中的那些闭子 施 Q f 
的体积之和 (@13-5). 

我们把 


v(E) =^C £ (x)dx 

* lim U ( C £ ^ P ) 

\ P \ 

称为集合五的若当外测度或外容最，并把 
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v (£) =( C E ix)dx 
_ 1 Q 

=lira L(C,,P) 

I 尸丨十 0 

* 

称为集 合 £ 的若当内测度或内 $量. 显然有 

0 <£ (E)<v(E). 

如 果五是 若当可测集，那么仏是可积的，对这情形就有 

!?(£)= V (£)= V (£). 

我们约定把有限个闭方块的并集叫做简单图形.通过以上的讨论 
可以看到：若当测度是外逼近简单图形体积与内逼近简单图形体 
积的共同的极限值.-一这正是通常的面积与体积等概念的一般 

化. 

再回过头来看零集这一概念，我们发以下三件事是互相等 
讎： 

(1) A 是 零集； 

iX ) A 是若当可测集并且<^0 = 0! 
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(3) A 的若当外测度等于0,即 

v (A) = 0. 


4. c 若当可测集上的积分 


设 £ c : R ' 函数 f ( x ) 在集合五 上有定义.于是，函数 
C t ：( x ) f ( x ) 也在集合£：上有定义.我们约定按以下方式把函数 
C £ { x ) f ( x ) 扩充定义于 IT 之上： 




如果奸五， 

如果 X 年 £：• 


不论函数 f ( x ) 在 E 以外的定义如何，所作的约定都不会引起 
混淆.在以下的讨论中，我们始终采取这样的约定. 

定义设 C 是中的一个闭方块， E - Q 是一个若当可 
测集.如果函数 


在<?可积，那么我们就说函数/00在£可积，并把 fix ) 在 
E 上的积分定义为 


\ /(^) dA ；— 
J £ 


I _/( 机 


注记 在上面的定义中，涉及到包含集合 e 的一个闭方块 
Q . 这闭方块实际上可以任意选取.——请参看§2的定理 4. 

展布于若当可测集上的积分，也具有线性和单调性等性质. 
对于这样的积分，还有以下形式的积分中值定理成立： 

定理5 设五是 R w 中的若当可测集，函数 / O ) 和； GO 
在£上可积，则函数 f ( x ) gCx ) 也在£：上可积.如果对于任何 

I 

都有 

芦 </00<尨，^(«»0, 

那么就有 

g(^)dA；< { f{x)g (x^dx gO)dx. 


830 


t 



钲明设卩是 R M 中的闭方块， EczQ t 因为 

0)/00 和 C £ 0)g0) 

都在<?上可积，所以 

C E (x)f(x)g(x)~ (C z 00/00) • (C.Mgix)') 

也在 C 上可积.又因为 V ^(? 都有 

pC f :O)gO)<c £ O)/O)gO)<MC f 00g00, 

根据积分的单调性就得到 

* 

juj C A (.-v)^(^)d^ C E (x)fCx)g(x)dx 

Q Q 

C £ 0v)g (»， 

Q 

也就是 

/i] g(^)d /(^)^ («)d.t< M[g(x)dx. 


推论设 £ 是 R m 中的若盎可测集，函数/00在五上 
可积，并且 

#</0)<似， V ^€£, 

则有 

M 

I 

我们来考察有关重积分可加性的问題.先证明一个引理. 
引理 （1) 设 A 和£都是 R " 中的若当可测集， E t c : 
E . 如果函数 f 在 E 可积，那么 f 在 E 0 上也可 5 L 

(2) 设&和 A 都是 R * 中的若当可测集， ir^u 
E 2 . 如果函数/ 在&和 £,上可积，那么/在 i ： 上也可积, 
并且 
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(/(5c)dac = ( /( 戈 ) drc + j fCx^dx - J /(ac)drc. 

.s e i k 2 Jj njr 2 

证明 （1) 取 IT 中的闭方块 QU 0 . 因为函数 

C ^ O ；) 和 C ^ Kx ) 

都在9上可积，所以 

c £ o O )/ o ) = c £ 。 0 ) . c s o)/oo 

也在<?上可积. 

(2) 则显然有 

E s c:E l9 E 3 ciE 1$ 

因为函数/在&和£ 2 上可积，所以/在£，上当然也可积 • 
又因为 

c [ o ) = c £ 1 00 + c £ 2 00 - c * s (»)， 

所以 

C t (x)f(x) = C Ei (x)f(x)+C g 2 0)/0) - C: ， 0)/0) • 

由此 可知： 函数 / 在 £ 上可积分 , 2 并且 


( f{x)dx=[ /(a;)ds:+ ( f(x}dx - ( f(x)dx. 

J ^ J e n ^jr tf nr * 




定理 S 设，…，仏是 Rm 中的若当可测集，满足条件 

时，是零集。 

我们记 

E=E i (J ljE k . 

如果函数/在&，•••，&上可积，那么/在瓦上也可积，并且 

( f(,x)dx= [ /(x)dx+•*• + ( f{x)dx. 


证明我们对加项的数目作归纳法.首先考察两个加项的情 
形.对这情形，从上面的引理 可知， 函数/ 在 上可积 
分，并且、 



/^) dx = ( /( Ac ) d . T + ( ( 



f(x)dx. 



但 & n £ 2 是零集，根据本节定理2可知 



我们得到 





f ( x ") dx =^ 


fCx)dx+ ( /(x)da; # 

J s * 


假设对 hi 个加项的情形定理的结论成立.我们来考察&个加 
项的情形.对这情形，我们记 • 

E „— E x U ••• U 

根据归纳法假设，函数/在£。上可积分，并且有 

(/(*)d«= ( /(jc)d;c + .“ + ( /(jc)d* # 

Jr 0 Jm x Jg h -i 

t 

容易 看出 ： An a 是零集，根据上面对两个加项情形的讨论, 
我们 断定： 函数/在若当可测集 e 斗 UE k 上可积分，并且 

f /(^)dA；=f / (x^dx+ \ f^x)dx 

Jl J M k 

Of)djf+.“ + ( fix)dx 

Jg k-i 

+ ), f(x)dx. □ 

K k 


设 £ 是一个非空的若当可测集.如果有限个非空的若当可 

测集 

满足这样的条件： 

(1) 时 ，鬲 n 迳是零集， 

(2) L U … U E ^ — Ey 

那么我们就说 P ={ E ir - 9 E N } 是若当可测集 E 的一个分割， 

«• 

并把 p 的模定义为 

ip 卜 max sup {[^ - y I } # 

< 霣 蘑 ,j # I ^ 


S 3$ 



对于这样的分割，任意选取 
并记 


!*{1" •“， 


我们把和数 

fQMEf) 

i -l 

I 

I 

叫做一般积分和（或一般黎曼和）.仿照§2中的做法，还可以 
定义一般达布和（上和与下和），并能推导一系列相应的结果. 
我们不再作细致的讨论了.这里只证明以下很有用的结果. 

定理 7 设芯是一个闭若当可测集.如果函数/在£连 
续，那么/在£：可积，并且/在五上的积分正好是一般黎曼 
和的极限 


( f(x)dx~ Iim ( 7 (/,?,|). 


证明 设是包含$的任意一个闭方块 .因为函数 
c /*)/(») 在 c 中的间断点的集合是一个零集，所以这函数在 
Q 上可积.我们证明了函数/在£上可积， 

因为五是一个有界闭集，函数/在五上是一致连续的， 
所以对任何 《> o , 存在 a > o , 使得只要 

x，yd \x-y\<id 9 

就有 

l/W-ZWK^—. 


设分割/>={&,•••，&}满足条件 

\ P \<^ 

则有 

[fCx)dx-a(f t P t i) 





= V f f(x)dx-X /O ⑹ 

frr J F f 卜 1 

=V ( UM - /( l；))dx 
i jr [ Ji '； 

;= 1 E f 

H ( E ) V ^ E， ^ 

= ― v ( E t ) = e , 

«(£) f^i 

h 

这证明了 

lim or (/, P ,|) =t /(»)(!« . 匚 

lpl -^0 # J s 

4.d 若当可测集上的积分化为累次积分计算 ^ 

对某些情形，若当可测集上的积分能够化为累次积分 • 

同前面一样，我们把 R n ^= R B xR p 中的点记为 

设 g = 是 R ， + ，= R_ a x R / 中的一个闭方块，五是0的 
一个子集，/是在£上有定义的一个函数 • 对于厂，我们记 

£*={ y € R f |(«, y )€£}. 

请注意，对某些可能有如果对某个确定的％ 6 厂 

有 E # 那么就可以定义一个函数 

/(»，.）： 五 ， — >R 

yt ~~ >/ Oc , y ). 

定理8 设 Q^VxW ^ R o4, = R n xR p 中的一个闭方 
块， EcQ 是一个若当可测集， f 是在 E 上可积的一个函数•如 
果对任何狀 F ， 集合反 I 都是 R ’ 中的若当可 测集； 并且对干 
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使得圪的 A 函数 f ( x ，0 在 E x 上 可积，那么 

p 

\ f ( x , y ) d ( x J y ) = \ dx \ f ( x , y ) dy . 

J s Jy J % 

— 在这里和以下的讨论中，为了叙述方便，我们采取这样的约 
定：对于使得 必的 &认为 

\ f ( x , y ) dy -0. 

证明我们有 

(/ Uj ) dO ， y ) = ( C ,0， y )/0， y ) d 0 f ， y ) 

J £ J(? 

dx \ C ,( x : y ) f ( x , y)dy 

J r J y 

_ n 

dx [ C E ( y )/(^, y)dy 

J y Jw 4 

da* \ /(^ 3 y)dy. □ 

上面定理的意义在于：把计算瓜重积分的问题转化为累次 
计算较低重数的积分.对于 m >3 的情形，可以有不止一种方式 
把 /re 表示为 m-n + p . 我们应当考察各种可能的情_，选择最 
便于计算的方案.例如，对于 m -3 的情形，就有3 = 1 + 2和 
3 = 2 + 1两种典型的方案可供选择.具体说明 如下： 

设£是 R s 中的若当可测集，函数/在£上可积.我们 
希望运用定理 8 来计算/在五上的积分. 

第一 种方案 （3 = 1 + 2) . 我们把 R s = R xR 2 中的 

点记为 

( x f y )~( x , y l i y a '). 

设 P =[ a ，&] 和『分别是 IT 中的闭区间和 R 2 中的闭方 
块， 
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Q = V xW^E. 



如果对每一个 x € V 9 截口集合氟都是 H 2 中的若与可测集， 
并且对于使得的 々函数 /(〜•） 在瓦上可积，那 
么 


5 f / 0， y)dOv ， y) = LdA ： L f(x,y)dy 


<Lx 丨 /(* ? y ! ? j 2 ) d ( rSj 2 )* 

a £ % 

如果遵照通常的习惯，把 R s 中的点表示为 （ mO ， 那么上 
面的公式可以写成 



/(x ， y ， z)dO ， y ， 2) = 



/Ov ， y ， z)d(y ， z). 


第二种方案（3 = 2十1). 我们把 IT ^ R / xR 1 中的点 
表示为 、 

设 K 和 IT 分别是 IR 2 中的闭方块和 R 1 中的闭区间， Q^V 
xr =)£. 如果对每一个奸 F ， 截口集合 K 都是 3 R 1 中的若当 

I 

可测集，并且对于使得艮尹 +的々 函数/(^,0在尽上可 
积，那么 


\ /(-^, j)d ( x , y )^\ dx \ f ( x , y)dy 

J £ J y J e x 

* 

=f d ( x l , x 2 ) C , f ( x l , x 2 , y ) dy . 

Jv J 1 • * ‘） 

如果照通常的习惯用 （ ty ,0 表示 R s 中的点，那么上面的公 
式就可以写成 " 

■ 

\\\ /0 ， y ， 名 ) dOv ， J ， z) 



d( 〜 y) L( 


f ( x , y , z ) dz . 


第二种方案恃别适合于计算曲顶曲底柱形上的积分.所谓曲 
顶曲底柱形，是指如下形状的集合 


P J ( x 0， y ) ⑺， \ 

这里设 D 是 R 2 中的闭若当可测集，函数 炉 Gd ) 和 Hx t 
r ) 在^上连续，并且 

y 

9(» ， y)<iK<y )， v Oc ， y)ei>. 

设闭方块0=厂><酽=^，我们 指出： 

T 

Bd £ c = BdDxr)U 少 U 识, 

I 

这里 

z = <p(«,y)}, 

<«»y)€Z), z = ipCx,y)} t 

仿照 §3 中的作法（参看§3定理2前的引理），可以证明 BdE 
是 R s 中的零集，因而£是 R 3 中的若当可测集.如果函数 
/ Gdp ) 在 E 上连续，那么就有 


/0c ， y ， z)<l05 ，： y ， z) 



=JJ d (*, y)j 

r £ (*. 

d ( M)j 


fix , y , z)&z 

fix . y . z ^ dz . 


、下面介绍把重积分化为累次积分计算的一些例子. 

h _ 

例 1 设£是 W 中由直线* — 0, y = A ： 和 y = l 围成的 
图形（图 13-6), 试计算二重积分 


\\ x 2 e ~ r 2 d ( x t y ) 


M 
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解如果采取先对 y 积分再对 X 积分的方案，那么就会遇 
到不好计算的内层积分： 



这里的不好 计箅. 如果先对*积分，再对 y 积分，就能 

a 

够顺利地计算到底： 

/=j dy J x 2 e^ y2 dx 

l 

dy= 4-i. 

I 

例 2 考察 R* 中的圆柱 f + 和 x 2 + z 2 <o% 试求 

这两个圆柱相交部分的体积 F (参看图 13-7) , 

解由干对称性，只须求出第一卦限内的部分体积再乘以 

S ： 

^ = 8⑴ dO 山 z )， 

这里 " 

V 
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E 


(x.Yjz) 


x 2 - 1 - + 



，d O ， y ) ei ?，0 < z<|/a 
{(^ ? y)i^,r>o, ^ 2 + y 2 <a 2 }* 


于是 


厂 = 8 H dO ， y) J 广 ” 2 dr 


D 




8 - x l d (^, j ) 


D 




0 


Va 2 - x 2 dy 


} 


9 


0 


( a 2 - x 2 )dx 


16 
3 





另一种计算方案为 


厂 =8 出 d(x ， y’z) 


£ 


8 


J # dA ： JJd ( y , z ) 


* 


这里& 是一个正方形 


E x 


( r ^) 


o<r<i / 

0< z < l / 


;}• 


用这方案计算同样得到 




m 


V 


0 


( a z - x 2 ) dx = 


例3试计算积分 



d ( x , y , z ) 


/ (1 + ^4-j + z) 3 
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Jr6cf 1 




对截口尽与 t 也可作类似的讨论.于是，我们求得 


K 1 分 + 


nac 

T 1 * 


b 


y 


3 



Jtab 



1 


dz 



5 


^ abc . 


例 5 如下形状的集合被称为； i 维单纯形 


CXr ) 


(龙 w B ) € R 


? 


> 0 , 


】+•••+ x,^r 



试计算 CXr ) 的体积 WXr \ 


解我们来归纳 r,(r) 的一般公式.首先， W , (r) 与 
0) 很容易 求得： 


[( r ) 


T 


dx 


0 


w t ( j ) 


dx 


2 


0 


^ |< r ** 2> 


Ax 


r 


(r - x 2 )dx 


2 


假设对任何 r >0 已经求得 


u ) 


(打 一 1)! 


那么就有 


W 


々 H . d ^ L . ( < 


d ( a " …， 
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r 


W n ^(r - x n )Ax 


A 


r 


0-1)! 


( r - x } i y ^ dx m 


—r\ 

n \ 


设艮 ( r ) 表示半径为 


的 


维闭球体，试计算 


BXr ) 的体积 VXrX 


考察 n = l ，2,3 的情形，可以猜测 V n ( r ) 具有如下形式 


的表示 


VXr ) 


n 


_ 


我们来证明这公式并推导系数 


n 


VXr) = 2r 


的递推关系.显然有 


； = 2 - 



对一般情形有 


y .( r )~ t 


dx 


d(^x 


m 





i(r 2 -xl) 


2 




2a 


i ( ( r 2 -龙 0 
^ 0 


2 


^ x 9 


2a 


J 


sinldf 


0 


a 


n 


» 


我们看到：系数满足递推关系 



n 


2a 


siii n idt 



2. 


0 


从这递推关系可以求得 


m 




• • • 


A 


其中表示积分 




sin^fdf. 


0 


根据第九章§6中的计算， 


我们求得: 


0 


(瓜一 1)! ! 



m 


对奇麵 m ， 


(m- l)j | ^ ir 


m 


2 —’ 


对偶数 


a x = 2 n a 2 = jt. 


a 


4 


3 


丌， 


a 




a 


2 


K 


a 


5 


n 


2 


15 ， 


VXr ) = 2 r 9 


厂2(「）=开尸％ 


V ,( r ) 


4 


nr 


VXr) 


丌 V, 


lo 




与 VXr ) 的一般表示式为 


a 


2 灸 


2 


Ik 


Z \ h Jt* 


⑼ 


k 


« 


a 


2* 


2 


2k 


(2k+l)n 


7 t \ * 

2 ) 


2 * +l Jt 


k 


(2/c + l)| [ 


V 2 k ( r )^ r^ f 


^a + i(0 


2* +1 n 


(2ft+1)! 


ajt + 
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§5 利用变元替换计算重积分的例子 


在学习一元函数积分学的时候，我们已经熟悉了定积分的变 
元替换法则.设 /=[«,#] 是一个 ffl 区间 ， A /— R 是一个连 
续可微函数，满足条件 

V / € int/. 

如果函数/在闭区间 g ?(/> 连续，那么 

(5.1) I /0)<1 文 =\ f{<p{0)(p'(t)dt t 

注意到 

如果炉 ( a ) O ( y ?)， 

〆 /) = { 

< PM \ 如果炉(《)> 〆 《， 

I 

我们可以按以下方式改写 （5.1) : 


m ) 


/0)d 


士丨 f(x}dx 



f((p(0)<p'(0dt 


J a. 


这样得到 

(5.2) \ f(x)dx = \ /( 炉 (t))|?>’(0|<U. 

J^(/> J J 

m 

_ 

对于多重积分，也有类似形式的变元替换法则： 
定理设》是 R " 中的一个开集， 



(pi O ― >R m 

是一个连续可微映射， EciD 是一个闭若当可测集.如果 

■ 

(1) detD 屮 ( 尤 )/0 ， V i € int 五 , 

n 

( 2 ) 97 在 int ^ 中是单一的， 

那么 < P ( E ) 也是一个闭若当可测集，并且对于任何在 g >(, E ) 上 
连续的函数 Kx ) 都有 

(5.3) t /(5c)dx= ( /(p(0) IdetD^(f) [di. 

JpiS } J B 

这定理的证明过程比较长，我们将在下一节中予以介绍.本 
节先来看看运用变元替换公式计算重积分的 例子. 在计算一元函 
数定积分的时候，作变元替换是为了简化被积函数.对于重积分 
的计算来说，运用变元替换公式除了仍有简化被积函数的作用而 
外（这一点比较起来并不那么重要），更重要的目的在于简化积 

分 区域. 在实际计算的时候，需要根据积分区域的几何形状，选 
用合适的变元替换. 

5 .a 二重积分变 元替換 的例子 

对于二重积分，公式 （ 5 . 3 ) 可以写成 

J ) f ( x f y ) d ( x t y ) 

) 

^ J $/(*( w , v ), y ( m ，幻) ) j ， :) _ d (“， 

-—这里的集合 £ 与映射炉： 

r x = x ( u t v ) 

^y = y ( u y v ) 

应满足变元替换定理所要求的条件，函数/在 D = cp ( E ) 上连 

续. 

例 1 设 （一 元）函数/在闭区间 [- 1 , 1 ] 连续,则有 

846 



f ( x + y ) d ( x , y ) =J f ( u ) du . 


解上式左边的二重积分，其积分区域 P 由四条直线 
士 7=土1围成（图 13-8). 这提示我们作变元替换 





(L /0 ° 扣) 


du 



/(w)dit. 


注记在例 1 中，最初的二重积分展布在这样一个闭若当可 
测 集上： 

我们希望确定一个闭若当可测集 一 个包含 E 的开集 P 和 
一个连续可微映射 

要求这映射满足 条件： 

(1) detD 炉 (w ， v)#0， V (u,t?) € intE, 

(2) 炉在 intJB 是单一"的， 

并要求 


• (p(,E^ = D. 

我们的实际作法是： 根据及 的几何形状确定一个变换 

r u = x-{-y 9 

i 

L v=x - y 9 

这里 # 在包含的一个开集 F 上连续可微，并且满足以下条 
件 


(10 detD ^( x ， y )#0 ， V (*, j ) € V , 

(20 #在 K 中是单一的. 

于是是一个开集， E ^ f ( D ) c~W 是一个闭若当可测 
集， < P —— 1 满足变元替换定理的要求. 

上面所说的做法可以加以推广.一般说来，如果积分区域 D 
表示为 

那么我们可以试作壶换 ' 

^v = v(x,y ) 9 

I 

这里要求 0 在包含 D 的一个幵集厂上连续可微，并要求它满 
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足上商的条件 （10 和 （20 .參在 r 中的单一性意味着： 
对任意确定的 （ A ， iO , 至多只有唯一的能够使得 
^(^ ojyo ) = ( u 0 ,»*). 我们可以用几何式的语言来表述这一条件. 
考察两族曲线 

u (^»y) == con9t 和 y) — const. 

条件 (20 等价于说：第一族曲线中的任意一条与第二族曲线中 
的任意一条，在 P 中至多只有一个交点.在实転解题时，对某 
些情形，只须根据条件（: T ) 和 （2 ') 确认 < p 呼 1 的存在， 
并不一定需要求出 * 的具体表示. 




试计算 


⑴ 




(x + y) f 

i 1 + 0 —y) 


dO ， y )， 


( 2 ) 



( x % - y f yd ( x , y ). 


I * I + I r I ^ i 


用例 l 中的变换，我们求得 




d ( u ， t ?) 


, I 




du 


L 


dv 

1+t? 



u p v p d(u $ v) 


t 


J u^du ^ v r dv 


B 


2 

ip + 1) 1 


，如果 P 是偶数， 
， 如果？ 是奇数. 
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例 S 考寮抛物线 〆 = y i = px 9 ^ =打和 x *— 6 y 

(0<«<於， 0< V <3) .设 D 是由这四条抛物线围成的闭区域, 
试计算* 

( 1 ) D 的面积 a ( D \ 

(2) /=33 *y d(u )， 

p 

(3) 



r > 9 




解 


(参看图 13_9) 闭 K 域刀的形状提示我们作变换 


妒: 



计算变换的雅可比行列式得 


a(x ， y)— 



2 x 

y 


沒 0»， y ) 


rl 



y 


_ 


2 r 

rnmmmm 



y 


■ TTT ■ 


3, 


3 * 
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例 4 设 D 是第一象限内由双曲线 xy = a y xy ~ b 与直线 
y == P x > J ~ qx 围成的闭区域 （0〈 fl 〈&， 试计算 

(1) D 的而积 aCD ) 9 

D X 


(3) 



(参看图 13-10) 闭区寧 /) 的形状提示我们采用变换 



计算雅可比行 列式得 



图 13-10 


9(^u , v) 

■ ■ ■ ■ P T - ■ 

^(x,r) 


沒 0， y ) „ 1 

d{ujv) 2v 

利用变元替换公式，我们得到 



a 


(/ >)=SS d(x ； y) 


b 


du 


D 


\： 


2v 


dv 




峨 


6 ■ 


(6 3 




)(g 一 p). 


注记利用变元替换计算面积的公式为 





0O ， y) 

hfl — ■■圓 ■ 

汐 （ u ， r ) 


dudt ?. 


我们把 


50， y ) 

*- ^ ■—— ^_ ■■圓 

^( u , r ) 




叫做曲线坐标下的面积元.下面，我们来说明它的几何意义. 
首先指出这样一个简单事实：以两向量 


i = ( 在 i ，” t 〉 和 
为相邻两边的平行四边形，其面积为 


d ，”*> 


* L 


fj 


2 


2 


的绝对值.其次，如果用平行于^轴和轴的两族直线分 
割闭区域 D ， 那么边长为 M ： 和 Ay 的微小矩形的面积应为 
^ xAy . 我们把 

dxdy — ^x^y 

叫做直角坐标系中的面积元. 

现在，假设我们用两族曲线 

S 

u^x^y^) —const 和 = const 

来分割闭区域 /)• 这里要 求映射 

f u = u(xjy ) 9 

t { 

v=v(x^y) 

在包含 d 的一个开集 r 上是连续可微的，并且满足以下条件 

(1 ’） detD 妒 0,3^) 尹 0 ， V(*,3r) 


(20 # 在 厂 中是单一的. 

这样的两族曲线形成厂中的曲线坐标网.我们来考察这曲线坐 
标网中一个微小的曲线四边形的面积（参看图 13-11). 





图 13-11 


设这曲线四边形为以下四条曲线所围成 


u ( x 1 y ) = u 0P 
v(x,y) = v of 


u(xjy) =u 0 + Au ； 

p ( jc ， y )= p 0 + A »_ 


于是，这曲线四边形的四个顶点分别为 

I 

(»。，7。）= 00^ ， i ?。)， y ( u M v 。))， 

(U 、） = (x(u, + Aa ， O ， yOh + Au ，％)， 

( 々 ，)、）= (x(u 0f v 0 + AiO ， y(u 09 v ，+ Av)) s 
(x^y^) = (x(u 0 + Au,v 0 + Av) f y(w 0 + Att ，》 0 十 Av)〉. 

对于充分小的 Au>0 和 At ;>0 , 可以认为 


Xr - X n ^ 


dx 

du 


Aw, 


Yx 一 7 产 


dy 

du 




dx 


x 2 - x 0 




dv 


At? 


y ^- ro ^- f ^- At ；. 


我们可以把这微小的曲线四边形近似地看作一个平行四边形（参 
看图 13-12) ,它以向最 


✓ 


m 


羞 


'(A , 90 


(4,外） 







图 13-12 




dx A By 


Aw ) 


和 


b 


dx 




dv 


Av 


dy 

■ ■ ■ 

dv 


til) 


为相邻两边.这平行四边形的面积为 



b\ 


彡 0 ， y) 




! AuA». 


我们看到 


沒 Qc ， y) 


dudv 


彡(尤， y ) 

diu ^ v ) 


Au^v 


近似地表示了曲线坐标网中一个微小的曲线四边形的面积， 
正是因为这个缘故，人们把它叫做曲线坐标下的面积元. 

例5设（一元）函数/在闭区间[0，1]连续，试证 



/W)dO» ， y) 


(/( w ) dit . 


解采用极坐标变换 



rcos 茯 


<P 


y— rs 


m 0 



就可以把 


E = {(厂，玢 ） | O ^^ r ^ l ， 0<0<2托} 


变成 


D={0 ， y)U 2 +y 2 <i} 


计算变换々的雅可比行列式得 


彡 （ x ， y ) 


沒 （ r ，0) 


cos 9 


rsin$ 


4 


sin 


roosO 


r . 


在整个 （ r ，0) 平面上，映射 P 是连续可微的.在 £： 的内部有: 


⑴ det 卸 (r ， 0) 

(2) ^ 是单 一的 . 


> 0 , 


验证了这些条件之后，我们确信可以用史来作变元替换•于是得到 


55 /0^ + y 2 )d(» ， y) /(r 2 )rdr 


D 


(/(w)dii. 


注记极坐标表示的面积微元为 


办， y ) 


drd0 = rdrd 良 


请参看图 13-13. 



曲 18-18 


例 G 设二元函数/在闭区域 连续. 对以下情形 （1) 
和 （2) ,试用极坐标变换把 
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化为累次积分，其中 


(1) 0={O，y)|a 2 <y+y 2 <6l, 

(2) D = {(* , y) | a; 2 + y t < i 2ax} . 

■ 

解 （ l ) 作通常的极坐标变换就可得到 

■ 

h. p •• 


d 0\ /(r cos 6 ，rsin 沒 ） rdr 

v a 

_ 

(2) 以 ( a ,0) 为极点，作极坐标变换 

x = a-\-rcosO 
y = rsin 0 9 

我们得到 




\\f(x y y)d(x,y) 


0 


ddl /(a + rcos0,rsin^)rdr 

J 0 


例 7 球体 f + y 2 + 2 2 < a 2 被圆柱面 x ^ y 2 ~ ax 所割，试 

计算割下那部分立体的体积 r (十七世纪意大利数学家维维安 
^( Viviani ) 曾提出过类似的问题.所以这立体又被称为维维安尼 

立体 •） 

解（参看图 13-14) 利用对称性，所求的体积可以表示为 


V = 4^ Jv / a 2 - X x — y 2 d ( x ， y ) 


耆 


其中的 Z ) 是 OXY 平面上第一象限内的半圆 

x % + y 2 ^ax f 

作极坐标变换，我们得到 



«C0 B 0 _______ 

l / a * — r 2 rdr 

I 
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图 13-14 


4 

3 





(1 - sin s d)d0 


4 


ai (~2 


8 


r na 3 - — 


例 8 试证明 




e^ x2 dx= l/I, 


04 


解因为 


e 


X 


2 < 


l + x 2 9 


所以两积分都收敛.又，显然有 


M 


e 


X 


d 戈 




m 


\ 


e 


X 


2 dx 


€ 


Sc2 


dx . 


0 


所以只须计算其中任何一个就可 以了. 下面，我们来计算第一个 
积分•考察 


Q 


/(^) 


e 


X 


2 dx . 


a 
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# 


我们有 


0(a)) 


a 


e 


2dx s 




e^ yZ dy 



e 


一 （龙 2 


MO ，，）. 


d , « ] X[- 


显然有（参看图 13-15): 




e 


^ + 


M 0 v ， y ) 


a + y M < 


<(/(a)) 2 < 



f WM 0 c ， y ). 


7 2 <29 


换极坐标计算可得 




e 


2 ^2 


) dO ， y ) 


2JI 


a 


d6 \ e^ r rdr 


2 


0 


ft 


兀 （ i-d. 


同样可得 



f WM0c，>0 


ir(l - e 






于是有 


n(l-er ， )<(/(a)) 2 «l-f 2 ). 


由此可得 
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lim (/(a)) 





dx 


lim 


/(a) =1 / 




参 


锎 9 试计算积分 





解先作变换 



⑽， 


y=hv 


我们得到 


ab 



V w 2 + r 2 d(w ， v〉. 


a 


再作极坐标变换就得到 


f2n /• 1 

ab\ dd\ r 2 dr 
J 0 J 0 


2 


3 


ab. 


其实，我们可以把两个变换合起来，从一开始就令 


arcos 0, 


y 


brsir\6 


这样的变换被称为广义极‘标变换（或者：椭圆坐标变换），其 
雅可比行列式为 


汐 0 ， y ) _ 




acosB 
b sin 沒 


arsing 
6rcos 汐 


abr. 


5. b 三霣积分与一般 n 重积分变元替换的例子 


对于三重积分的讨算，常用的变换有柱坐标变换与球坐标变 

换. 柱坐标变 换为： 

* 

" A ；= rco 80 f 

•• 

_ 

〆 y ^ rsinO , 
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通常让 0 在[0,,2«]中变动 • 柱坐标变换的雅可比行列式为 

發 （ x ， y ， z ) 

_ 

柱坐标表示的体积微兀为 

Hx,y,z) dr d6dz = rdrd9dz f 
Hr ^ Q ^ z ) 


请参看图 13-16. 
球坐标变换为 



rcos0cos<p> 
r sin^cosfl ?， 


rsinq > 9 


通常让 <9 在[0,2幻中变动 ， <P 


在 



2 ’ 2 


] 中变动.球坐标 



变换的雅可比行列式为 


9 { x , y , z ) 

$( r , 6 ^) 


r cos 炉 . 


球坐标表示的体积微兀为 


4 


沒 Qg ， y ， g) 


drdOdip 


cosq?drd9dq>f 


请参看图 13-17. 

例10 计算三重积分 


/ = + 〆 d0r ， y ， z )， 

S> 

其中的 D 是由锥面** +，二 Z 2 与平面2=1围成的锥体（图 

13-18). 

解采用柱坐标变换，我们得到 
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明 13-17 


图 


0 


( r 2 - r 3 )dr 


6 . 


例 11 试计算 


仙㈣ 


dO ， y ， z) 


D 


这里 /> 是椭圆柱体 


1 

f ix } y,z) 


A ； 


2 


j 

I 

<1， 0< s < c }. 


解作广义柱坐标变换（椭圆柱坐标变换) 

arcosSy 


皆 

y^brsinOf 




我们得到 




dr 





o 


ab(e A rl)U 


c 


1). 
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例 12 试计算 


k 

JJJ W + z2 ) d ( T ， y ， z )， 


D 


这 1 是由锥面 z = Vx ^ f 与球面 x 2 + y 2 ^ z 2 = a 2 所围成的 
闭区域（图 13-19) * 



解作球坐标变换可得 


抑 \ 


0 



a 


costpdr 


a 


(2 — VY)n 


5 


_ 


例13试计算 



A 

( x 2 + y * + z 2 ) d ( A ；，) ， 2 〉 


解方法一作通常的球坐标变换 

I 

rcos 9 cosq > 9 

I 

_ 

■ 

y = rsindcos<p ， 


X. 




z = rsin ( p 9 


3坶 



这里0<0<2兀，0<炉<|， 0< r <2 flsin 炉. 我们得到 

， A 


H h /2 (• 2 n 1 

dq>^ d0J 


0 


r 4 cos(pdr 


64 
5 



4 


sin 5 g>cosq)d(p 




方各二（参看图 13-20) 
从积分区域的形状得到启发，我 
们选用以 （0,0,(!) 为极点的球 
坐标变换 


{ x = rcos 0 cosg ) 9 
y—rsinOcosq> 9 
z=r sin 史十化 


这样求得 



/== W 


d 沒 


o 


ff /2 


(r J + 2ar sinq>+a 2 )r 2 cos q>dq> 


= 4 n [ (rW)r*dr = 琴五 

Jo 15 

例 14 试计算 

I 

7 = + _* + y + 2)0 v_y + z ) d 0 c ， y ， z ), 

D 

这里的 /> 是闭区域 

- x 十 y+ 2 <i ， 

0< x-y + js < l . 

解我们作变换 
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r 


I 






x + y- 


jc + y+z ， 


y + z m 



计算雅可比行列式得 


B ( x , y , z ) 


1 一 1 




4 ， 


9{x,y,z) _ 1 


彡 （ Ii ， V ， W) 

通过变元替换计算积分得 


4. 


rn 1 

0 v 0 v 0 


uvwdu^v^w 


32* 


例15采用另一种较简便的办法，我们再来计算《维球体 


BXa ) 的体积 


VXc ) 


<!(々，••_，》«) 


首先，通过对低维情形的考察，可以猜测 

的系数 A 不随球的半径 a 的改变而改变.下面，我们归 




納证明这一 


m 




，并求 



n 


的具体表示. 


W 


假说对于维数</1-1的情形，上述推测已得到验证.对于 
维数 = n 的情形，我们可以把 v n ( a ) 表示为以下的累次积分 


< K »， y ) 




利用归纳假设，我们求得 


VXa ) 


V^iVa 


y 2 ) d (*，}0 



( o 2 —戈 2 — y 2 ) 


dO ， y ) 


3 辑 




t 




# 




a ^\ 




d 6 


0 


(( o *- r 2 ) 

^ 0 


n 

2 


rdr 


这里 


2 丌 ((1 - s 2 ) 2 

J a 


sds 


2^ 


n 


U 


W ， 


容易求得 


i ^ 

4 r 


于是得到 


a 


n 


a 


R 


<Xl—V,{\)-2y 

Ot—V 2 ( l ) = Jl . 


卜 1 


2 k n 


k 


(2 k - 1)!! 


a 


it 


k 


21 


F u _ j ( a )= 


k ， ， 

* 

2 h ^ t k 


1 ， 


( 2 k - 1)m 


a 


2k —\ 


V 2 k { a ) 


Jl 


it 


fc ! 


a 


tk 




最后，我们介绍 n 维球坐标变换 


= rcos^j cos0 2 * “• • cos^ _ 


n —2 


x 2 = rsinO i cos9 2 

r sin 


• ♦■ 鲁 • 


cos 沒 

cob 9 


It 


X 


X . 


rsin9 


cost — i 
0 n ^ 


\ 


2 


CO 成 

, ■ 

rsin^ T 


see 




这变换把闭长方体 


(5-4) 


0< r <^， 0<氏<2冗， 




2 


变成闭球体 


? + … + 


在闭长方体 (5.4) 的内部，球坐标变换是单一的.对这范围内 
的点，我们来计算变换的雅可比行列式 . 


人 




) 


沒 (j，o 




首先，请注意这样的事实 

dx { 


de 


rsin^^-t dx 
cos ^^. 


dr 


1，2 ， …， — 1_ 


我们 fc 八写成如下的形式 


I 


dx 、 

■■ ■ ■■ — ■ j 

^ X n-\ 

■ ■ 

dr 

dr 

dx x 

^ X n-\ 

d6, " 

dQ, 

i 

dx x 

i- 

^■^n — 1 

■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 

~ ■ • • 

机 -2 


dx' ' 

i m. m 



1 机 - 


sinO 




rcos ^ 


#■ 


给这行列式的最后一行加上第一行的; l 倍，这里 


A 


rsiti0 


cos9 


我们得到 
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i 


dx x 

k-i 

■_巍 1 

dr 

dr 

3x x 

dx n ^ t 

_ b4 n 1 

36, 

dB x 

dx' 

… 


沒 6 U 


sin 匕 





由此得到 





(5.5) 



3 (^X\ ^ ^ 1 ) 

沒 （ r ， l ， …， 0, 一 2 〉 • 


但我们有 

A=$COS0„ 一 ” …， 

这里无，“•，兄 - t 是 / l - l 维球坐标变换的表示式 


x x —rcos^i cos0 2 . cos9 n _ ， cos0 n 一 ” 

X 2 = rsin0 1 cos$ 2 . cos9 n ^ z cosO n „ 2f 

(^3 = rsin0 2 . cos8 n ^ 3 co&0 n - Z9 


x 


2 


rsin0 n „ 3 C{is0„ 


2 t 


/v 

Ua-l 


rsi 


n 6 


2 


所以有 

(5.6) 


沒（龙 1 ，尤 2 ， 


X 


沒 （ r，A ， …， 0 ft — 2 ) 




/ l ) - 1 CQS f ，-1 0 (| 


由 （5.5) 和 （5.6) 就得到 


(5.7) 

我们已经知道 

(5-8) 

从 （5.7) 和 (5.8) 就可得到 


J n = rcos^ 2 6 n .rIn^i. 


r. 
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■ ■ 

注记 还有其他表示形式的球坐标变换，例如 * 

X { =pC 08 <p 1? 

: v 2 = p sin 

— p sin^ L sin<p 2 c 0BQ9 3 , 


i — psinqp! . sin^? rt ^ 3 coS(p n - t , 

x n = p^\nq) l . sing9 A — 2 sin 炉•一 “ 

p 

这种形式球坐标变换的雅可比行列式为 

汐 O" w •， : Q 
80,炉1，…，扎…) 

= p n ^ x sin n " 2 g ? 1 sin ” 一 ’ 炉 2 •“ 2 . 

对这种形式的变换，通常让 p 爪，…爪 在如下的范围内变 
动： 

b 

I 

P>0 ? 0<<pv，h— 2 <^， 

兀 . 

. 例 16 把以下童积分化为单 积分： 

_ 

T 

* ' 

_ 

J 

_ 

C 

1= ) /( I /幻 + … + W ) dO " …， aO ， 

'(•) 

这里设 

* 

B n M = Ka ，•“ ，: Ol 戈 》 + ••• + } ， 

I 

并设（一元）函数/在闭区间 [0,fl ] 连续. 

解作球坐标变换，我们得到 

/^J^dr^/WI/Xr^yfd^, 

_ J > 

• • 

_ 

这里 S 是满足以下条件的0 =0, ，…， I-:)的集合* 

h 

沒 1 < 2 芘 ， — ~2 * *** * 



而 /„< r , d ) 是球坐标变换的雅可比行列式 

/^(r,©) =r ,l " -l cos n ^ 2 0 rt ^ 1 cos ,i r 3 0 Il ^ 


cos 9 


显然有 


JXt ^ 


1 八（1，队 


由此可得 


: d/^/Wl/ n (r ， 0)| ⑽ 

■ 

\ /(r)r n_1 dr ( |/ n (l ，沒） |d0. 

Jo J 5 


下面，我们设法计算积分 


1/XM ) 賦 


s 


用等于1的式子 


n\ r n ~ x dr. 
j 0 


与之相乘就得到 





l dr 


\ JXl ,0)1^9 


S 


= j J 八 ( r ，0) | d 0 


dx 


n 


=nF 乂 1), 

这里 L ( l ) 是 n 维单位球体的 体积. 利用这些结果，我们得 


到> 


a 


0 


dr( /(r)|/ # (r,^)|d0 
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§ 6 重积分变元替换定理的证明 

，在上一节中，我们已经陈述了重积分变元替换的基本定理* 
定理 设 D 是 R m 中的一个开集， 

(P- Q —>R" 

是一个连绿可微映射，瓦 cD 是一个闭若当可 测集. 如果 / 

4 

(1) det V t^intE f , 

(2) 沪在 int ^ 中是单一的， 

那么 < P ( E ) 也是一个闭若当可测集，并且对干任何在 < P ( E ) 上 
连续的函数 / C 0 都有 


(6.1) ( /(^)d*= [ Dq)(t)\dt^ 

i*P (£> J E 

a 

I 

本节就来证明这一基本定理.为了叙述方便，我们把证明过 
程分成小段，先陈述并证明若干引理，最后完成定理的证明. 
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6. a 若当可测集的变換 


对于 *= OV "，^")€ R m 和？=( 〆 ，••• WR "， 我们约定 
记 

pO ， y)= | 欠 -y| = max - y f l.. ' 

在涉及若当可测性的讨论中，采距离往往比用欧氏距离更 

为方便.——因为按照这种距离定义的邻域是便于计算体积的开 

• • 

正方块： 


WR 叫 pO ， a )<7?} 

=(a 】 — 巧 ， a 1 + 77) x … x {a m - ?7 ， a m + ”）• 

对于 x ^ R % ^ SdR -, 我们又定义， 

p 

p(x ， S) =infp(x ， z), y 

对任意 as , 我们有 

zoO ,2)< p ( x ， y ) + p ( y ，2). 


由此可得 


p(A ： ,S)<p Ov ， y) + p ( y ， S) • 


由此又可得到 


Ip (〜 s ) - p ( r ，5)]< p ( x , j ). 

由此， p ( x , S ) 作为的函数是连续的.如果 F 是 IT 中 

的一个闭集， 代 F ， 那么存在 (5 >0,使得 

• V p ( x } d ) f ] F =^ 


因而 


/ o ( x , F )>(5>0. 

对于任何一个集合 ScR » 和^>0,我们约定记 — 

5,= {^ R ^ IpC ^. SX ^}. 

显然心是包含 S 的一个闭集.另外，如果 S 是一个有界集, 
那么是包含 S 的一个有界闭集. 

引理1 设 o 是中的一个开集， 


<pt O — 

^ * 
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.- ； v^. 




是一个连续可微映射.则对任何紧致集 

KczD f 

存在实数使得 

% 

l<p(*) -<p(r)i<^U-rt> v 戈， y 义 

证明 我们记，八公.变元 r 的连续函数 
紧致集尺的某一点《达到它在炙上的最小值 


inf p(x t Fy t : 

因为 F 是闭集， a ^ F , 所 ^ T 

, C^P<ix,F)>O t 

记7 显然 

r 

I 

1 

{ y ^ R n \ p < y , F )< n } 


是一个紧致集，并且有 




KczK v ciQ^ 


我们记 


1= sup i Dg >(|)| 

i * k n 

M = supi<p(|) I, 


A = aux 


{u 


2M 




如果 x . y ^ K 使得 


那么联结 x 
因而有 


U - y |<”， 

I 

与 y 的闭线段包含在尺,之中, 

[ af , y ] eK „ 

h k 




J 

\ip(x) -q>(y)\ 

m 

I 

<(sup |D9?(|)|)-1*-j| 

s' d y] 


<L|* — - yU 

如果 *， y € K 使得 



那么也有 


\x-y\ >?/, 


kOOi(y)l<2M<A；7 

引理 2 设公是 R" 中的开集， 

<Pi iQ ~ — > R w 

是一个连续可微 映射. 如果 W 是 R* 中的一个零集，它的闭包 

ClAciD , 

那么 ( p ( A ) 也是一个 零集. 

证明因为 F=R"\^ 是一个闭集， pix , F ) 是变元 x 的 
连续函数， CU 是一个紧致集，所以存在 a ^ C \ A 9 使得 

p(o,F)- inf p(«, J F)=^>0 # 

* ^ C 1 ^ 

■ 

记 ^==|- C , 并记 

显然 K 是一个紧致集.根据引理1，存在常数 A >0, 使得 

(6.2) \<p(x) - ?>(y)|<A|A；- y !, ^ x,y^K, 

对于任意给定的 e >0,我们取 

h ■* 



a* a 是零集，所以存在开正方块 

-I | 

使得 

t ^ r 

Aa Ug„ 2 voi(cy<^. 

/ = i / = i 

不妨设所有这些 a 都与 j 相交（否则可以去掉一些多佘的 
a ). 因为 

所以 

I 
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由 （6.2) 式可知，毎个 < pCG } ) 都包含在某个开正方块义之 

r 

中，这开正方块满足条# 

VoKH . XA - YolCG ,). 

于是，开正方块 I ，…‘， H r 满足条件 

I 

' _ ， _• 

r 

^(^ cU ^ C^cr Cjff r , 

j 

r T 

X VoKH ^ A ^ VolCG ^ Xe . 

/ = J ； s 1 

•■: - 

这证 明了沪 oo 是一个零集. □ 

设炉： R " 是连续可微映射， EaQ 是若当可测集.如 
果想要考察集合 < P ( E ) 的若当可测性，就需要了解是 
否 零集. 请不要误以为 

Bdgp (£) = (p (Bd E '). 

以下的反例说明了这等式一般并不成立. 

例考察 R 2 中的点集 

五= {(«， y ) l * 2 + y 2 < l ， y > 0 } 

和连续可微映射 

炉： R 2 — > R * 

(戈， y)i ~ >( x 2 - y 2 f 2 xy ) 

• • 

(这是复映射所对应的实映射）.显然在 E 的内部是 

单一的，并且 

j 

• 、 * ■ ^ r . 

* 

\ 2 x - 2 y 

det Df ( x 3 y )=[ 

1 2 j 2 x 

I 

4 

= 4 (方 2 + /)> 0 ， V Oc ， y ) eiia £. 

但即使在这样的条件下，仍不能保证 

Bd gp(£) =^?(Bd £)• 




375 


tu ± 9 E 的一部分边界点经 y 映射之后变成了 9>(£)的内点， 
所以对本例的情形有 。 

I 

Bd<p(E)y^<p(BdE). r 

. • 

引理5 设夕是 IT 中的一个开集， 

I 

<Pt 

k 

是一个映射， EczQ 是一个有界闭集. 

(1) 如果中是连续映射，那么 炉 (五)也是一个有界闭 
集； 

(2) 如果#是连续可微映射，并且满足这样的条件 

det DpOO ^ O， V A ^ intJE , 

那么 

证明 （1) 我们指出 ?>(£') 是一个列紧集，因而也就是有 
界闭集•设是 < p ( E ) 中的任意一个点列.因为 v n e < p ( E) f 
所以存在 u 成 使得沪 n = l ,2,-. 因为五是有界 

闭集，也就是列紧集，所以从中可以抽出一个子序列{«%}, 
这子序列收敛干£中的某点 A 

I 

- Iimu R 

k 「 

于是有 

p 

■ 

， v n ^=( p ( u nk ) — >< p ( xy ^< p ( E )^ 

我们证明了炉 ( E ) 是列紧集——有界闭集. 

(2) 圾为炉(尽）是有界闭集，所以 • 

• • 

_ 

Bd ( p ( E ) ci ( p ( E) m 

.. 

对于任何 reBd ^ C ^ C ^^), 存在奸 五 ，衡得炉(怎)我们指 

出:的 inti \ - 否则由逆映射定理就会得出 ( JC )€ iuty ( 五)， 

与所设矛盾.于是,只能有 

… V: x^BdE 9 y^q>(BdE'), 

这样，我们证明了 

a p 

_ • ■■丄 

Bd < p ( Eyc ：( p ( BdE) m Q 
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推论设 D 是 R * 中的一个开集， 

(ft O —> R M 

是一个连续可微映射， EczO 是一个闭若当可测集.如果 

det Dg>(*)7^0 , V x( ： intE f 

那么 < P ( E ) 也是一个闭若当可 测集. 

■ 

■ p 

4 

B . b 雋单图形通近 

■ 

I 

如果 R " 的子集 S 可以表示为有限个两两无公共内点的闭 
方块的并集，那么我们就说 S 是一个简单图形.任何简单图形 
当然都是闭若当可测集. 

引理4设是 R " 中的一个开集, 

J 

<Pi o — >R n 


是一个连续可微 映射， 是一个闭若当可测集.如果 


I 

detD 炉 （ t )#0， 

i 

那么对任何《>0,存在简单图形 


V t^intEy 


S=S^dintE^ 


使得 


»( f \ s ) o ， 

Op ( E )\< p ( S))<e 




证明记 F = R ” V 3 .变元 t 的连续函数 p ( t f F ) 在紧致 


集£的某点 r 达到最小值 


infp ( t f F ) 9 


因为 F 是闭集， r ^ F f 所以 


C = p ( r , F )>0^ 


我们记 




根据引理1,对于紧致集 


K = E v <^ Q f 
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存在常数 A > 0，使得 


(6.3) 


l<p(0 - <pO) — f |， 


V s ， 代 K. 


对于任意的 e>0, 我们取 


t 


_ 


muU « 


? ^ 
A 




因为 Bd£ 是零集，所以存在开正方块 


G x 


， G r ， 


使得 


r 


r 


BdEc: \jG k , ^Yo\(G k )<e<e ： 


可以认为所有这些 G 都与 £ 相交，因为 

KGd <^ 


所以 


G k c:E T7 = K. 

由 （6.3) 式可知，每一史说）都包含在一个开正方块仏之 
中，这开正方块满足条仵 

Yol(H f: )^Vol(G A ), 

于是，幵正方块圪，…，反满足条件 




^ Yo \( H k )<^^ yo \( G k ) 

臺羣 1 I = I 


任取一个闭方块 Q ^ E m 作 j 的分割 p ， 使得各 < h(k = 


1，…， r) 的边界在0中的部分都被 P 的分界所 S 盖. : 设 Q W 
分成了闭子方块 { Qj }. 我们记 


S = S ,= U 

Q jQiit£ 

显然 S 是简单图形，并且 

E\Scz- U Qj 

Q jObdK* 每 


Qj . 


t 





378 



(p(E)\<p(S)c:<p(E\S) 

u ■* 

_ 

■ 

' * = 1 

cQ 瓦. 

k % 1 

因而有 - 

t ;(£\5 )<V Vol((； t )< e , 

k 5 = 1 

咖⑹ >(s))< 左 >oi(D 

* k = 1 

o . □ . 

*• 

下面的引理说明，要证明重积分的变元替换公式，只须考虑 


积分区域最简单的情形. 


引理5 设口是 R ” 中的一个开集， EdQ 是一个闭若 

I 

当可测集，而 

■ 

<Pi O—r>R* 

是一个连续可微映射，满足这样的条件： 

(1) det D 炉 (t)#0， V t^intEy 

I 

( 2 ) <p 在 int 芯内是单一的 • 

如果函数 / 在集合 <p(E) 上是连续的，并且对任意闭方块 

JlczintE 


都有 


( 77 ) 


'■ ■ ■- 

/ (^t)f fOpO))\det Dp(0 |d^ 

Jn 



那么就有 
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f(x)d 


使得 


= j/(9>(0)|det D^(0|di. 

证明根据引理 4 ，对任何 5> o , 存在简单图形 

S 9 CintE 9 


对于简单图形 S ,， 应该有 


v (^\ S e )< e f 

(炉(五) 


(6.4) 


ts 


f (a ；) dx 


9 


f(sp (0) \ detj)<p(t) \dt 9 


s 


而我们又有 



f(x)dx - J 


ZO)d 


e 



c^) \ r<5 


/(*) d * 


(茲 


< Bv (< p ( E )\ q >( S 9 )) 

<Be 


[/ ⑽ )|det Dq>(t) |dt 


f(<p(0)\det D<p(t)\dt 



f(<p(t))\detB(p 0) I dt I 


< Cv ( E \ S 0 ) 

<Ce 


seo 


M 



(C=sup|/(<p(0)det D<p(t) I)* 

t 1 E 

在 （6.4) 式中让 0 取极限，就得到 

[/(*)<!* = ( /(<p(0) U et D<pO)|df. □ 

a 

_ 

a 

e . c 筒单变换情形 

j 

设是一个连续可微函数，我们把如下形状的& 

换叫做简单变换： 

. • 

= ( iy ^ h ) 9 

\ 沪 *(r ，•••，，•). 

换句话说，简单变换是这样一种连续可微映射 

< p :0— R 、 

它(至 多〉 只改变 t -0 1 , 公的一个 坐标. 

S 

我们先对简单变换情形证明重积分的变元替换公式. 

引理氐设公是 IT 中的一个开集，£<=0是一个闭若当可 
测集，而 

•» # 

是一个简单变换，满足这样的条件: 

(1) detD 史 V # 6 int £， 

(2) 炉在 inti ： 内是单一的. 

如果函数/在集合 < p ( E ) 上连续,那么 

■ 

j 

( f(x)dx = \ f{<p(0) I detD<p(t)\dt. 

( J ) J M 

• • 

证明必要时给变元重新编号，可设变换 *==^(0 具有这 
样的形式 

r V— ^ (i = 1, ••• ,m - 1), 

I 欠 w = :妗 ( f 1 ， •••，/*)• 

根据引理 5) 只须对任意闭方块 • 一 
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tt 明公式 


int £ 


I 

■* 

/(^) d ^= J /(< p (0) ! detD ^(0 \dt 


炉 07) 


U 


不妨设在 77 上有 


detD ^( t ) = 色€厂(0〉0 


(另一种情形可类似地讨论).把 77 写成 

// = 77 / x /7 tf c : R ^ 1 xR , 


这里 


T7’ = [ a W”. x [cr'p 一 l ], 


M 


[>，«_ 


我们有 


炉 07) 


( x \ x m ) I 


/ 6 77% 

矽 ’ ， 6T)<#<W ，於 ) 


因而 


, J Mdx= ^ 



f ix ' y x m ) dx m 


17 


dx f \ j(x ,Hx , r )) 


drpKt 


dt 


外 < y ， r ) 


卜丄 /(〆 ， 价， r))'dt 


7(?>0))|detD<jp(0 | dt 4 




•d 


iH 情形 


引理 7 设 D 是 Rm 中的一个开集 


< p：Q 


>R 


m 


' k. 


是一个连续可微映射 ， r 6 JQ . 如果 
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detD<p(r)^0 ? 

那么存在 3 > Q , 使得重积分的变元替换公式对于包含在 103) 
之中的任何闭若当可测集成立.这就是说，对任何闭若当可测集 
E<=U fi (r，d) 和任何在 <p(E) 上连续的函数/都有 


(6.5) J f(^x)dx = J/(<p(f)) [detD(p(0 \dt % 

P(E) S 

证明因为 

■ 


detBqy^r) 


分 Op 1 ， …， < P m ) 


( 0為， 


所以这行列式的前 m - 1 行至少含有一个不等于0的 m - 1阶 

子式.我们可以给变元 f 1 ， …， r 重新编号，使得 detDflp ( r ) 的 

■ 

I 

1阶主子式 

， _ 

_ 


沒 Op 1 ， 


<p 


汐 （t 1 ，…， 


>7^0* 


仿此，用归纳法就能 证明： 适当地给变元匕 …， 广编号，可以使 
得 detI )< p ( T ) 的各阶顺序主子式都不等于0 •在下面的讨论中， 

廄 定变元匕 …， r * 已经按照这样的要求排列妥当. 

| . 

我们定义 m 个变换 

. \ 戈，•"/)， f < fc , 

- 1 x ! — V 9 ]> k ， 

k 二 1 , … ,m. 

容易看出： detDKr ) 与 detD ^( r ) 的第 ft 个顺序主子式相等， 
因而 

detD^ fc (r)=^0, A ： = l,«*,m. 

r 

我们可以取6 > i ) 充分小，使得这 m 个变换 0、，： •九 在开集 

U.ir^) 之上都是微分同胚（这里用到了逆映射定理).再令 

■- ， 

K ， 

b = fc = 2, …， m . 
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又容易看出 r 是定义千 V fi ( r ,6) 之上的简单变换 ， h 

m 是定义子 e ^ XU ^ r ^ d )) 之上的简单变换，弁 a 在 Kr 
«之上有 




争 •• 


。妒 


请参看图 13-21. 



图 13-21 


我们已将 P 局部地分解为简单变换的复合.在此基础上，遂 

■ _ — • ■ I 

次运用引理6就能得到所要证明的结果: 


/Wd 


F (£> 


fix^dx 


馨 


g 






/(^m(^» I detD^ m (u) fdii 


< E ) 




/( 炉 (0) I detI?<pG) I dt. 



我们最后来完成重积分变元替换定理的证明. 
定理设公是 IT 中的—个开集， 




m 




是一个连续可微映射， EczQ 是一个闭若当可测集.如果 

(1) detD^CO^Oj V i € intE f 

(2) V在 intE 中是单一的， 

那么 cp(E) 也是一个闭若当可测集，并且对于任何在炉(£)上连 
续的函数/00都有 


炉 （£) 


/0 )d 


/(<p(0) I det 


证明根据引理5，只须对任意的闭方块 77 c = iii t £ 证明以 
下的变元替换公式 : 


(/(^)dx = 

J 妒 （ 77) 



/(g[?(0) |detD<p(t)|di. 

■ 



为此目的，我们来考察 


A(i7) 


V ( JT ) 


对千任意一个 


f{x)Ax - /(g?<0) I detD 史 （ t) |dt I . 

_ ▲ 

E ， 存在一个相应的 3 =<5(r)>0, 使得 


U P {r,d) 满足引理 7 的要求.开集族 


5(r) 


P 


2 




覆盖了有界闭集£.于是存在这开集族中的有限个开集 



(^ = (3(7^) ，…， (5 9 = <3( r ? ))， 使得 

■ 


我们记 





设闭方块 nczintE . 我们可以把灯分割成两两无公共内点 
的闭子方块 

n ” …， n r ， 

使得各闭子方块的棱长都小于 d , 

名（77*)<?7,左=1, …， r , 

每一个 I 7 k ( k = l ， …， r ) 必定与某个 D 相交.因为 

■ 

I 

I (^7*) < V 所以 77* 完全包含在 U fi Cr hi d h ) 之中.于是 

J • - * 

我们得到 

_ 

A ( n k ) = O f fc = l , …， r . 

A 

m 方块 rr 是两两无公共内点的闭子方块 n ' r “， n r 的并集.根 

据 A 07) 的定义并利用积分的可加性，容易证明 

0^A(77)^A(77!) +••• + A(77 r ) t 

I 

_ 

由此得出结论 

△(77) = 0. 

我们最后完成了定理的证明. □. 


■ I 


3B6 
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曲线、曲面与微积分 




第十四章微分学的几何应用 


几何学有悠久的历史，至今仍是最重要的数学学科之一，是 
数学思想的重要源泉.笛卡尔的坐标法，开辟了用分析方法解决 
几何问题的道路.微积分创立时期的数学家，对于用新方法解决 
几何问题，有很浓厚的兴趣.从那时开始，一个以无穷小分析方 
法为特征的几何学分支——微分几何一迅速发展起来.著名的 

I ■ 

数学家髙斯 ( Gauss )、 黎曼 ( Riemaim 〉、 嘉当 ( E . Cartan ) 等人，都 

对微分几何学的发展作出过永志于史册的贲献. 

学习微分几命，当然需要单独的一门课程.但在微积分课程 
中，仍有必要初步了解无穷小分析方法怎样处理几何问题， 

I 

在本章中，所涉及的空间只限于通常的三维欧几里德空间 
R 3 . 另外，对于本章中所讨论的问题，最好把点和向量稍加区 
别.因此，我们约定用大写字母表示点，用粗黑体字母表示向 

量. 

对于两个向量6 + J/j +以和 r 2 =以+ +以，我 

们用记号 


>•1 • >* 2 = < r i » r 2 > 

表示这两向量的内积(数量积)，又用记号 

■ 

^iXr 2 =[r M r 2 ] 

表示这两向量的外积(向量积或叉积).于是 

r l * r 2 = r 2 > = ^ 1^2 + ^ 1^2 + ^29 



§ 1 曲线的切线与曲面的切平面 

l.a ® 线的切线 
考察 R 3 中的一条参数曲线 

X = X ( 尤）， 

I 

( 1 * 1)1 、 y -yWj t^ ： j. 

在这里，我们假设函数和 s ( t ) 都在区间/连续可微并 
且满足条件 

(1.2)i (f)) 2 + (〆(0) 2 +(^ (0)*#0. 

如果把从原点 (0,0,0) 到点的向径记为 I *,那么参数方程 
(^^可以写成更紧凑的形式 

(1.1) 2 r =： r(t), t ^ J 9 

这里 《*( f ) = ( x ( t ), Kf ) y ⑴)是连续可微的向量值函数，它满足 
条件 

(1.2> 2 I (0|| 7^0. 

当然， a . ih 与相应的 ( i . i ) 2 本来是一 回事. 在以下引用时，我 
们就不再加以区别了，都编号为 (1.1). 同时，也就把(1.2八和 

( 1 .2) 2 都编号为 a .2). 

设 h 是曲线 (1.1) 上的一个定点 (6 向径 5^T=r<t 0 ))， 而 
Z 5 是同一曲线上的一个动点(其向径 *5P=r(f )). 我们来考察沿 
着割线/V 3 方向的向量 

r(Q-r(t 0 ) 
t - • 

当时，割线仏/ 3 的极限位置应是曲线在/^点的切线.这 





样，我们求得曲线在给定点沿切线方向的一个向 



鑫 


(1.3) 


(【0)= 


(0 — r (^ o ) 

t — i 0 


于是，曲线 （1.1) 在朽点 的切线方程可以写成 


(1.4> 


y - Vo 


^0 


(^ o ) y，<M 


( to ) 


这里欠 0 = Po = y 9 ^0 ~ 艺 （’ o ) 

显式表示的曲线 


(1.5) 


j = z - s ( x ) 9 


ei 9 


可以看作参数曲线的特殊倩形- 

， y = y { x ), 

对这种情形，切线的方程可以表示为 


以^作为参数的情形 


怎⑻， 


xei . 


0 . 6 ) 


JC 


y — y 分 


之 0 


y f (a) / (x 0 ) 


或者 


( 1 . 6 ) 


r ^ !/o + y ; (x^< x 


D 


) 


z^z 0 + z / (x 0 ){x^ x 0 ) 


这里 J / oKXj )， 





再来看由隐式给出的曲线 


(1.7) 


G(x,j/,z) = 0 


这里假设 f 和 C 都是连续可微函数，并且 


r 


< 1 . 8 ) 


rank 


dF 

dF 

dF 

dx 

dy 


OG 

_ ■ • ■ _， 

dG 

dG 

dx 

dy 

dz 


2 . 



于是，在曲线 (1.7) 的每一个点(々,仏，％)邻近，我们总可以解出 

某两个变元作为第三个变元的函数.这样把曲线的方程写成显式 
形式，然后套用 (1.6) 或者(1.6)/写出切线 方程. 但以下的讨论 
更有启 发性： 我们来考察方程组 U.7) 在点 P Q (%，y。,％) 邻近的 
一个参数解 

r ^=^( o , 

* y = j^CO » f e / = (【o — I (o + *0 ， 

(戈 （((0 ， 々(丈 0) ，之 （〜 )）= (欠 0, 夕 0, 艺 ()）• 

这样的参数解一定存在，因为显式解就是一种参数解.把参 
数解 = m = i /( 0 9 z = 2(/) 代入(1.7)，就得到恒等式 

1 G (^(0,^(0, ^(0)^0* 

在《 = fo 微分这钱恒等式，就得到 


(1_9) 



y f (q) + 之 ’( 亡 。〉 = 0, 

V / p 0 

〆 （、）+ (学）宕 ’“ o ) = 0. 

V 0^ / Pr, 


我们介绍一个很有用的算子符号： 

▽ = 嗑 + 嗌 + $ 


这里的和 A 分别是 0X 轴正方向， 0Y 轴正方向和 0Z 轴正 
方向的单位向量.这样定义的算子 ▽, 被称为奈布拉算子(或奈 
布拉算符)，在点仏，奈布拉算子▽作用于一个可微的数值函数 
F { x 9 y 9 z ) 9 产生了一个向量 

。- 



利用奈布拉算子可以把 (1.9) 式改写为 

' , (V/Opo •*■’(〜）= 0 ， 

I ( VG ) p 0 - ’ (。) = 0. 

• S 

这就是说，曲线 （ I .7) 在点 P 。 的切向量与两向量 
正交，因而这切向量平行于 

* j k 

dF OF OF ' 

m I _ _ _ • 

( V ^) p 0 X ( VC ) p 0 = dx dy dz • 

； dG_ dG dG 

dx ^ ^ 

据此，我们写出曲线 a .7) 在点 Po 的切线方程 


( 1 . 10 ) 


x — x 0 

d(F ， G) 


y 一 y 。 

■ « r _ _^a ， 

5(F,G) 


d ( F r G ^ 


0C^ y ^) p 


d (^， x ) 


d{x,y) 


乎面参数曲线 



^( O , 


y = y(X )， 


tej 


可以看作空间参数曲线的一种情形 

= x(t ) ， 


y = u O ， 


t^J 




因而，平面参数曲线的切线方程可以写为 


X - X 


0 


y 一 n 


(之 0) 


y w 


(之二 （})• 


类似地，平面显式曲线 


y-yW 


xei 



的切线方程为 


j/ = y 0 +t; / (x 0 )(x-x 0 ) (2 = 0 )， 

——这结果当然是大家早已知道了的. 

隐式表示的平面曲线 

F ( x，iO = 0 

可以看作这样的空间曲线 


( 货(丈， y ，艺、= 尤， y 〉 = 0, 

1 G{x ， y ， z、 ^ z^ 0 m 

这空间曲线在点 

尸 。= CPof 0) —(尤0,夕0,0〉 

的切线方程可以写成 


x 一 x 0 一 」一 Jh — 

ddPTO ) U，&T 

dOV^P 0 dC 「 xif o 



也就是 


Op 0 ( ^" o )+ ( SX 0 ( y '^ )= o ㈣ 〉 • 


l . b 曲面的切平面与法线 
空间 R 8 中的一块参数曲面表示为 

( x = x(u ， y )， 

它 -Z(il 9 v) $ 

这里，设4是参数平面上的一个开区域，设攻 u , tO , y ( w , y ) 和 
«(«，〃)是在 d 中连续可微的函数，并设 





rank 


= 2# 


dx dy dz 
dv dv dv 


参数曲面块的方程 (1.11), 又可写成向量形式 

(1,11) 2 r = r(u ，")， Cu f v)eA f 

而条件 （1.1 幻1意味着 


(1.12)2 r U ^ ^ Vl^Om 


在下文中，提到 (1.11) 时，指的就是 (l.llh 或者 (l.ll)U 提雜 
(1.12) 时，指的就是 （1.12)i 或者（1.12) 2 . 

设 h 是曲面 (1.11) 上指定的一个点，其坐标为 

(%，夕0，％) = 0(%，〜）， i / C ^ o ^ o ), 艺（％,%))• 

又设 

u = u(0, v ：=： v(t) ， t 乏 J 


是参数 E 域」中的一条连续可微的曲线，它满足条件 

( U (《。） ，。） ） = ( w 0，"0). 

我们来考察曲面 (1. 1〗)上经过点 P。 的连续可微曲线 

I 

r = r(u(f) ， "(0 )， 

将上式对 t 求导，就得到 


去 (r(u ⑴ , y ⑴ ) ）⑴ +r〆(0. 


由此可知：任何一条这样的 曲线， 过点 P。 的切线都在同一张乎 
面上.这平面通过点心，并且平行于向量 


( r u)P 0 和（〜)、• 

我们把这张平面叫做曲面 a. id 在点 p c 的切平面.切平面上任 
意一点 P 的向径 



应满足向量方程 


0P 


(r 一 r 0 )* (r u xr„) p 


0. 


据此，我们写出切平面的方程 


工0 




忽一 ％ 


^ u ( U fl ^ o ) 2/ u ( U 09 V o ) 5? u ( U 0 ， "0) 


0. 


过切点并且与切平面正交的直线，称为曲面在这点的法线，根据 
上面的讨论，我们 得知： 法线的方向向量为 



)p 


因而，法线的方程可以写成 


% 


d ( y ，2) 

d CUy vf~ 




a (艺， y ) 

d ( MyV ) 



之 0 




d(u 9 v) 


显式表乐的连续可微曲面 


(1.13) 


2 = /Oc ， j/), (Xyi/)eD 


可以看成以 ( W ) 为参数的参数曲面 


y = y 


( x 9 y ) eD 9 


/(〜夕）, 


这曲面过点 Po ( A ， y 。，^)) 的切平面的方程可以写成 



— 欠0夕一夕0 


名一 2 0 

/ xC ^ o ^ o ) 

/ y (^ o ^ o ) 


0 


即 


+ fs ( x 0 ? y^) < x - x o) + fy ( x 0 > ^d) O - J/fl> • 
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曲面 (1.13) 的过点 P 。 的法线可以表示为 


二 一 y — ^ - g 8 


再来考察隐式表示的曲面 
(1.14) F ( W ) =0, 


这里设 F 是连续可微函数，并设 

I 


(1*15) 




在曲面 (1.14) 上任取一点^(^^。，^，考察这曲面上经过这点 
的任意一条连续可微的参数曲线 

.• 

「 x = x ( t ) ， 

- sf = s/0) 9 te f 


( X ( f 0 ) ， ，0( t o )) =(欠0，夕0,艺 ())• 

I 

我们有恒等式 

F(Jc(t),^(O,^(O)=0. 

将这式对《微分，就得到 

F x x f (0 + F y y ; (0 + F z 2 / (t) = 0. 

由此 可知，任何一条这样的曲线，在点 P 。 的切线都正交于向董 


(▽ F) ° = ’• ( S )。 +傷)。+ 

这里，为书写省事，我们记 


(W (\/ f) Pq 



通过上面的讨论，我们写出曲面 (1.14) 在点的切平面的 方程: 
洵量形式的方程为 


XI 


(▽FVO — r 0 ) ^=0 i 

坐标形式的方程为 

<匕）0(? 一 ％) + ( Fy ) o(y - J/ 0 ) + CFz)0( 怎 “ z 0) = 0. 

§2曲线的曲率与挠率，弗雷奈公式 

曲率描述曲线弯曲的 程度. 挠率描述曲线偏离平面的程度 
― 挠曲的程度 • 这两个量对于描述曲线的形状来说，具有决定 

性的 意义。 

. • 

p 

2 .a 几个引理 

为了以下讨论方便，我们先介绍几个涉及向量值函数导数的 r 

| 

引理 • 

引理1对于可导的向量值函数 心 G )， 我们有 

C 

=( dr ^~ > r 2<o) + ^i(0, d ~)• 

M 

证明用 坐标分量表示⑴ 山⑴），然后再利用数 值函数 
的求导法则.请读者自己补充证明的细节 • □ 

引理 2向量值函数 

. ■ '• 

r = r ⑴， 

保持定长的充分必要条件是 ： r G ) 与 r ( t ) 互 相垂直，即 

(K(0 ， r ⑴）= 0 ， v«e/. 

证明我们约定记 H ⑴ =( r ⑴， r ( O ). 显然有 

，)=常值<=» ^ r 2 (0 =0, ' it^h 

根据引理1,又有 
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^r2(0 = {t f (0,r(0) + (r(t) ， r ， (0> 

at 

^ =2(〆 ⑴， r ⑴） • 

由此就可得出所要证明的结论. □ 

引理3设 Mt) 是单位长 向量： 

II *-(0 1 = 1, V«6/, 

则 W (t) 在与 1*(0 正交的方向上，它的模 (/) | 表示向量 r(t) 转 

动的角度相对于参数 （ 的变化率. 

证明我们用 A0 表示从向量 r(t ) 到向量 r(t + At ) 的转角 



lim 

A t -0 


2 投 令 

AT - 


(01 



2. b 自然参数，曲率 

考察曲线 


13 


(2.1) r = r (0, teL 

这里假设 r ( t ) 连续可微足够多次，并且满足条件 

(2.2) ，⑴本0， v ^ e /. 

曲线 (2.1) 的弧长可按下式计算 

s = \r f (0||df, 

J t 0 

- 1 

这里的是量测起始点的参数值.因为 

‘ _ = |r’ (t) | 〉 Q ， 


根据反函数定理，可以断定 t 是 S 的连续可微足够多次的函数 


t = t (s) # 

于是，可以用弧长作为曲线的参数，把 (2.1) 改写成 

(2.3) r = r(i(s)). 

以下，我们把弧长参数 s 叫做自然参数.为避免记号繁琐，对于 
不致于混淆的情形，就简单地把 (2.3) 写成 

I 

(2.4) r = r ( s ') 9 

在本章中，我们约定用圆黑点“•”表示对弧长参数求导.于 
是 



{O/Wr^ (0 \ 0 


由此得知， r 是一个单位长向量 


于是， r ( s ) 是曲线 (2.4) 在 Ks ) 处的单位长切向量.我们约定用: 
记号 

^ - 

r = r (O = r ( s ) 

表示这单位长切向量. 
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请注意，为了讨论方便，我们约定把切向量看成自由向量， 
因而可以把各切向臺的起点都移到坐标 原点. 读者以后逐渐能体 
会到这种看法盼好处 • 

I 

将 r(s)^ r (S) 再对 s 求导，我们得到 

• • • 

T(s) = r(s). 

既然 r(5) - T (S) 是单位长向量，那么向量 f ⑻= V(s) 就在与 


r ⑻正交的方向上，并且 I T ( s ) li = |i 表示切向量 roo 对 


弧长 S 的转动速率 


(Jr(s)||= lim 

. A S-0 


A0 

As 



——请参看图 14 - 2 . 

我们把切向量 7*0) 相对于弧长 s 

的转动速率 I: res) I = |V(s)l 叫 
做曲线 (2.4) 在给定点 的曲率 ，并 
把它记为于是 



k(s) - || f(s)|| = lim 

A f — 0 


As 


曲率的倒数 


P (5) 


fc(S) 


被称为曲半半径•与 fc(s) —样，曲率半径 P(s) 也表示曲线弯曲的 

程度 • 只不过越小表示曲线弯曲得越厉害.对于 fc(s )= o 的 
情形，我们约定 P( S ) = + CXD, 

例1考察圆周的方程 


T 

15 
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4 这证明了条件的必要性， 

再来证明条件的充分姓*假设 

fc(s) = i|V(s)|| = o, vse/, 

则有 

* 1 

V(s>=o, \/sei. 

于是 

n ^) =e (常向量) • 

由此又得到 

r(s)=r 0 + s«, seim 

这证明了条件的充分性. □ 

■* p 

2. c 弗雷柰标架，挠率 

曲线上曲率等于0的点被称为平直点.我们来考察不含平直 
点的一段 曲线. 在这段曲线上 ： 

fc(s) = 1 f(s>|| = II V'(S)|^0, 

所以可以定义 



这是正交于 roo 的一个单位长向量，我们把它叫做曲线在给定 
点的主法幾向董.利用切向量 r ( s ) 和主法线向量 / ST ( s ), 又可作 
出第三个向量 

B(S) =r(5) XJV(5) # 

因为 r ( s ) 与 ako 是互相正交的单位向量，所以 

由此可知：⑻是与 r ( s ) 和汉⑴都正交的单位 向量. 我们把 
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J 500 叫做曲线在给定点的 副法线向量. 在曲线上的给定点，由切 
向量 r ( s ) 与主法线向量 JV ( s > 决定的平面，叫做曲线在这点的密 

切平雨； 由切向量 r ( s ) 与副法线向量 5( s ) 决定的平面，叫做曲 

_ 

a 

线在这点的从切平兩 I 由主法线向量災 O ) 与副法线向量 5( s ) 决 

定的平面，叫做曲线在这点的法平面. 

这样，在曲线的每一个非平直点，我们建立了一个规范正交 
标架 {7 XS )， 灰 这标架被称为弗雷奈 ( Frenet ) 标架. 

由这标架决定的三面形被称为基本三面形. 

当点沿着曲线运动时，弗雷奈标架也随着运动(象这样的标 

架被称为活动标架).我们需要考察弗雷奈标架运动的状况.先 

证明一个引理， 

引理4设 e . O ) , e 2 (0 ,« 3 < t ) 是向量值函数，对每一参数值 
t 它们都组成一个规范正交标架⑴， e 2 ( f )， e 3 ( i )}. 如果将 

(0 (J = 1,2,3) 

按这标架展开 



m 

( t ) = ⑴， 


那么展开的系数应是反对称的，即 



i = 1 ， 2 , 3 * 


由此可知 


w j | - 0| 


< -1,2,3* 


证明我们有 


< 6 { < 0 ,€ # ( 0 ) 


， 对于 i=z h 
0，对于 


将这式对 t 求専得到 


(< (t) 9 e i (0)+(€ { (1) 9 €) ( 0 )= 0 * 


这就是 
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□ 


( 0 i} +( 0 j i *,； = 1,2,3* 


定理对干曲线的弗雷奈标架 

{T(s) 9 NQs),BCs )} 9 


我们有 




r = 


ff -=z ^ JcT 


kN ， 

+ 



— rN f 


这里 fc = fc ( s ) 是曲线在给定点的曲率* 

证明对于标架 { r ( s )， 汉⑴， b ( s )} 用上面的引理就得到 


但我们知道 

所以有 

•• . 

j 

I 

我们记 
于是就得到 


r = 


o> 12 AT + 


N 


< o l2 T 


+ WggJJ 


V 


23 




il TtN^Us)N 9 


公 12 二纪 , ^13 = 




□ 


上面定理中所给出的公式被称为弗雷奈 公式. 该公式中的系 


19 



m 


数 r 被称为曲线在给定点的挠率 • 下面，我们来说明挠率 " 的几 
何意义. 

引理5设* "( t ) 是一个 n 阶连续可微的向量值函数，则有以 
下的泰勒展式 


(0 ^r(t Q ) + (t 一 t 0 )r’ （ t 0 ) 



(尤一 （0) 


2 


// 






一 t 0 ) n 


in 


( t 0 ) + R 


n + 


( o , 


其中的 + 满足条件 


(2.5) 


lim 


liWOl 


0 


t - h\ n 


0* 


我们还可以把的泰勒展式写成如下形式: 


(0 


(t。) + (t- t 0 )r / (t 0 ) + ’(*。> 


0- U n 




n) 


m 

署 


(t 0 ) + 0( I £ - to I n )f 


这里的小 O 佘项表示满足条件 ( 2 . 5 ) 的向量值函数 Rn . AO . 

证明 Ik r (0 = x ( Of + y (0/+^(0*. 将 r ⑴的各分量按 

照带拉格朗日余项的泰勒公式展开就得到 

(t 一 “） 2 

X(0= x(h) + ( 卜讲， (to) + ^ 2 ! ^ x// Oo) 






( 卜 “) V ， 

77 ] 


Oo + OiC^ - 【 0 ))， 


(t - uy 

y (0 = Hh ) + G —0)^(^)) +^^灰 // (心> 



•«* 



_ ^ p) n 


y { n ) O 0 + e 2 o-Wf 
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«co - + o- 心）名 ’ （* 0 ) + 

_ 

* 


Q - t,y 

2 ! 






^ fn) (e 0 + ^a-i 0 » 



若记 

(t o n 

i?n + i(0= ^rr-^{ Cx (n) (t 0 + ^(t — t c )) - x<^ (t 0 ))i* 

+ (y (n) G 0 + 0 2 <t - 〜)） -y B) a 0 ))y 

+ c ^ ( n ) ( i 0 + e 3 (t - t 0 )) ~ ^ ( t !, (^)) A }» 

則有 

r(t) = r(t 0 ) + it -t 0 )r ，（ t 0 )+ ~ (t 0 ) 

h 

_ 

( t - « A ) n 


利用 x ( n ) ( o ，/ n > ( G 和⑴的连续性就得到 


lim 


moi 

I 尤一之 o I n 


0. 


对于用自然参数表示的曲线 r = r(s)， 利用上面的引理可以 


得到 




(s) = r(s 0 ) + (s-〜）r (s 0 ) 



(S — s fl ) 


(s 0 ) + o(|s«s 0 | 2 )* 


按照定义，切向量 r(s Q ) 与主法线向量 況 (So) 张成曲线在给定点 

的密切乎面 i7。. 因为 

• • • 

^ (s。） = 3T(S。） ， r (s。〉 = fciV(s。） ， 
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所以 


• (S — ** 

r(s 0 ) + (s-s 0 ) r(s 0 ) + --- r(s 0 > 

是在密切平面上的点.我们看到，在给定点邻近，肋线离密 
切平面打。的距离是髙于二阶的无穷小量.在这个意义上，我们 
说： 密切平面/7。是在给定点与曲线贴合得最紧密的一张 平面. 
在曲线上任何一点，副法线向量 5(0 是该点密切平面的法线，而 

= 这样，我们了解到烧率，的几何 意义： ！ r | 表示副法 
线向量 B 相对于弧长的转动速率，也就是密切平面相对于弧长 
的转动速率.因此， r 表示了曲线挠曲的程度(偏离平面曲线的程 
度). 

例3设某段曲线^ = < S ) 上没有平直点，则这段曲线为平面 
曲线的充分必要条 件是： 在这段曲线上挠率处处为0,即 reCU 
证明先证条件的必 要性. 设某段曲线 r = 在平面77上， 
则 

r = r 和 ；V = r /k(s) 

都在这乎面上 • 于是 s = at 是常向量 (垂直 于平面 n 的单位 

向量)，因而 

) t | = \\B !| = 0. 


再来证明条件的充分性.设挠率 reO ， 则 


O 


B 


vN - 0. 


因而5是一个常 向量. 考察函数 


<P(s) = (5 ， r (>))， 


因为 


« 


所以 


史 （ s) = (S> r (s)) = 0 
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因为 


所以 



• d 3 s ^ * ds d 2 s 





于是，我们得到 


II〆 II 


ds 

dt 


I^x^I = ||； X 







由此得到一般参数曲线的曲率与挠率的计算公式 t 




一 （r 


#■ 


r 


O — C〆 ， 〆 ，!^〉 


fc 2 


x r 
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2 .e 关于曲线运动的讨论 

最后，我们利用本节得到的结果，考察质点的曲线运动，设 
运动质点的轨迹是曲线 

r = r(0 ， 

这里的参数 < 是时间 • 将对时间参数 t 求导，就可求得运动 
的速度与加速度.运动的速度为 

L 

dr dr ds ^ 

V ~- = __= vi 

dt ds dt 9 

这里 

ds 

v =—— 
dt 

是速度的数值——路程对时间的导数/运动的加速度为 

dc; 

<2 =- 

dt 

dT ds 

^~—T + V -- 

dl ds dt 


_ dv 
dt 


T + v 2 kN 



这里 fc 是运动轨迹的曲率， P 是曲率半径 • 

我们看到，运动的速度沿着轨迹曲线的切线方向，其数值等 

ds 

于 I ;运动的加速度分解为两个分量——切向加速度与法向加 


-速度。切向加速度沿运动轨迹的切线方向，其数值为 


J dt 9 

法向加速度沿运动轨迹的主法线方向，其数值与速度的平方成正 
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比，与曲率半径成反比 t 





§3曲面的第一与第二基本形式 

• ■ 

在本节中，我们考察曲面上曲线的弧长与曲率，从而引出第 
—基本形式与第二基本 形式. 

设曲面的参数方程为 

(3.1) r = r(w ，"）， 

为了讨论方便，我们假定》*(«， 妁连续 可微足够多次并且满足正则 
条件： 

■ 

I 

(3.2) r tt xr v ： ^0 ， V 

在这条件下，曲面在每一点有确定的法线（因而有确定的切平面 k 
我们约定用记号 《 = 表示曲面在给定点的单位法向量 t 



暴 


a 曲面上曲线的弧长与曲面的第一基本形式 


我们来考察曲面 （3.1) 上的一条连续可微曲线 


(3.3) 


r =r 


J 9 


这里瘕设 《( t ) 和都在 区间/ 上连续可微.将 (3.3) 式对 
求导得 


dw 

dt 



dv 

dt 


dr 


du + r t ,dr ； 




曲线 （3.3) 的弧长微元可以表示为 
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因而 


d5= \\r / 1| df = ± W^dtW = ± ||dr] # 


这里 


我们约定记 


ds 2 = [| dr || 2 
=(dr,dr) 

= Edu 2 + 2 尸 dudi ； + Gdv 2 9 


E= (r u ， r u )， F-( 

G = (r ” ， r 幻）。 


f 


I (du ， dtO = Edu z + 2Fdudv -f Gdv 2 ^ 

于是，曲面 （3.1) 上的曲线的弧长， 可按下式计算 : 




+ 



m^y 


t 



我们把微分 du 和的二次型 

I - Edu 2 + 2Fduiv + 0^ 

叫做曲面的笫一基本形式 • 曲面上曲线的弧长取决于这曲面的第 
一基本形式 • 在下一章中我们还将看到，曲面块的面积也取决于 
这曲面的第一基本形式*因此我们说：第一基本形式决定了曲面 
的度量性质， 

S 

3. b 曲面上齒线的曲率与曲面的第二基本形式 
考察曲面上曲线的自然参数方程 

(3.4) r =r(u(s) ， t ； (s ))， 

为了讨论方便，我们假设 w ( s ) 和 y ( s ) 至 少是二阶连续可微的 
对 （ 3.4 ) 式求导得 
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dv 

ds 



dv 

ds 




d 2 u 

u d ^~ 



d 2 v 

Tv ds^ m 


® 为 
所以 






+ 2«*r 


du 

utr 5^ 




Ld« 2 + 2Mdudv + N^v 2 

ds 2 


这里 


L ~* uu > JV^ = n_ 。， JV ^ fl• r 玟 ”• 

我们把关于 dii 和 dy 的二次型 

m 

II = Ldu 2 + 2Mdudy + Ndv 2 

叫做曲面的 第二基本形式 • 利用第一和第二基本形式的记号，可 
以把上面求得的式子写成 

k 


(3-5) 



一 n 



如果把 n 与 Y 之间的夹角记为 0 ，那么 





k cos 0 ， 


其中的& = fr # |[ 是曲线 （3.4) 的 曲率， 于是上面所得的式子 

<3.5)又可写成 
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(3.6) 

我们把 


k cos 0 



fcu = (dii f di/) 


II ( du 9 dy) 

Y(du,dvj 


叫做曲面在给定点沿方向 （ du ， dt ； M 或者说沿方向 r u du + r v dvy 
的法曲率*上面的 (3.6) 式又可写成 

i 

(3.7) Jc cos Q = fc n# 

在曲面的给定点,通过曲面法线的任何一张平面都被称为法 
雨*法面截曲面所得到的曲线被称为 法被线 • 请读者注意，每一 
个切方向 

r u du + r v dv 

与曲面的法线共同决定一张法面，从而也共同决定一条法截线 • 
容易看出：法截线的主法线向量在曲面过该点的法线上，因而有 

0 = 0或者 0 = 3 t . 

由 (3.7) 式可知，法截线在给定点的曲率为 

士 fcfi* 

换句话说，在曲面的给定点，沿任意给定的切方向，法曲率的绝 
对值|心|就是法截线的 曲率. 有了第一与第二基本形式，就能计 
算沿任何方向的法曲率，从而也就能够了解曲面在给定点沿任何 
方向的弯曲程度，法曲率的倒数 



被称 为法曲率半径 •（3.7) 式又可以写成 
(3,8) P = p n *cos Q m 

为了给 （3.8) 式一个直观的几何解释，我们设法把曲率半 
径看成向量：在曲线 r = r ( s ) 的非平直点，约定把向量 
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r 


pN 


¥ 


N 



看作曲线在这点的曲率半径.这样，曲率半径越短意味着曲线在 
这点弯曲得越厉害.类似地，在曲面 r = *•(«,〃) 的给定点，我们 
约定把向量 


Pn n 

看作曲面在这点（沿给定切方向）的法曲率 半径. 请痒意，看作 
向量的法曲率半径与相应的法截线的曲率半径相等.在作了上面 


这些约定之后，我们可以把 (3.8) 式解释为 5 

定理在曲面上，过给定点并且 具有共 同切方向的所有曲线 

I 


当中，法截线的曲率半径最长，其他曲线的曲率半径等于法曲率 


半径在该曲线的密切平面上的投影（请参看图 M -3)* 

这一结果被称为默尼埃 ( Meusnier ) 定理 • 

. 
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图 14-3 默尼埃定理图示 



在结束这一章的时候，为了以后讨论的需要，我们来解释多 
元函数在闭集上的可微性_ 

为了讨论多元函数/在点％的可微性；首先应要求这函数 
在该点的某个邻域内有定义.设函数/在闭集 F 上有定义.如果 
能将函数/的定义扩充到某个包含了尸的开集 G 上，并且扩充后 
的函数是可微的(或连续可微的)，那么我们就说函数/在闭集 F 
上是可微的(或连续可微的)。 

达榉，以后的讨论中所出现的，定义于闭区域上的连续可微 
的参数曲面，就有了明确的含义， 
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第 + 五章第一型曲线积分与第一型曲面积分 




§1第一型曲线积分 

我们已经知道怎样计算连续可微曲线的弧长(第六章 S 3). 
在本节中，将对曲线弧长的槪念作更细致的说明，然后讨论第一 
型曲线积分. 

l . a 可求长曲线 

考察 R 3 中的一条连续的参数曲线 

(1.1) r = r (£)， 

如果曲线 (1.1) 的起点与终点重合，即 

r ( a )= r ( j ?), 

那么我们就说这是一条闭曲线，如果曲线 (1.1) 没有自交点(即除 
非是 =a，P = 点，只要〆<〆’，就有 r(r)#r(rO)， 那么我们 

就说这曲线是简单 曲线. 参数方程 ( i . D 用分量表示就是 

( X = x(0 ， 

丨=夕(0， 

2=2( i )， 

设 p’ =(欠(〆 ），y(〆） ，艺(〆））和〆= o(〆’） ，〆〆/)，怎(〆））是曲线 

(1.1) 上的两点，则联结这两点的直线段的长度可以表示为 

\Z(x(t ') n Y) 2 + (,y(t f ) - y( 0)) 2 屮 （ r(〆 ) : z W 2 , 

也就是 
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|r(0 — ，（ 〆）(!• 



nr 


假设 v 是一条简单曲线，它的参数方程是 (1.1)* 考察参数 
区间0,们的任意一个分割 

71 1 .a = t Q <t l C»»»<t n = 

对于 fc = l ， …， n ， 将曲线 y 上参数为^^与、的点用直线段联 
结起来，我们得到内接于 V 的一条折线 * 这折线的长度可以表示 
为 

n 

X(V 9 71) = SllKfi) -r(t^OL 

卜 1 

定义 1 如果 ” 


sup A(y ， 7T)< + oo, 

M 

那么我们就说 V 是一条可求长曲线，并约定把 

L 

/(7) = sup A(y ，； r) 


叫做曲线7的弧长， 

定理1设 y 是用参数方程 (1.1) 表示的一条简单连续曲线， 
my 可求长的充分必要条件是存在有穷极限： 

lim A(y ， ^r) # 

|JT | — 0 

证明 充分性 设存在有穷极限 

lim A(y, 兀 ） =/• 

T 霣卜0 

则对 e = l ， 可选择 <5>0，使得 

I 兀 / |<5 ， A(y,jr / )</ + i. 

现在设 V 是区间 [ a ,)8] 的任意一个分割.我们可以用增加分点的 
办法将兀进一步细分为 V ，使得 

: \^\<5, 


于是就有 
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这证明了 




sup A(y ， jr)</ + i< + oo. 

jr 

必要性如果 

sup A(y,7T) = /< + OO, 

n 


那么对任何 e >0, 存在的分割 

4 

7 T 0: a = = Pf 

使得 


7-^< A ( r ^ oX 7* 

由于函数 >*( f ) = ( xco，nn 在闭区间[>,们 一 致连续，存 

在5,0<5<|〜|,使得只要 


就有 


t f -t f/ \<s 


|| r (0 

4 ^i 

(这里 m 是分割巧在 O , 扪内的分界点的数目）.现在设兀是 [ a , 
办]的任意一个分割，满足这样的条件 

I 兀 1<5. 

将而和兀的分点合在一起，得到[>，/?]的一个分割巧 . 显然有 


/ - 1〈乂 （乂？ 兀 gX/KV ，兀 iX 人 

下面来证明 

7- e < A ( V ,^) <；. 

为书写简便，我们引入记号 
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和式 


<P(t^ ,t r/ ) = \\r(t / )-r(t f/ ) l. 


AO% 兀） = 山） 


可以拆成两部分 


又 ( y ， 丌）= 2’ 代 h - ',9 + S " 叩卜 i 山)， 

i k 


其中第一部分所涉及的参数区间内部不含有 巧的 分点; 
第二部分所涉及的参数区间内部含有 A 的分点(后一类区间总数 

a 

不超过爪 个〉. 和数 A ( y ，々) 与和数； l ( V ,； r ) 相比较，差別只是第 
二部分和数中的每一项被改变为 


涵为 


所以 

由此得到 


我们证明了 


炉 G »-1，0 +叩人） - 以“]山) 

V. 

（尤卜 1〆 ） 

〈忐， 

■ 

A ( y ,^ i )- Acv ^ x-k 

h 

p 

I 

y>A(y,7r) 

>入0’ ， 宂 l ) - 

lim A(y ， jr) =y # 口 

|ff 卜 o 
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推论设 r = r (0,« era ,^], 是一条连续可微(或分段连 

续可微)的参数曲线，则 V 是可求长的，并且 

广 费 

ia ) - iK ( t )| dt ， 

J o 

l . b 第一型曲线积分 

设有一段质地不均勻的直金属线 L 放置在 0 X 轴上， 所占的 
位置是闭区间[>彳].设这金属线在点 x 处的线密度等于以 x ) ①. 
我们来求金属线 L 的质量 m . 这是一道典型的定积分应用题.利 
用微元法，很容易写出计算公式 

m = [ p(x)dx = f 6 p(x)dx # 

J h J a 

再来考虑一个类似的问题：如果 L 不是直金属线，而是一段 
弯曲的金属线，那么 L 的质量又该怎样计算？为了解答这问题， 
我们用一串分点- 


A = Po,Pi, — ,Pn = ^ 

把 L 分成 n 小段(这 里/和 J 9 是 L 的两端点) # 在到&这一 
小段曲线弧上任意选取一点 

Qi = 

并把这小段曲线弧的长度记为 

As ；. 

于是，从 PfM 到巧这一小段金厲线的质量可以近似地表示为 

△m f =P(Q j )As j =p(^- ， "” q)As,+ . 


① 设 z 是线 状材料 L 上的一点， 在 z 点邻近取一小段长度 A 〖， 将这一小段贫 
料的质 盘圮为 Am f 则 X 在 》点的 线密度定义为 

fiix) = lim 

M^o At 
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整段金属线 L 的总质量可以近似地表示为 

• I 

■ 

n n 

( 1 , 2 ) = 

i ^ y 1 ^ i 

〆 

p 

n 

- " (f f ， 7 ，- 山) A s ，• • 

卜 i 

如果所分弧段的最大长 度趋于 0 : 

d = max{As, }-^0> 

i 

那么 (1.2) 式的 极限就 应该是 所求的 质量： 

n 

tn = lim y ] p ( Qj ) As im 

• . 

这里的“分割一近似一求和一求极限”的手续，与定 

■ ■ ■ 

积分的情形十分类似，但却是沿着一条曲线实 施的. 由此可以引 
:出第一型曲线积分的一般定义. 

• . 

定义2设 L 是 R 3 中的一条可求长曲线，函数 /b,y, 幻在 
L 上有定义. 我们用依次排列的分点 

A - Po , Pi f ^ 9 Pn ~ B 

把 L 分成 n 段 M 和 B 是尤的端点，对于闭曲线的情形认为4 = 
B ). 约定把从这一小段的曲线弧长记为 A ~, 并记 

d = max 

i< 卜，. 

在弧段上任意选取点0力=1，2，〜，幻，然后作和数 

n 

(1.3) 

7 = 1 

如果当 “ 0 时和数 (1.3) 收欽于有穷极限，那么我们就把这极 

跟叫做函数/沿曲线 L 的第一型曲线积分，记为 
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fjP)ds = lim 

Ji d-o JT ； 

洼记我们把这种对弧长的积分叫做“第一型”曲线积分， 
是为了与以后将要学习的另一种曲线积分相区别. 

读者容易看出：与定积分的情形类似，作为和数的极限的落 
一 型曲线积分，具有线性、可加性等性质. 

如果以弧长 s 作为参数把曲线 L 的方程写成 

I 

x = x(s )， y - z = 

那么根据定义立即就可以把第一型曲线积分表示为定积分 


I f(p)ds: tt /(x(s) f j/Cs)^(s))ds # 

■ 

非弧长参数的连续可微曲线(或者分段连续可微囲线)，可以通过 
变元替换化成以弧长为参数的情形.我们有以下的计算 公式： 
定理 2 设 A r = r(0, ie [ o , yS ], 是一条连续可微的参数 

曲线，满足条件 

r ，（ t ) 关 0 ， V<6(a ， 卢）， 

并设函数/在1上连续 . 则/沿着 L 的第一型曲线积分存在，井 
且这积分可按下式计算： 


\ J ( P^ds 

=j*y<^<0,y(0,2(0) y/^ (⑴ 2 + ( 〆 (f)) 2 + • 

证明在所给的条件下，曲线 L 是可求长的，其弧长表示为 

rt 

S =J ^(^({))2 + (^( 0 )2 + (^(0) 2 CU. 

并且 
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砮 =o)y 2 +— (〆 （t)) 2 +(，(o ) 2 >o* 


裉据反函数定理，参数 t 是弧长 S 的连续可微 函数： 

t = “O. 

于是，我们可以用弧长 《 作为参数，将曲线 l 的方程写成 

X = X(t(s)) f y = y(Ks))f 2 = 怎 （ Ks)), 




函数 / 沿 JL 的第一型曲线积分表示为 


f(pyds= I */(^(t(s)),i/(K5)),^(Ks)))ds* 

厶 J 0 


在上式中作变元替换 



t ______ 

y/(x / ⑴） 2 + (〆 W ) 2 + (V (O ) 2 dt 


就得到定理中的计算公式， □ 


§2曲面面积与第一型曲面积分 


与上节的情形类似，我们先讨论这样一个 问题： 怎样计算由: 


不均勾材料制成的曲面片的质量？设这曲面片 S 在点 Q - ix , y , 
4处的面密度为 P ( Q ) ①.我们把曲面片及分成若干小曲面块 

■ ■ ■ 卜八 』 ■ 




把曲面块心的直径(即 h 上任意两点距离之上确界)记为 
并记 

I - 

d - Taax{d l9 d 29 9mm 9^n}m 

将曲面块心的面积记为 ^(S j )> 在每 一 块心上任意选取一点 y 


①读者可以仿照线密度的情形叙述面密度的定义_ 
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Qi ， 然后作和数 

_ ■ ■ ■ h 

Tl 

( 2 . 1 ) ^PiQpcrCS^. 

i _ 

让 4—0， 和数 (2.1) 的极限就应该表示曲面片 S 的质量 • 

从 i 面例子的讨论可以引出第一型曲面积分的概念 • 但在叙 
述正式的定义之前，我们还需要弄清楚曲面面积的含义 • ——曲 
面面积的槪念并不象乍一想来那么简单，这也评有点出人意料 • 

I 

2.a 曲 面面积 

p 

■ 

我俞曾把曲线的弧长定义为内接折线长度沾上确界 • 以前， 
人们也曾模糊地认为，可以把曲面面积定义为内接折面面积的上 
确界.然而，上世纪末德国数学家许瓦茨 ( H . A . Schwarz ) 举出 

了一个反例，说明即使像直圆柱面这样简单的曲面，也可以具有 
面积任意大的内接折面，——内接折面面积的上确界是 + 因 
.此，我们不能把曲面面积定义为内接折面面积的上确界。 

我们将许瓦茨的例子稍作改变，以便更直观地用几何方式说 
明问题 • 

考察一个半径为高为 H 的直圆柱(为了叙述方便，我们认为 

• . • . 

这直圆法是竖直放置的 —— 其母线垂直于水平面入取充分大的 
自然数 m , 作内接于圆柱的正 2 m 棱柱 P . 下面，我们从 P 的侧 
面出发，作一串更接近于圆柱侧面汉的内接 折面. 设/丑历丄是 
?的一个侧面矩形，过矩形乂丑历烏的中心作这矩形面的垂 
线， 交这矩形所截的较小的那一段圆柱面于 C . 用直线段联结 
AC , BC ,5 iC , AiC . 我们从矩形面出发，得到了由四个 
三角形面组成的内接于圆柱侧面的折面(图 15-1) .请注 

T ， 

惫，具有水平边的两三角形面积之和大于 

AB • CD , 
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图 15-1 


把九七的中点记为 a 2 , b 历的中 点记为 b 2 , 对矩形 abb 2 a 2 称 

重复上面的做法，得到 ABB 2 A 2 C , 和 AtBdii / UC : •将 
这两块拼起来代替 ABAAC . 我们看到，具有水平边的四个三 
角形面积之和大于 


2AB • CD. 

继续上面所说的手续，在对 P 的每一侧面做了 n 次对分之后， 我: 

们得到内接于圆柱面的一个折面，这折面的具有水平边的各三角 
形的面积之和大于 


2 « . n AB . CD . 

对于任意取定的 m, 只要 71 充分大，所作的内接折面的面积可以 
大于预先给定的任何正数. 

读者已经注意到，随着 n 越来越大，所作折面中具有水平边 
的各三角形面与圆柱面的切平面的夹角也越来 越大. 这正是问题 
的症结 所在. 为了合理地定义曲面面积，就应要求逼近曲面的各 

平面小块趋于与曲面切面平行的位置.从这分析得到启发，我们: 
作出如下的定义： 


i 
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设 没 是一块连续可微曲面,它在每一点有确定的切平面。用 
分段连续可微的曲线将分 成若干 小块： 

5 * 1 ， 5 * 2 ,。** fS 719 

——我们把6’的这样一个分割记为: T , 并约定记 

■ 

\jt\ = max diam Sj 9 

1 < j 反 r* 

这里 diam S f 表示集合力的直径.在所分割的每一小块&中任 
取一点过 Qf 作占的切平面将&垂直投影于了；上， 
得到 A 上的一块平面区域.这平面区域的面积记为考 
察和数 

n 

(2.2) 咐，丌）： 

i * 1 

# 

曲 面块 S 的面积 OrCS ) 就定义为 

o ( S ) = iim 1(^,^). 

t w 卜0 

下面推导曲面面积的计算 公式. 先介绍简单曲面、正则曲面 
等槪念. 

设 D 是 R 2 中的一个区域，向量值函数 KU ,!；) 在£>上连续， 
曲面5■的参数方程为 

r = r(u,v), («,t»)6Z). 

如果映射 r ( u , j ;> 是单一对应，那么我们就说没是简单昀雨. 

.设£>是 R 2 中的一个区域，曲面 5* 的参数方程为 

r =rc«,y), («,y)6£>. 

如果 r ( u ,〃) 是连续可微映射并且满足条件 

f u xr v ^0, V (u 9 v)eD, 

那么我们就说 iS 是 正则珣 面. 
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我们来推导计算正则 
简单曲面面积的公式.设 
正则简单曲面 <5的参数方 
程为 

用参数曲线网 
w = 常数，^ =常数， 

把曲面 S 分成小块.每一 
小块在切平面上的投影的面积可以近似地表示为(参看图15-2八 

x = ||， tt x r JAu 厶 t；. 

于是 

由此得到 

a(S) = lim 

j IT 卜 0 

I 

^ r 

二 !k u x r v [\dudv % 

J m . 

IJ 

I _ 

这就是简单正则曲面面积的计算公式， 

我们考察这样的情形： 5•只是分块疋则的曲面，而且可以有 
重点. 如果能够 把&剖 分成若干块正则简单曲面，那么就可以分 
块计算面积，然后再相加.如果这时6•仍有统一的参数 表示： 

r- r(u f v) f (u f u)eD f 

那么仍有同样形式的计算面积的 公式： 

I 

<^(S) =J Jir„ X r y |dud 〜 

D 

下面，我们把曲面面积的计算公式改写为几种形式，以便于 
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以后引用. 

第一种形式 


所以 


因为 

r u x T v = Ai + Bi + Ck ， 

I 

W ^ 1~■ I I ■ fc • toH- <■■ ■ » ■■■ II » ■ ■ ■ 办 

d(u,v) a(w,y) 

r — d 丄 X ， y 、 

C — d(u ， v )， 


a(S ) 二 j j ^A 2 + B 2 +C 2 

D 

第二种形式利用恒等关系 

ll>-ttX r t?!! 2 + ( r u> r ») 2 = ll r «PIKIl 2 ， 

可得 

|r u xi •“ =N/||r tt || 2 ||r l ,| 2 - (r tt ,r„)\ 

我们回忆起 

il r u li 2 = Ey II r v P ^ Cr» 

(〜 〆 》)= F ， 

—这里和 (? 是曲面第一基本形式的系数.于是， 又得劳 f 

• • 

a b 

_ 

a(S) = \/EG-F 2 dudv 0 

4 / « 

D 

我们看到：曲面的面积完全由这曲面的第一基本形式决定， 
至于显式表示的曲面 

( x , y ) e £>, 

Al 

它可以看作参数曲面的一种特殊形式* 

广 X ’ 

\y = y ^ (^, y )6 D . 

曾 
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计算得 


A 


d ( xTp ) 


Qz 

知 - 

dx 


P 


a 而有 


这里 


B 


d ( x f yy 


dz 

dif 




C 


d ( x ， y ) 


^/A z + B 2 + C 2 


vV + 7 2 + 1 • 


^(< S ) = 


JJV ? 


+ q 2 +1 dxdy 


D 


P 


d 怎 

m - 1 - im^m 

dx ’ 


Q 


d 怎 

石. 


2. b 第一型曲面积分 

定义设 《是 一张可求面积的曲面，函数 /(& L 幻 在斤上 
有 定义. 把5 •分 割为有限块可求面积的小曲面块 

5^1 ， *S*2, **• > 

(我们把这样一个分割记为巧并记 





max diam 5* f m 

(j<n 


这里 diam 心表示曲面块心的直径 •） 在每一小块曲 面心上 
任意选取-•点 

Q i = (} = 1，2,…，打）， 
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然后作和数 


n n 

<2.3) = 2 八 G 

f - 1 J - 1 

当 41-0 时和数 （2.3) 的极限就称为函数/沿曲面 S 的第一型 
曲面积分，记为 

ff/(Q)dcr= lim 
】J i* 卜 o 卜， 

读者容易看出:第一型曲面积分作为和数的极限，应该具有 
线性及可加性等姓质， 

以下推导第一型曲面积分的计算公式.基本的假设是： 

(1) 5•是正则简单曲面，它的参数方程为 

h 

r =r(u ， iO, («,*;) 

' —其中是一个有界闭区域； 

(2) 函数/(\心幻在&上 连续. 

由于复合函数 /( y ( u ,y )) 在上的一致连续性，对任意 
00,可以作 D 的充分细的分割，使得在所分成的每一闭 子區跋 
Df 上有： 

|/(r(u,i0) 彳 ’））| <e ， 

V (u，y) ， (u’〆） 

在每一上任意选取一•点 (《”、•）， 记 

Qj =*■(，，〜）• 

又记 

S r . r = r(u,i；), (.u t vy^D j9 

我们来考察和数 

% 

(2.4) 2鴻) a (~) 

* 
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= jWdudv f 

，• Dj 

这里为 4 写简便引入记号： 

W^\\r u xr v \\ 


= \^A 2 Vb^+C 2 = 〆 EG -W ， 

•*■ X -- 

A _ d ( P ^) B ^ d (2 f x ) 

一 d(UyV) 9 — d(M^v ) 9 

〜 dQc ， y) 

L ^ d ( u jV y 


/ E- IkuP, G = \\r^\\ 

(r U 9 r v ) 9 

将和数 （2.4) 与下面的积分 / 比较： 


2 


r(U^v))Wdudv 


我们看到 





rt 


j/(r(u f u))Wdudt/ 


D 


( Qf )^(5 "p - 



•* 







<2 l/(^(« # ,^p) \Wdudv 


D 


a 


D 



=ea (5) 


这证明了 




= J , 

i 

在所设条件下，我们推导出第一型曲面积分的计算公式 I 

J] 鳩 dCT 

s 

= f(x(u 9 v} 9 zCu f v)^Wdudv 9 

w */ 

D 

其中 

W ^ tr u xrJ 

=v/A^TF+"C 2 = n/ EG - F l . 

还可以考察这样的 情形：& 只是分块正则曲面，对这情形， 
如果能够把 S 剖分成若千块正则简单曲面，那么就可以分块用上 
面的公式计算，然后再相加.如果这时 S 仍有统一的参数表未 * 

r = r(u,y), (u,y)e^, 

那么仍有同样形式的计算公式 



/ (Q) dor 


S 


JJ/Oc(w,iO,iKu,tO,*(u,iO)VTdudt^ 


D 


. 0 例腰 


例1 设 S 是球面 

r I • 

x 2 + y 2 + z 2 ： 

试计算 S 的面积 a (幻， 

解 我们引入球面的参数方程 

r^r(e 9 f), (Q ， <p)eD, 

这里 
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r (9fpy - i a cos 0 cos f f a sin 0 cos ip 9 a sin f ) ， 


计算得 


= ( — a sin $ cos tp f a cos Q cos 穸 ,0 )， 
r v = ( — a cos 0 sin 妒 , • a sin Q sin<p f a cos f), 

E = \\^e\\ 2 - aZ cos %， 

F = (” 9 = 0 ， 

G - 1 r v || 2 =fl 2 ， 

W = EG^ F 1 - a 2 cos p m 

所求的面积为 


a (S) f dQd<p 

_ I 

C^n tn/z 

= a 2 d0| cos <pdf = ina % 

J 0 J -*/2 

例 2 试计算球面 

x 2 + y 2 + z 2 — a 2 

被围在柱面 

x 2 + i/ z ^ ax 

之内的那一部分的面积. 

解由于对称性，所求的面积为其在第一卦限内的部分的4 
倍. 仍用例1中的参数表示，我们把所求的面积表示为 

cr(6*) = 4 ly BG-F 2 dedjP 

A 

r r 

= 4^ 2 j cos jp d0dj? # 

J 
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为确定积分区域厶把球面的参数表示代人不等式 


x 2 + y 2 《 ax ， 


这样得到 


cos 2 cp^co3 0 cos g> m 

我们看到 t 应满足这样的条件 


由此确定 


所求的面积为 


0« 


COS 2 <p^COS 0 COS (f) m 




}• 




sy = 4 ^ 2 j 


n /2 


0 


de \ 


cos tp dg> 


ici 2 



fC/2 


(1 — sin 0)d0 


4<a 2 ( + - 1) = 2(n - 2)«*. 


例 3 试计算双曲抛物面 … y 被围在圆柱面 W + V = &内 
的那一部分的面积. 

计算得 


p 4 】 = 夕， H x ， 


于是 


\/p 2 + q 2 + 


v/l^ +y 2 + 1 • 


cr(S) 




x 2 +J 2 + 1 dxdy M 
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换极坐标计算得到 



\/ r 2 + 1 rdr 



=等[(以 + 1”/2 



例4 问以下两积分相差 多少: 




(x z + j/ 2 + ^ 2 )dcr, 


/ = J f (X 2 +p 2 + 2 2 ) dor, 

P 

这里 

S -{( X 9 J / 9 2 ) 丨欠 2 +夕 2 +艺 2 = fl 2 }， 

P = {ix,y 9 z)\ i^) + Ij/| + 1^| ^a} m 

解根据曲面积分的定义，很容易求出第一个积分 


/ - jj a z da - 4 宂 <3 、 

y 

利用对称性可以简化第二个积分的 计算： 

/ = 8j (x 2 + y 2 + z 2 ) da, 

P ' 

这里的八是/ > 在第一卦限的那一部分，这部分曲面可以用显式 
方程表示为 


计算得 


Z 二 a — X -})， (义， i 0€4 i ， 

厶={(文，夕 ） I 欠，夕>0， x + y^a } 0 


子是得到 


直接计算得 


我们得到 

因而 

例5 



p 2 + Q 2 + 1 = 3 • 


8^*3 


m 


■ 

x 2 + y 2 -h (a - 3C - y) 2 ]dxdy 


A 


g\/ 3 x 2 dxdy 

-J * 



y 2 dxAy 


A 






(a — x — j/) 2 dxdy 


A 


x 2 dxdy 


y 2 Axdy 


4 


A 


[，a 


dx 


o 


a - x 


o 


及 2 d 夕 = ^ ~"* cl ^ ^ 

12 





(a - x- p) 2 dxdy 


m 


a 


dx 


o 




m 


a-z 


ia-x-yY^y 


0 


3 




"a 


(a-x) 3 dx = 

0 



2 v / 3 a 4 , 


卜 / = 2(2 卜 〆 3 X 


忒计算积分 


K 


zdu f 
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这里 S 是一段螵旋面： 

r = (u cos v f usin v 9 bv} 9 

0« a ， 

m 直接计算得到 

•_ 

r u = (cos p，sin y ， 0 )， 

= ( — u sin v，tt cos v f b) f 

£=!|rj| 2 = l, 

f ， == C^u? r t)) =: 0j 

G=||r t ,p = i/2 + bS 

v/ 而二 "7^ \/ir 2 TF # 

因而 





bv\/u 2 + b 2 dudv 


0<u<a 
o <v<2 i 




it 吟 v/PTP + 栌 ln a + v/ ^ + - ) 


例 6 试计算积分 



其中①是球面 X 2 + J / 2 + W = A 

解引入球面的参数表示当然可以进行计算（请读者自己练 
习），但利用对称性可以几乎不进行计算直接得出结果.事实 
上，我们有 



所以 


53 




L = -g-JJ (x 2 + j/ 2 + 2 2 )da 




5 
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第 + 六章第二型曲线积分与 

第二型曲面积分 

• • . 

§1第二型曲线积分 

- 'h 

■ 

我们已经熟悉了 “对弧长”的曲线积分——第一型曲线积 
分. 这里再来讨论“对坐标”的曲线积分一第二型曲线积分. 

l . a 定义与性质 

_ ■ 

一条参数曲线 

V, r = r(0, teJ 9 

总是可以定 向的. 例如我们可以选择参数 i 增加的方向为曲线的 

正 方向. 指定了正方向的一条曲线被称为有向曲线， 

设在空间某区域 D 中有一个力场 

F = F(x f i^ y s) 9 X3. 

设有一个单位质量的质点在这力场中沿一条曲线 r 从4点移动到 
丑点. 我们来考察力场对这质点所做 的功. 请注意，在这样的问 
题中，应该把 V 看作是从 A 到 B 的有向曲线 * 因为沿同一条曲 
线，从 B 移动到 A 所做的功，与从 A 移动到 B 所做的功，一般是 
不同的（符号正好相反). 

设曲线 V 的参数方程为 

P 

，二 r ⑴， 

给参数 K 间一个分割 

于 是曲线 y 被分成 n 小段 • 在第/小段上，力场对质点所做的功 
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可以近似地 表示为 


Wi =F • Ar” 


这里 

Ar i 

于是，力场对这质点所做的功可以近似地表示为： 

j -1 

当 41-0 时，上式的极限就应是所求的功灰： 

n 

(1.1) Hm y]F-Ar 1# 

> 卜 0 

设 p ( x ， y t z )， Q ( x ， y ， 艺)和 i ?( x , j /，3) 是 F ( x ， y ， ar > 在三个坐标触 
方向的分量，则 （1.1) 式又可以写成以下形式： 



W 


lim ^](PAx j + QAj/ 



R/izA 



从以上讨论得到启发，引出了第二型曲线积分的定义* 

设 V 是一条连续参数曲线 

r = r(f)，f €[>，#]• 

为确定起见，我们假定参数增加方向为曲线的正方向. 

定义设 y 是如上所述的一条有向连续曲线， P ( M )* 
J /3) 是在 V 上连续的一个数值函数，给曲线7的参数区闻 
任意一个分割 

tt : a = < ••• <^(11 = 办 * 

于是 V 被剖分为曲线段 
这里 

y,-: r = r(t '), K [【卜 1 山]， 

7 = 1，2, 
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在每一曲线段 h 上任意选取一点 

Mi = ( 尤(^)，友 

/ = 1，2, …， 》， 

然后作和数 

n 

( 1 . 2 ) 

卜 i 

I 

% • 

(Ax,- =x(t, ) - X(t^.!),/ = 1,2, 

当 kl -0 时，和数 (1.2) 的极限（如果存在）就定义为函数 P 
沿有向曲线 y 对 r 坐标的曲线积分，记为 

Pdx^ lim y]p(MO^ x i. 

r 丨 sr 丨一 o ^7^ 

用类似的方式，可以定义函数0对夕坐标的曲线积分和函数 
只对2坐标的曲线 积分： 


f Qdy =lim 

J y \^[^o - 

f Rdz = lim y]R(M 

J y 么广 

7 

以上这些对坐标的曲线积分，统统被称为第二型曲线积分. 
我们还约定记 

J P^x + Qdij + Rdz 



这积分的向量式写法是 




F • dr, 
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其中 




F-Pi +Qj + Rk ， 
dr = dxi + At/j + dzk^ 

如果有向曲线 V 的始端与终端相衔接，那么我们就说 V 是一条附 

* 

有向曲线，对于沿闭有向曲线的积分，常常把积分号写作例 
如 




Pdx + Qdy + Rdz 


等等. 

L 

从定义容易看出，第二型曲线积分具有以下重要性质（假定: 
各等式右端的积分存在)： 


1. 线性 



(af + ^g)dx =0 fdx + j3 gdx 9 

J y : r 


一 这里 a 和 A 是常 数; 


2. 可加性 

设 h 和 6 是两有向曲线，的终端就是 y 2 的始端，我们 

用记号 y ^ Y l + Y 2 表示由匕和 y 2 连接起来作成的有向曲线，则 
有 

f fdx = f fdx + f fdx $ 

J r J y, J y 


3. 有向性 

如果用记号 - V 表示由有向曲线 y 反转定向而得到的有向曲 
线，那么就有 
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r 


fdx 





fdx m 


注记平面曲线 

^ ■ ■ - 

y t x = ar(t),y = ^(0, ^G[a，W 

可以看做空间曲线的特殊情形，沿这样的曲线显然有 

* . _ 

•i 

J = 0 

_ 

p 

M 

—因为沿这曲线 2 = 0 。因而，对于平面曲线 y , 只须考虑以. 
下形式的 积分： 

J Pdx + Qdy . 

I 

l.b 第二型曲线积分的计算 

设 r 是一条连续可微的参数曲线，它的向量方程为 

r = r(t), te[«,j5]. 

用分量表示，曲线 y 的方程可以写成 

( X = x ( 0 > 

y = y 、 o , ^ e [ a , 

z = Z ( t )， 

为确定起见，我们假定 7 以参数增加的方向为正 方向* 

定理设 V 是如上所述的一条有向曲线，/^(^和及是在， 
上连续的函数，则有 

J pdx + Qdy + Rdz 

= r[P(A ： (0,^(0,2(0)^ CO 




5 分 


证明因为 VG ) 在闭区间 O ，/ □上 有界，可设 

M 

Vi 6[ a , j 5]. 

又因为复合函数 P ( x ( f ), 州）， 2 ⑴)在闭区间[0,«—致连续，所 
以对任何 e >0, 存在8>0 ,使得只荽 

t,r e [ a , j 5],| i -^ |<^» 

就有 


\ P ( x (0 9 y ( O t zCO )~ PCxit ^ ），攻 〆 >)I <«• 


对于1>，《的分割 


t 




和任意选取的 


j == i ，2. 


打, 


只要 


I 兀1<谷, 


就有 




fi 


— P(x0),j/(0 9 z0 y >}x / (t)dt 


a 





(t)dt 


- s 


m 


PC^CO^COt^CO)^(0 ^ 


< 




IP (父 （ q )， 州 f )， 怎 （ h )) 


P{xit) f y{t) 9 z< < t))[\x / (01 dt 




> . r m/r - ■ -l .-t-..v : -j ,i：：# ^ .4.%- r ■ i •' 



< eK 2 \ 由： e/COS ■<*〉• 

i 

这证明了 

iim y^P(y(r ， ) ， .y(r f > • 之 (r + ))Ajc, 

,sr| ^° i 

r ■ 

= J P (*(0, i /(0, s (0) jf / ( Ode . 

I 

1 

■ n 

至于对 y 坐标的和对 ST 坐标的另外两个积分，可以用相同的办法 
处理， □ 

例1设质量为 W 的质点沿任意连续曲线 V 从空间位置 A 移 
动到位置 S . 试计算重力对这质点做的功 

解设在 OJTTZ 直角坐标系中，02轴是竖直向上的•则 

-I 

功州可以表示为 


W = J < - mg)dz= - mg j dj? # 

根据定义容易得到 

\d2 = 2 B -2 A , 

因而 

W = rng(z A - z B )^ 

我们看到；重力场对质点所做的功，只与起点与终点的位置有关, 
与经过的路径无关. 

例2试计算 
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这里(:是 oxy 平面上中心在原点半径为 a 的圆周， e 是以 ox 
轴和 oy 轴为对称轴并且两半轴长度分别为 a 和& 的椭 圆周， 

解 我们写出 (7 的参数方程 

( x - a cos t 9 

ie [ o ,2 n ] # 

y = a sm t 9 

用上面定理中的公式进行计算得 

■ 

[a cos t{a cos i) ■ fl sin f (一 a sin t)]di 

- i 

气 ■ ■ 

争 

=k a 2 m 

f 

同样可得 

■A 

J = nab m 

在例 2 中，我们看到，对于 y = c 或者 y = 的情形，积分 

+ ® xdy - ydx 

正好等于 V 所围图形的 面积. 这一结论可以推广于很一般的情 
形，我们将在以后作进一步的 讨论. 

例3试计算 

iT = 0 xAy-¥y^x 9 
L =(t) + j/dar, 

J £ 

这里 <：和£如例 2 中所述. 

解 用参数表示进行计算得 

\ 

A = J t - sin 2 t}dt = 0 # 

同样可得 
62 








I 


L-db 



2 


D 


(cos 2 1 — sin 2 t)dt = 0 # 


例 4 试计算 


M 



c 


xdy — ydx 
x 2 + y 2 


这里 c 间上两例中所述， 

解用参数表示进行计算可得 


M = 


例5试计算 


N 二 \ xdx + ydy + sdz 9 

H 


这里#是圈螺旋线 


x = a cos t 9 j/ = asinf ， z = bt 


解我们有 


N 



[fl cos t * ( — a sin f) 



a sin 




(a cos t) + 6 2 ]df 


2knb 2 0 


• c 


与第一型曲线积分的联系 


考察连续可微曲线 C 


这里假设 


⑴， 《 e [ M ]， 




我们约定以参数増加的方向为曲线 G 的正方向，于是, 


沿 C 正方 
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向的切线单位向量为 

^(0 

我们把这向量的分量 C 03 GE , C 0 S ； S , C OS y 叫做有向曲线 C 的方向 
数： 


x f (t) 

Q - 一 ——- - - — ——- —■_■ ，■ ^ 

⑴ )— 2 + (^⑴） 2 

广— R ，⑴ _ 

C0 ^~/(HO)— 2+ (. V ，（ f))2 + (0 ，（ f))2 


cos y 
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v / ( x ^(0) 2 +( i / / (0) 2 + (^ / (0) 2 


设函数和只(〜 y , 幻在曲线 c 上连续，则有 


r* 


Pdx + Qdy + Rdz 




{ Px f + Qy f + Rz^dt 


j 



b 


(P cos a + Q cos p + R cos y ) 


a 


• v/(r^(0) 2 +(j/ / (0) 2 +(^ / (0) 2 dt 


(P cos a + 0 cos p + R cos V)ds 




这样，借助于方向数 cos a ，cos /? 和 cos y ， 我们把第二型曲线积分 
形式上表示为第一型曲线积分： 


Pdx + Qdy -r Rdz = (P cos a + Q cos ^ + R cos V ) ds # 

Jc ^ c 

请注意，第二型曲线积分与第一型曲线积分相比较，有一个裉本 
不同之处：第二型曲线积分是有向的，而第一型曲线积分是无向 
的.在上面的公式中/之所以能用第一型曲线积分表示第 二型曲 
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线积分，是因为在被积函数中引入了方向数 一 当曲线反转定向. 
时，各方向数都改变符号. 

r ■ I 

: … • ■ ■ ■ ■ :. - 

. \ 

•. - 

§2曲面的定向与第二型曲面积分 


2.a 问题的提出 

• . 

I 

我们通过一个实际问题，引出第二型曲面积分的槪念，设流 
体在空间某区域 D 内流动，并设这流动是稳定的 一 这就是说, 
在 Q 中任意一点 ( x , y , z ) 观察，流经该点的流体质点的速度不 
随时间而改变.这样，速度〃只是 i 幻的函数 

♦ 

I 

设6 •是 *0 中的一块曲面.我们希望计算在单位时间内从曲面 S 的 
一 侧流向另一侧的流体的量*请注意，流量与曲面^的定向有关, 
即与我们指定曲面5 1 的哪一侧为正侧有关 • 从负侧流向正侧的流 
体的暈算作正的，而从正侧流向负侧的流体的量算作负的. 

为了计算流量，我们在曲面没上任取一块微小的面积元 do *， 
并把这面积元的法线上指向正侧的单位向量记为 》• 于是，在单 
位时间内，通过这曲面微元的流体的量为 

d0 = (o • n)dcr , 

— ■请参看图 16-1. 因而， 

在单位时间内，通过曲面5 
的流体总量为 

0 = | iv • n ) da . 

* S 

用分量来表示，设 
tf== CP,Q ， i ?)， 

n = (cos a,cos 芦， cos y)， 图 i6,i 
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则有 

’ @ ; j*(P cos a + Q cos 疗 +/? cos y 〉 d(y, 

5 

我们把形状如* 

j * j * (尸 cos a + Q cos P + R cos V)dcr 

s 

的曲面积分叫做第二型曲面积分 _ 请注意，虽然上式写成第一型 
曲面积分的形式，但因为被积表达式含有曲面的方向数 CM a ， 
cos 办和 cos K 即曲面正侧单位法向量的分量），所以这积分与曲面 

的定向有关.如果改变曲面的定向，把原来的负侧当做正侧，那 
么所有的方向系数都改变符号，整个积分就改变符号.我们强调 

指出： 第二型曲面积分是一种有向的积分. 

■ 

I 

2 # b 曲面的定向 

_ 

在正式叙述第二型曲面积分的定义之前，需要对曲面的定向 
作一些说明， 

首先,我们指出，任何正则简单曲面都是可定向的，事实上 > 
设 

S ： r = r(u,y), 

是一块正则简单曲面.因为 

^ _ 

■ 

r u x r v ^0f 

所以曲 面&在 各点有确定的法线，两向量 



都是法线上的单位向量.我们可以指定其中一个方向为正方向， 
例如可以指定 
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的指向为法线的正方向.当参数对（《，〃）连续变化时，这样指定 
;的正法向单位向量也连续变化，不会突然转到相反的方向 上去. 
我们约定把曲面正法线指向的一侧叫做正侧，相反的一侧叫 k 负 
侧，于是曲面《明确地分出正负两侧来 一 这样的曲面叫双侧曲 

面， 


对于非简单的正则参数曲面，如果仍按照上面所说的方法去 
确定正法线向量或者正侧，就有可能遇到麻烦.因为很可能存在 
两对参数(％，〜）和（叫,心)，它们对 应着時 面上的同一点，而在 
该点的两法向量 



其有相反的指向. 



下面，我们介绍不可定向曲面的一个非常有名的例子一牟 
比乌斯 （ Mdhius ) 带， 

考察一条细长的矩形纸带(图 16-2). 

I • 




C / 




图 16-2 

| 

■ 

■ 

— _ .書. 

我们设想把这纸带弯曲并把与 AB 这两端粘合 起来. 这时 
可以有两种情形. 

I 

_ 

情形1 A f B f 与儿5按同一方向拈合 （ yT 与 Z 粘合，与 
刀粘合 >• 这种情形粘合所成的曲面可以看成一个圆柱体的侧 

很容易说明这曲面是可定向的*因为我们可以把从圆柱体内 



穿过侧面向外的方向，规定为法线的正方向. 

情形2纸带 AWS ' B 在弯曲的过程中同时扭转， Azy 边 
扭了 180°再与粘合 ( A ' B ' 与按相反方向粘合， A 7 与丑 
粘合，丑/与4粘合)，这祥粘合所成的曲面，被称为牟比乌斯带 
(图 16-3), 下面，我们将 说明： 牟比乌斯带是不可定向的， 



事实上，按上述构造办法，矩形 ABjET A 两端的中点 C ， 与 C 
互相粘合，因而原矩形的中位线 CCT 粘成了一个闭圈.如果让点 
P 沿着闭圈在牟比乌斯带上绕行一周，在绕行过程中保持单 
位法线向量连续变化，那么不论我们在出发时指定怎样一个单位 


法线向量作为正方向，当我们绕行一周再回到出发点时，连续变 
化的单位法线向暈必定指向相反的方向（参看图 16-4). 

我们设法写出圆拄面与牟比乌斯带的参数方程，对于上述两 


种情形， 实 施拈合手续的 时候， 矩形 的 中位线 CC " 总 


是粘合成一个闭圈.设这闭圈在 oxyz 坐标系中的方程是 


x z + j/ 2 = a 2 f z = 0* 

I 

设 ab 是垂直于这圆周的线段 

x = a y y = 0 > 
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情形 1 中的圆 柱面，可以看作是由线段 as 沿圆周 ay 平行移动 
生成的.据此，我们写出这圆柱面的参数方程 


a cos 


y = a sin u 


扛， 




在情形 2 中，线段 AB 沿圆周 C(T 移动，同时绕中点扭转，在环 
行一周过程中总共扭转 180°. 据此，我们写出牟比乌斯带的参 
数方程 


a + v sin 


2 


[y 


_ 


a + v sin 


)cos «, 
)sin u ， 


V cos 


2 




b^v^b 


利用参数方程，可以通过计算验证我们在上面的讨论中借助 


于几何直观说明的事实. 


-对两种情形，分别考察 



,1 


* 0)-(0 ^0 > 



就能掲示圆柱面与牟比乌斯带在定向问題上的差异.具体的计算 
与讨论留给读者作为 练习. 一 

r 1 ^ _ 

我们常常会遇到那种由若干块连续可微曲面“拼“”而成的 
曲面 一 例如象正方体的表面那样的曲面•对“拼接曲面”的定 
向 问题，薷要作--些 说明. 


<a ) 在平面 R 2 上， 由 一条连续并且是分段连续可微的简 
单闭曲线所围成的闭区域，被称为初等区域， 

0>)定义在 初等区 域上的正则简单参数曲面块被称为初爭 
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( C ) 对于给定的有限块初等曲面，如果其中任意两块至多 
只相交于边界上的一段曲线，任意三块(或更多的块)至多只相交 
于边界上的一点，那么我们就说这有限块初等曲面是 规则相 处的. 
由规则相处的有限块初等曲面组成的曲面，被称 为拼接曲兩， 
前面说过，正则简单参数曲面总是可以定向的.每一块初等 
曲面£当然都可以定向.五的定向按照以下法则在其边界曲线力5 
上诱导出一个定向. 

h 

", 

( d ) 诱导定向 法则： 在曲面£的正侧沿边界曲线 a 五的正 
方向前进，£应该始终在的 左方. 

( e ) 设艮和 是规则相处的两块初等曲面，并设这两块 
曲面各自选定了正向.对以下两种情形，我们都 说仏的 定向与 

的定向是协 调的： 或者 A 与&无公共边界曲线（至多只能 
有一个公共边界点 ) > 或者艮与在公共迫界曲线上所诱导的 
定向正好相反. 

(0 对于拼接曲.面 < S ， 果能给组成它的每一块初等曲面 
选择一个正向，.使得任意两块初等曲面的定向都是协调的，那么 
我们就说这蜷接曲面 S 是可定向的.我们还约定，把协调选择的 

各初等曲面块的正向（正 
侧)，看作是拼接曲面5的 
正向(正侧)， 

下面，我们通过具体的 
例子来说明拼接曲面的定 
向. 

例1考察正方体的表 
面如果我们选择各面块 

向外的法线方向为疋方向， 

• . * 

^ m 1«-5 那么这些面块的定向是协调; 

- - 
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的（参看图 16-5) .因而 C 可以 定向. 

例2圆注体的侧面 L 可以看成由三块初等曲面拚接而成 
的.这三块初等曲面可以协调定向，因而一•如我们已经知道的 
-圆柱面 L 是可定向的（参看图 16-6), 



® 16-6 

I 

« 

例 s 牟比乌斯带 m 也可以看成是由三块初等曲面拼接而成 
的，但这三块初等曲面不可能协调地定向.一这符合我们已经 
知道的 事实： 牟比乌斯带是不可定向的（请参看图 16 - 7 ) » , 



图 16-7 


2.0 第二型曲面积分的定义 

_ 

I • 

.■ ■ ^ ' - 

设 S 是 R 3 中的可定向正则曲面 • 如果指定了的正法线单 
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位向量 

n = (cos a,cos J3 ,cos y), 

那么也就指定了这曲面的 正侧. 5•的正侧通常记为+ 5•或5 + , 
我们还约定把同一曲面的相反一侧记为或 S ' 请注意，像 
+ &与-5这样的记号完全是相对的.我们先指定可定向曲面 S 
的任何一侧作为+ A 另外一侧就成为为了书写简单，有 
肘候也就把+ S 省略地写作 5*. 

设5■是如上所述的指定了正侧的曲面，并设 /(M )=/( x，h 

是在5•上有定义并且连续的 函数. 我们约定把 

■ _ ■ 

(2.1) J /( M ) cos a(M)dor 

叫做函数 / 沿曲面 S 的正侧对 P 坐标的曲面积分，并约定将这 
积分记为 

J f (x,j/,z)dy/\dz 9 

I 

. • 

• S 

按照定义,积分 （2.1) 是以下和数的极限： 

n 

^/(MO-osaCMiycriSO. 

1 - " 1 

这里的 cob (^从^以心巧是微小的有向曲面块心在 OYZ 坐标平 
面上的投影的（有向）面积 • ——这就是我们采用记号幼八心 
拥理由.类似地，我们可以定义函数/沿曲面 S 的正侧对 a 坐 

i 

标与对 W 坐标的曲面积分： 

(2.2) [ f (x 9 y,z)dz/\dx = jjf (M)cos j5(M)dcr, 

is ^ 

(2.3) \\f(x f i/ f z)dx/\dt/ = f[/(M) oo^Y(M)da m 



以上这些对坐标的曲面积分，统称为第二型曲面积分.为了书写 
简便，有时候也将 八如， 和 dxAdy 等记号省略 地写. 
作 dydz ， dzdx 和 djcd #. 例如，积分 （2.1) 可以记为 


|J/(x,y,2) dj/dz. 


， s 


在不致于混淆的情况 r 甚至可以更简单地记为 


(* 



f{x,y,z)dyAz m 


在许多实际问题中，常常会遇到以下形状的和 


: 


(2.4) 



P{x,y,z)ds/\dz + 


Q(x f y 9 z)dz/\dx 


A 




R{x,y,z) dxJ\di/ 9 


例如，在 2. a 段中，我们把流量的计算归结为以下形状的积分 





(o^n)da 



h 

(P cos a + Q cos p + R cos Y) da 

4 * 





pdj//\dz + 



_ 


v . 

Qdz/\dx + 



Rdx/\di/ m 




s 


我们约定把 （2. i ) 简单地记为 


(2.5) 


r% 



pdy /\dz + Qdz/\dx + Rdx/\dy f 


或者更简单地写成 
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<2.5) ; [J Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 9 

■ 

I 

如果 + 的法线单位向量选为 

n - (cos a, cos P, cos V) f 

那么 - 5 1 的法线单位向量就是 

—n = ( - cos d ，一 cos jS, - cos y) # 

我们看到 


f(x y i/ 9 z)dy/\<iz = JJ/CAf) C - cos a (A/)) da 

-i s 

■ 

■■ L 

=-Jj/(M)cos aCJV/Jda, 

S 

也就是 

/% A /* f* 

f(x,j/ 9 z)di//\ds^ - f(x y y $ z)Ayf\Az m 

J J v * 

- 5 + S 

1 

i 

这说明藥二型曲面积分是一种有向的积分:如果改变曲面的定向， 
那么积分就改变符号. 

I 

记号办八心表示 OYZ 坐标平面上的有向面积元 • 我们约 
定以 0 X 轴的指向为面积元切 Adsr 的正法线方向，即约定以 
i 作为面积元 dyAdz 的正法线单位向量.我们还约定:记号 
如 表示以 - 〗为正法线单位向量的同一块面积元，因而 

I 

1 • 

dz/\dy = - dy /\ dz m 

对于面积元如 A 扣与 dx /\ dj ^^ Ak ， 也有类似的 
约定 * 

dx A < 1 « 55 - dz/\dx 9 
dy/\dx = -dx/\dt/ m 

于是，我们约定 
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pdz/\dp = 

» A 



pdp/\dz f 



Qdz/\dx f 



RdxAdy. 


如果 S 是可定向的拼接曲面，那么沿的第二型曲面积 
分，就定义为同一挺积表示式沿各曲面块正侧的积分之和. 

对于可定向的闭曲面，人们常采用带圈的积分号.例如 

i\pdydz + Qdrdjc +• 

+ S 

r + 、 

——积分号上所加的“圈”，用以强调这里积分所展布的曲面是 
可定向的“闭”曲面 . ， • 

2. d 第二型齒面积分的计算 

' < C ■ 

我们来考察正则简单曲面 

Si r ^r(u,z;), (u 9 v)eD 9 

_ 

h 

这曲面的单位法线向量为 

( 2 . 6 ) 

hu >< r v \\ 

, ■ „ ^ Ai + Bj + Ck 


=cos ai + cos /Jy + cos yk f 


其中 
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cos a = ± 


>1 


^ A ^+ B 2 + C z 


cos J? = ± 


B 


^A 2 + B 2 + C 2 


cos y = ± 


C 


^ A t + B t + C z f 


A 


W ) 

d ( u,vy 


B 


oa^fXy 

d ( u~vy 


C 


d ( x ， y 、 

d ( u 3 v ) 


裉据第二型曲面积分的定义，我们有 





产 


Pix.y^Ay f\dz 





P cos adcr 



a 


P 


± A 


v^A 2 + B 2 + C* 


v/A 2 + 5 2 + C* dudu 



±\\PAdudv 


m 


D 


这里的 ± 号须根据曲面的定向来选取，如果在 (2.6) 式中选取+ 
号来表示曲面 S 的正法线方向，那么这里也应选取+号.反之亦 


然 


于是，我们把第二型曲面积分归结为参数区域上的二重积 


分: 


(2.7)! 



I 

Pdy/\d；5 = 土 PAdwdy 



i > 
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<2-7) 


f f Qdz /\ d.v = + j QBdudv, 

+ s o 

(2.7) 3 r|/2dj£：A dy = ± Jj^Cdudv, 

d D 

一 般地，我们有计算公式 

(2.7) J fpdj/d^ + Qdzdx + Rdxdi/ 

4 s 

=± f (jP^I + QB + RC') dudy, 

D 

以上各式右边的 P ， Q ，只分别表示 

P(x(u f v) ,j/(«,y) ，忽 (U,I /)〉， 
Q(x(u,y)，y (u，i；)，z(u，y))， 

/?(x(u ， v) 9 y(u f v) ,sr(« t y))i 

、 

记号 A ， 丑 ， C 的定义 如前： 

D — dO ^， x ) 


r _ djx , y ^ 

c " eo ^) 9 

各式右边积分号前的 ± 号，要根据曲面的定向来选取 
显式表示的曲面 

■ 

t * 

左 ： z = / (工， y )， 


可以看成是以 a , y ) 为参数的曲面.对这 情形有 

V 



于是，第二型曲面积分的计算公式可以写成 


jlpdifdz 4 - Qd^dx + Rdxdp 







dxdt / 0 


如果 i > = Q == 0 , 那么计算就特别 简单： 

f * p ^ ^ 

RdxJ\dy- ± R(x y y 9 f(x 9 y))dxdy % 

J J %/ « 

*S D 

b 

这些计算公式右边积分号前 的 ± 号，要根据曲面的定向来选取. 

*h 

如果以曲面5•的上侧为正侧(即要求正法线方问与 0 Z 轴的 正方 
向夹 锐角 ： cos y>0) f 那么在这些公式中就应选取正号.如果以 
曲面 S 的下侧 为正佛 f , 那么在这些公式中就应选取负号， 

例4试计算积分 


xd 夕 d 之 + ^d^dx f z t dxdy 




这里5是球面 x ^+ t /^ z ^ a ^ 的 外侧. 

解球面^的外法线单位向量表示为 



因而 





(x cos a + y cos + z cos Y) dor 



X 2 + J / 2 + z 2 


a 


dtr 


a 





da 


4 


3 


na % 



例 5 试计算与上例类似的积分 




xdi/dz + ydzdx + zdxdy f 


这里 r 是如下的长方体的表面，约定以外侧为 正侧： 

V ■ ■ 

1 ^ - r 

M<a ， \y\<,b , 丨艺 

解长方体的外表面 r 由六块價面/^/^，…，八拼接而成, 

这里 

A ： \^\< c f 

r 

r 2 t n 一 a ， 1^1 <&, \^\< c f 

, ri ： \ x \^ a f y = b ， I 方 

r 4 ： i 勾 < a ， y 一 h \ z \^ c f 

■* 

： r e ： I ^ I i y I z ^ c f 

， r 

I 

fe* \x\^a, 

在侧面 上 ， n=r (1，0,0 )， x = ci f 因而 

-- 

> ■ ■ 

、: ^ j f y&zdx -\- rdxdjf 


同挣可得 




3 



xdi/dz + pdzdx + zdxdy 



4 


3 


abc . 



最后，我们得到 


7» 


J = 6 x f abc = 8abc^ 


试计算积分 


xdydz + tfdzdx + sdxdy 

3 md 


这里 A 是以下椭球面的外侧 


: 


X 


y 2 . x 


F 十 P 



m 


T 1 


我们引人椭球面 A 的参数表示 


(0 


= (a cos Q cos SP, b sin Q cos 9 f c sin P} f 

,OeD= |o<0<2«, 


计算得 


a 


SS 


(_a »in 设 cos cos 0 cos 炉， 0 )， 

a 

(一 a cos 0 sin 炉 ，一 t sin 0 sin f 9 c cos f) f 


d x r v = (Jbc cos Q cob 2 P 9 dc ain Q cos 2 <P y ab cos sin f ) 

A^bc cos Q cos 2 f 9 sin Q cos 2 f 9 


C^ab cos <P sin 9. 


于是有 


j*J abc (cos 1 $ cos® fp + sin 2 0 cos 3 ip + cos f sin* f^jAQdf 


& — abc JJ cos <P d$ dp 

D 


4 


n abc. 
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在上面几例中，我、们看到，积分 





xdydz + ydzdx + zdxdy 


正好等于闭曲面 S 所围的体积 • 这实际上是一个 普逋成 立的事 
实_我们将在后面给予 征明， 

例7试计算 




x z dydz + j/ z dzdx + z 2 dxdy f 


这里没是球面+ j / 2 + - a 2 的外侧. 

解类似于例4中的做法，我们求得 



十 y 3 + z 3 


a 


da 





s s s 


利用球面 s 关于原点的对称性，很容易看出上式右端的三个积分 
都等于0,因而 

■ 

L = 0. 

例8试计算 

〆 * 

对 = [I / ( X ) d 夕 dsr + 5 dzdx + k (^) djcdy ， 

r , . 

这里 r 是以下长方体的外 表面： 

j • •• • 

■ 

解 仿照例 5 中的做法，我们求得 

Af = 4{E/ _ f ( — + [ff (b) _ & ( 一 b)]ac 

+ [A (c) - h(-c)]ab}. 

例 9 试计算积分 
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TV = \jx z dt/dz + y^zAx + 怎 3 dxd 夕 , 


这里 Z 是以下椭球面的外侧 


+ 


y 


- -- T" ■ -H 


b z 





我们把 iv 分成三项 


N - Ni+ N z + Nz ， 


先来计算 


A^3 = jjddrdy. 


A 


如同例 6 中那样引人椭球面 y \ 的参数表示，我们求得 


iV 3 



abo z cos <p sin 4 <P d0d 沪 


nabc % m 


根据同样的道理，应该有 


A / 2 = j j $f z dsdx 


jtab s o 9 


4 


iVi 



x z dpdz 


na $ bc % 


于是#到 


N = Ni +iV 2 + N 3 


n abc^a 2 + b 2 +c 2s ) m 


例 10 设 d 是以 （1,0,0)，（0,1，0) 和 (0,0,1) 为顶点的三角 
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:: .1 ： ti.i 





布于这几何形体上的积分.本节将要介绍的格林 （ Green ) 公式、 

高斯 （ Gauss ) 公式和斯托克斯 （ Stokes ) 公式都涉及这种类型 
的变换. 

3 .a 格林公式 

格林公式把绕二绝区域边界的第二型曲线积分转换为展布于 
这区域上的二重积分 • 我们先分析两种较特殊的情形,然后介绍 
更一般的结论. 

情形1考察 R 2 中的闭区域 

D = {(x 9 i/)\i/ 0 (x )W f a^x^b}, 

这里办 00 和 h 00 是连续函数， yoWOiW . 为了叙述方便，以 
下我们把象 D 这样的区域叫做甲类区域.通常把 D 的边界记为 
犯， 并约定在奶上按下述法则诱导定 向:沿 祀的正向前进时， 
D 应在的 左方. 设函数户0：，友）在 D 上连续可微，我们来计 
算第二型曲线积分 



曲线可以分成四段（参看图16_8): 



i 


Y ol 犮 = 犮 0( 工），办， 


3 



办， Vo (幻 


Y lt y^yiWf 


a 





于是 


§J dx ts J 


pdx + 



> 


pdx 



0 


Pdx + 




f 产 • 


直线段 a 和#都垂直于 OX 轴，根据第二型曲线积分的定义 
应该有 


因而 



a 



pdx= I Pdx = 0. 

fi 


<P Pdx^ I Pdx 
J dD J Y 0 



pdx 



b 




a 


P ( x 9 y x Cx^dx 


O 


9 




LP(x 9 M x ^ - P^fViix))2 dx 


= m ::::-»- 


IK- 


dP ^ 

dy 


) dxdj (/ 


D 


这样，我们把沿 3 D 的第二型曲线积分，转换为展布在 D 上的二 
重积分： 



Pdx = i\(^) dxd ^ 
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设 R 2 中的闭区域 D 可以分拆为甲类区域一-这就是说，^ 
可以表示成两两无公共内点的有限个甲类区域的并集： 

fTk 

^ ~ \ \ D 

s - 1 ’ 

如果 函数/>在0上连续可微，那么就有 

dxdp=: fil\(~ %Y xAy 

Q imlD t 

I _. 

m 广 

pdx * 

i - l ^ u ° i 

r 

相邻的 Di 和 D ; 在它们的公共 边界线 上诱导的定向正好 相反， 
这 使得沿公共边界线的积分互相抵消(参看图 16-9)， 所以 

171 

0 pdx- m pdx % 
fTi j i J 

于是，我们得到 



o - r 
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m i6-9 



这是格林公式的一神特殊 情形. 

情形2 再来考 察另一 类较特殊的 K 域 

B = {0,夕 ） 

这里 h ( y ) 和 AGO 是连续 函数， 我们把象£这样 
的区域叫做乙类 区域. 区域 f 的边界 a 五仍照以前所述的法则定 
向(沿的正方向前进肘，£在占£:的左边） • 设函数 Q 在五上 
连续可微，我们来计算积分 


CD Qdj/ m 

J dE 

p 

与情形 1 中的讨论 类似， 可以得到 



设中的闭区域 D 可以分拆为乙类区域一这就是说 ， Q 
可以表示成两两无公共内点的有限个乙类区域的 并集： 

i 竹 

U 五，• 

电 ■ 

;=1 

如果函数 Q 在 D 上连续可微， 那 么仍有 



这是格林公式的另一特殊情形. 

d 

一 般悚形 综合上面的情形1和情形2,就可得到这样的结 
论： 


设 D 是 R 2 中的闭区域，它既可以分拆为甲类区域又可以分 
拆为乙类 区域. 如果 函数/ 5 (〜灰)和 G > bd ) 在公上连续可微，那 
么就有 



Pdx + Qdy 







这里是 Q 的边界，它按照我们前面所述的诱导法则定向. 

在上面的陈述中，要求闭区域£?既可以分拆为甲类区域又 
可以分拆为乙类区域.许多实际问题所涉及的闭区域都能满足这 
样的 条件. 其实，格林公式对更一般的闭区域也能成立，我们把 
这更一般的结果陈述为定理的形式. 

定理1 (格林公式）设幻是 R 2 中由有限条分段连续可微曲 
线围成的闭 E 域.如果函数 PQ ， 力和 QbA ) 在 O 上连续可微， 
那么就有 



pdx + 



~ \ dxdj/ 

di/ / 


这里的 3 D 是 D 的边界，它的定向按照以下法则 确定： 沿 3 D 盼 
正方向前进时，区域12在的左侧. 

我们介绍这定理证明的棊本思想，但不打算深入探讨证明的 
细节.首先注意到： R 2 中由有限条折线围成的闭区域既可以分 
拆为甲类区域又可以分拆为乙类区域，因而，对于由有限条折线 
围成的闭区域，格林公式应该成立.其次，设 D 是 R 2 中由有限 
条分段连续可微曲线围成的闭区域，和 Q 是在 X 3 上连续可微 
的函数.一按照约定，这意味着 P 和 Q 在包含了闭区域£?的某 



一 个开集 W 上连续可微.我们可以作一个由有限条折线围成的闭 
S 域 "cw, 使得 ail 与的3充分接近，汀 与公相 差无几(请参看 
©16-10)，从而使得 



■麝 


h 

pdjc + Qd v - 


Pdx + Qdy < 


6 « 





dP 

dy 


) dxd ^If®-w) dxd H < i- 


前面说过，对于由有限条折线围成的闭区域，格林公式成立 


我们得到 



§^ pdx+Qdy - 牒 -ff) d H 《 

Q 

因为 e>0 可以取得任意小，所以 


k 0 pdx+Qd 


y 


(dQ 

\dx 


dP 

dy 


)d 均. 


O 


于是，对于相当一般的情形，我们证明了格林公式. 

洼记 采用意义容易理解的符号表示，我们可以把格林公式 
写成： 



Pdx +Qd t y = 



dy ； 

Q ! 


格林公式的这种整齐对称的写法，更便于记忆. 

例 1 设£?是 R 2 中由一条或几条分段连续可微曲线围成的 
翊区域，试说明 r) 的面积 a ⑴)可按以下各式计算： 
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xdy = - 





xdp - pdx m 



解根据格林公式，我们有 




xdp - ydx 


2 


(I + Ddxdif 




例 2 我们继续例1中的讨论*设 D 的边界表示为 
——这里和是分段连续可微的函数，则有 

I 


<na) 


2 


xdy - ^dx 



(x ， _ Odt 



y 


实际计算时不必顾虑符号的选择一只要对最后计算的结果取绝 
对值就可以了 • 
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例 3 试用例1中的公式计算椭圆面积. 
解椭圆的参薮方程为 

x = a cos t y y ~ h sin t, 

利用这参数表示计算第二型曲线积分得 

= 士 乐 xdy ^ pdx 

C4 i AO 




(jab cosH + ab ainH^dt 


例 4 星形线的参数方程为 

x = a cos 3 t，y sin s t 7 G^^2jc # 

试求由星形线所围成的平面图形 D 的面积（参看图 16 -llh 

■ ' * 



解我们有 

<r(.Q) 



f 


[a cos 8 t(3a sin 2 t cos 0 


一 <3 sinH( -3a cobH sin 


Sa 2 n 

丁 Jo 


cos 2 t 8in 2 td^ 


cz 


3a 2 • 

tJ 。 81 


Bin 2 2tdt 


3fl2 疒 2ir X - COBit 


I 


dt 






试计算 


w 


f 


xdj/ - yAx 
x 2 + y 2 


W 



xdp - yAx 

x 2 + j/ 2 


W 




r 


xdy - ydx 
x 2 + y 2 ~ 


9 


2 2 

龙里 C 是圆周 3 f 2 + = £是椭画周^7+^ = 1， 尸是 环绕原 


点的任意连续可微的简单闭曲线 
有界区域来诱导定向 I 


这些曲线都根据它们所围的 


利用圆的参数方程进行计算，很容易求得 


W c 


r 2 cos 2 t + r 2 sin 2 t ^ 

r ^ cosHVr 2 sinH dt = 2 芄. 
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第二个积分的直接计算比较麻烦，我们将采用间接方法计算.选 
取半径 充分小 的圆周使得这圆周完全包含在五的内部.把 C 
与 E 之间的闭环状区域记为在这环状区域中，函数 

p = _74 -p 和 Q = ^ j t 

都是连续可微的，并且 

dQ : j / 2 -^ 2 _ dP 

( x 2 + 夕 2 ) 2 ~ 

因而 

L pdx+Qd ”JI(^-ff) djcdj/ 

Q 

= 0 * 

a 

由此得到 

W £ ^ Wc ^ 

用同样的办法可以求得 

Wp ^ 2^# 

这结果似乎有些使人感到惊奇*其实，我们可以把被积表达 
式写成 

xdp - ydx j A y ^ 

U dare tg T = d0, 


这里 0 是点的幅角 • 不管沿怎样的连续可微简单闭曲线 
r 绕原点一周 ,积分的值都应等于幅角的增量 
例6 试计算积分 


W 




xdjf - j/dx 
x 2 + y % 


这里厂是不围绕原点的连续可微简单闭曲线，并且侬据它 所围的 
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有界区域诱导定向， 

解把 r 所围绕的有界闭区域记为 i ). 因为 x > 不含原点, 
所以函数 


p = - FT ? 

都在 幻连续 可微，并且有 

dQ J/ z - x 2 dP 

x 2 + j/ T = aiT # 


因而 


W r ^ CD Pdx + Qdy = 0^ 

J dQ 


3.b 高斯公式 

高斯公式把沿三维区域边界的第二型曲面积分转换为展布在 
这区域上的三重积分，与上一段中的讨论类似，我们通过对几种 
较简单情形的分析，证明一般的结论. 

考察 R 3 中的闭区域 

H^{x Q iy i z') (y 9 z) f 0/ 9 z)eD} 9 

K = {yQ(z 9 x) ( z 9 x )^ E } 

和 

Af = {jsr 0 (a: ，夕） {x,y ) 9 (X ， „v) e F} ， 

这里的 d ， 五和 f 分别是 yz 平面， zx 平面和 xy 平面上由连续 
并且分段连续可微的曲线围成的闭区域，％，〜外，义和％，力分别 
是£»， 五和 F 上的连续可微函数.我们约定把象//这样的区域叫 
做甲类区域，把象 / C 这样的区域叫做乙类区域，把象 M 这样的区 
域叫做丙类区域，设 G 是 R 3 中的闭区域.如果 G 可以表示成有 
限多个两两无公共内点的甲类（乙类、丙类）区域的并集，那么 
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我们就说 G 可以分拆为甲类（乙类、丙类）区域. 

定理2 (髙斯 公式〉 设 D 是 JR 8 中的闭区域，它既可以分拆 
为甲类区域，又可以分拆为乙类区域，也可以分拆为丙类区域. 
如果函数 Q ( x ， y ， z ) 和/20：，夕,幻都在 G 上连续可微, 

那么就有 

0 P AyAz + Q & z^x + Rdxdy 

dO 

= /I f (jx + if" + |f) dxd ^ 

Q 

这里是 g 的边界，它以向外的法线方向为正方向， 

证明设丹是一个甲类区域.我们来计算积分 

• . 

p 

dH 

甲类区域//的边界3//由左、右两块曲面私， 说和柱 形侧面5组 
成，这里 

s •*. 

5 * 0 : x x^(p 9 z) y t D ， 

Si% x^x x {y,z), {y ， z)^D $ 



图 16-12 


柱形侧面 S 垂直于 YZ 平面（图 16-12). 根据第二型曲面积分的 
定义，应该有 
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Pdy /\ dg ^ Q m 


沿 ^和私 的积分也容易计算 t 


\ 





Pdy /\dz = 



P(,x 0 {y,z^ f i/ 9 z^At/d2 f 

P<,x x (y 9 z) 9 y,z)dydz m 


这样，華们得到 



pdy f\dz 


= ir ( r v ，» 咖 

J J \J ar 0 (Vte) O x / 

D w 

. H 

因为 Q 可以表示成有限多个两两无公共内点的甲类区域的并集 》 
所以也应有 

a 

j| PdyA^ = ||| dxd^d^. 

dO o 

类似地可以证明 



J ) RdxAdi / = 

dQ 








djcdj / dj ? 



以上三式相加就得到高斯公式的一般形式 # □ 

引入记号 
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-m 


F = ip + JQ + 美只， 


可以把髙斯公式改写成这样的形式 



/^•n dor 



y • Fdxdydz p 


m 


这 M « 轰示 dQ 的外法线单位向量. 


m 


设 D 满足定理2中的条件,试说明 JQ 的体积可按以下 


任一式计算 a 


VW) 





xdy /\ dz 





i/ds/\dx 



zdx A dj/ 


d 


+ pdzdx + zdxAy t 


利用髙斯公式就得到 



xdy/\ d^= fjj dxds/dz = V (。) • 


其余几式可以类似地证明. 


我们继续上例中的讨论.设 Q 的边界具有正則参数表 


示 


r^r(u,v } 9 (u f v)eD f 


这里 


(ti，iO = (xiu f v) ，夕 (w ，《 ),2(u,t;)>. 
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利用这一参数表示来计算表示体积的曲面积分，就得到 





V (D) - ± 



(xA + yB -h zCydudv 




dudy. 


在具体计算时，不必费心考虑怎样的符号选择对应于外法线时 
量_因为体积总是正的，所以只要对计算的结果取绝对值就可以 

« . 1 i | 

• i. 1 ? 

了_ 


3. c 斯托克斯公式 

、• _ 

_ _ . • 

斯托克斯公式把沿一玦曲面边界的第二型曲线积分与展布在 
这块曲面上的第二型曲面积分联系起来，在某种意义上，斯托克 
斯公式可以看作格林公式的推广.我们也将利用格林公式来证明 
斯托克斯公式， 

设乃是一块二阶连续可微的正则简单参数曲面： 

r = r (u,t») , iu,v) 

这里 d 是 H 2 上由分段正则曲线围成的闭 K 域，而 

r(u 9 v) = (^x(u t v^ 9 p(u 9 v) f z(u 9 v)) 

是二阶连续可微的单一的映射，满足条件 

I 

K 

I 

X r v ^ 0 > 山 

■ 二 ■- - 

w 

在曲面块 D 上选择好一个定向，这定向也就在 D 的边界 3 D 上诱 
导了一个定向（诱导法则：在乃的正侧沿的正方向前进时， 

D 应该在的左 方）. 又设函数在 D 上连续可微 <这 
就是说 P 在包含0的一个开集上是连续可微的)，我们来考察第 
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二型曲线积分 


Pix,y,z)Ax m 



在所给的条件下，应该有 

. • 

m 

( 3 - 1 ) ^/ d ^ = f/(S du+ g4 

■ 

事实上，以边界曲线的参数表示代入计算，上式左右两端的结果 
是一样的. 

I 

在 （3.1) 式中，我们已将空间的第二型曲线积分转换为参 
数平面上的第二型曲线积分.于是，可以对后者运用格林公式 I 


(3.2) 



(% du+ % dv ) 



d 
du 


( P ^)~d~v( P d^)] dudv 


计算得 



p 


dx 

dv 



d 




dv 


(43 


〜 dP dx + dP ay + dP dz\dx 


dx du dy ds d^/dv 


+ P 


d 2 x 

dudv 


/ 



dP dx ' dP dy ' dP dz\dx ^ d 2 x 
dx dv dy dv dz dv/d^ dvd^ 


于是得到 


<3.3) 


dP d('x) dP d{x,y) 

d 怎 d(u,v) dy d(u 9 v) 



1.( 

. du\ dv 


dx\ 


) - U p fu ) 1 dudV 


的 






n 


dP d(z ， x) _dP d(x f y)^ All{il) 


0 ^ d(u 9 v) 


W d ( u 9 v )} 


d 




f 




j*f 一 f 喻 


综合 （3.1)，（3.2) 和 （3.3)， 我们得到 


(3.4) 



Pdx 


[dP_ 


d^dx — 


dP 


^ xdy m 


设 Q ( x , y ， r ) 和 K ( W ) 也都在 D 上连续可微，用类似的办法 


可以证明 


(3.5) 





D 


(3.6) 




Kd 2 = fff- dJ/d ""S d2d3C - 


将 （3.4) 式， （3.5) 式和 （3.6) 式相加，就得到 


(3.7) 



Pdx + Qdy + Rdz 





dQ dP 


dx 


dp 


)dxAdjf 



dR 

dy 




dQ 


)dy 八 dz 




dP 

Is 


d 互 


)d 名八 dx. 
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dzdx 




(3) 如果借助于第一型曲面积分来表示第二型曲面积分 ，那 
么 （2) 中的积分又可写成 


这就是对正则简单曲面情形的斯托克斯公式*据此可以得到更一 
般情形的斯托克斯公式. 


定理3 (斯托克斯公式) 


设 S 是由有限块二阶连续可微的 


正则简单曲面拼接而成的可定向曲面， P(x 9 y f z) 9 Q(x fj/ 9 z) 和 


幻是在 S 上连续可微的函数，则有以下等式成立 



P dx + Q dp + Rdz 


JK 


§Q 




S 


dP 

dy 


^dx/\dp 



(dR 

I ， ■ 

\d!/ 


dQ 


^dif/\dg 



dP 

lz 


dx 


)dsr 八 <!*• 


洼记我们提醢读者注意 :在斯 托克斯公式中 5 边界曲线的 

定向应该是按照诱导法则决窣的定向，否则在公式的右端就需要 
添上一个负号， 

为了帮助读者记忆斯托克斯公式，我们指出以下几点： 
a ) 斯托克斯公式右端被积表达式的第一项与格林公式的情 
形类似，第二和第三项可以通过字母轮换而得到， 

(2) 斯 托克斯公式的右端可以写成 
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cos a 

COS P 

cos V 

ff 

d 

d 

d 

JJ 

s 

dx 

Ty 


I # 

P 

Q 

R 


do\ 


§4 微分形式 


微分形式（又称外微分形式）是一种很有用的数学工具.采 
用微分形式记号，能够统一地表达上节中的几个重要公式.这种 
表迗形式还能作很一般的推广——对进一步的数学研究有重要意 
义的 推广. 虽然我们这里还不能对有关问题作全面深入的探讨， 
但初步结识微¥形式也仍然是很有益处的. 

在学习第二型曲线积分和第二型曲面积分的时候，我们涉及 
到这样一些被被表 达式： 

(4.1) Pd ^: + Qdy + Rdz, 

(4.2> Pdp /\&z + Qds /\dx + Rdx A dy # 

象 （4.1) 和 （4.2) 这样的式子,分别被称为 （ R 3 中的 ） 1次微 
分形式和2次微分形式.我们还把如下形状的表示式 

(4.3) g (^x y y 9 d.x f\dy f\Az 

叫做 （ R 3 中的） 3 次微分形式. 

在讨论曲线积分的时候，我们把 （4.1) 中的和如看 
作有向长度（有向曲线上 i 段微小的长度在三个坐标轴上的投 
影). 在讨论曲面积汾的时候，我们把 (4.2) 中的 dy 八心， 
h 八 dx 和 ( b : 八办看作有向面积（有向曲面上一块微小面积在三 
个坐标面上的投影) • 至于 （4.3) 中的 dxAdyAds ， 我们也把它 
看作 R 3 中的有向体积元.为了体现有向性，我们 约定： 

dy/\dx=z - ch : 八 dj/, 

h 

dz/\dj/ = - dy /\dz 9 
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dx /\ dz - — da ? 八 dx ， 

d;/ /\, dx /\ dz = - dx /\dy /\ dz f 
dx f ^dzf\d^ - - dx 八 dyAdz，. 
dz f\dy /\ dx = - dx /\dif /\dz r 
dx A dt/ /\dz ^ d]/ /\dz /\ dx 

= d2 /\dx /\dy^ 

通常以八办八心表示正的体积元*于是 


/• /> A 

g(ix f i/,z)dx/\dy/\dz 

V 

_ 广广 

=j dxdt/dz 9 

V 

I 

• r * 广 

g(x,ij,z)dy ； \dx/\dz 

V *) 

V 

=，- \g(x,y,z)dxdi/dz^ 

n/ */ */ 

k V 

—这里的 


g(x,t/ 9 z)dxdi/dz 

U J m 

V 

表示通常的三重积分。 

除了上面所说的1次，2次和3次微分形式 而外，我们还把 
数值函数 /以山幻 叫做 ( R 3 中的 ） 0次微分形式. 

在] R n 空间中，我们把如下形状的表示式叫做 P 次微分形式: 


(4.4) 2 A r , f ，(幻如* 1 八，， 

i I * …， f p 

这里对每一个标号 ^，…， t P 都从 1 到 n 求和 • 为了书写省事， 常 
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常把 (4. 4> 式简单地记为 

h 

(4.4) 7 ^ J a T Cx ) dx I 9 

i 

-—对于 p 次形式而言/是 p 重指标 

它的每一个分量都在 i 到 n 范围内 变化. 我们也把数值函数 

叫做 ( R n 中的 ）0 次形式. 

对于 P 次微分形式，按以下两式定义了加法和乘以数值函数 
的运算： 

I / 


= （尤 ）+ b 1 (x))dx I y 

fOO, 2 G /< x > djc； = 

I I 

关于符号 “ A ”， 我们约定 

(4.5) /\dx j - - dx * /\dx^ y 

(4*6) dx { W =： ()• 

鉴于这些关系，表示式 (4.4) 中某些项是0,另外还有一些项可 

以合并 • 于是， （4.4) 式可以写成这样的形式； 

■■ 

(4.7) S c … f ^( x)dx 4 1 /\^ /\ dx * p f 

[ i I r*M i p) 

这里求和号下的圆括号表示对满足以下条件的 求和： 
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■ - - ^ rfi- 


J 





为了书写省事，也常常把 (4.7) 式简记为 

r (x)dx T m 
u ) 

下面，我们扩充符号 “A” 的用法，在微分形式之间定义 — 
种夕•卜- 运算： 

# (1) 对于0次形式（即数值函数）/与 p 次形式 w, 规定 

f /\a>^(o/\f ^f(o f 

(2) 对于 P 次形式 


ct) = ^ J a 1 (x)dx I 


与々次形式 

9 = ^ fe J ( y ) dx J > 

j 

规定 

⑻ &’) 八⑻如 J ) 

J J 



(x)dx l /\dx J f 


——所得的结果还应利用关系式 (4.5) 和 (4.6) 进行化筒《 

这样定义的外乘法适合下面所述的运 算律： 

设 / i ，/ 2 Ai ， 心是数值函数 ，叫 ,w 2 ,w 是 p 次形式， Q 9 9 l9 $ t 是 
9次形式，^是 r 次形式，则有 

. h •_ 

(Ai) (/i6>i + y> 2 > Ae = fi(o l Ao+ / 2 w 2 八 0 ， 

<^A(9i9i + 0 2 0 2 ) = gi(oA9i + 八 0 2 | 

I 

(A 2 ) o>A0= ( - l) p9 0A w i 

(Ag) (6> 八 0> 八 ？ ? = W 八 （ 0 八 !?〉• 
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例 1 


设有微分形式 


(0 = Jdx + gdy + hdz 9 


Pdt/ /\ dz + Qdz /\dx + Rdx /\dy ， 


试计算 


解我们有 

= fPdxAdp f\dz^ gQdp 八 八 dx 
4 - kRdz/\ dx /\dp 

=(/P + gQ + hR)dx /\dy/\dz m 

例 2 设有微分形式 


(o = adx + bdi/ + 

0 = Adx + J5dj/ 十 Cdz 9 


试计算 ^ 八 0. 




我们有 


<o/\$- (aB - bA)dx/\dy 

+ (bC - cB)dt//\dz 
+ {cA - aC)dz/\dx 




B 


dx/\dy 



B C 


dj/Ad 艺 



C A 


dz/\dx 0 


考察中的 n 个 1 次形式 


• w 

：• y J a{(x)dx i ^ 


1，2，*"，《 


试证明 
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/ 



似 1 八 … f\(0 n ^ det(a^ (x))dx l A /\ dx n m 

证明根据定义应有 

A* ## A 




n 





n 


为了整理上面的表示式，我们引入记号 


i 1 


0, 如果 h 

1，如果^ 


如果 h 


•♦參 



9 l n 当中有相同的数字 J 
是数字1，…, n 的奇排列 j 
Wn 是数字1，…，《的偶 排列, 


利用这记号，可以把 A … AdV « 表示为 


tv* 


i 


u 


df 八 … 八 dx 


这样，我们得到 


! A - A^ n 





5» 


••• 



• ( JO ) dx 1 yV " Adx ft . 


也就是 


i 八…八 

例 4 设广（ V ， 


det(M (x))dx l /\^. /\dx n % 

ra )，； = l ,2,-, n , 是数值函数，则有 


d / 1 八 — Ad/ 


3 (尸 ，…， / n ) 


d ( x \ 


) 


dx 1 八” .八 dx\ 


证明我们有 




1，2 , •“ ， n. 
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利用例3,鹌得到所求的 结果. 

前面已经谈到，任何 P 次微分形式都可以写成 

(4.8) (0 = 

(j) 

其中2号下的圆括弧，表示对满足以下条件的重指标/ = {^ ，…， 
* p } 求和： 

a 

在这样的标准表示下，如果各系数心(幻都在某区域上 r 阶连续 
可微，那么我们就说这形式~在该区域上是 r 阶连续可微的，简 
称是的.对于的情形，我们可以定义一种运算 d ， 这运 
算作用于一个 P 次微分形式，产生一个 P + 1次 CT - 1 微分形 
式.运算 d 由以下条件唯一 确定： 

( dj ) (1(0^ + w 2 ) = dw 】 + dw 2 ; 

( d 2 ) d (6 J 八 0) = dw 八 0 +( 

(这里设 w 是 P 次形式）； 

(d 3 > d(dw) = 0) 

( d 4 ) 如果 / 是 0 次 C 1 * 形式(即 r 阶连续可微函数)， 

那 id / 就是函数/的微分. 

我们来说明这样的运算 d 是完全确定的.由于条件 ( A ) ，我 
们可以只考察 d 对“单项形式”的作用，不妨设 w 具有这样的形 
状： 

0 ) = /<je)dx t A*** A 

利用条件 ( d 2 ), 我们得到 

dw = d / 八 dx 1 八…八 d : e p 

+ /八 dfdx 1 八…八 dx p ). 

利用条件 ( d 3 )( 并利用 ( d 2 ))， 通过归纳法可以证明 

I 

d{dx l /\ «_» AdxP)^0. 
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这样，我们得到 

do) - d/^dx 1 /\ ••• /\dx p m 

根据 ( A )， 我们得知 


卜1 


于是 






I 


dx ^ 


dx J* 八 d jc 1 dx p 



我们钯由性质 (七 )一( d 4 ) 所决定的运算 d 叫做 外导数 或者外 
微分.根据上面的讨论，对于 


<x) = y a I (x)dx I 9 


应有 

d(o= 2( d 〜 0)) W, 

i 

下 fe ， 我们再来考察 R 2 和 R 3 中的微分形式，并给格林公式, 
髙斯公式和斯托克斯公式以新的表述. 

在格林公式中，曲线积分的被积表达式是 R 2 中的微分形式 

u)zz P dx + Q dy m 

计算这形式的外微分得 

do = 6P /\dx + dQ/\dp 

e (%- dx+ w dy ) Adx+ (S dJf + w dy ) Ady 
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An /\dx 


dQ 

+ 5 工 


-dx f\dy 


dQ 

dx 


dP 


)dx 八 


于是， 格林 公式可以写成 




—这里的 D 是满足一定条件的平面区域，而是它的边界曲 

线. 

在髙斯公式中，曲面积分的被积表达式是2次微分形式 

6 > = Pd 八 dz + Qd^ /\dx + Rdx f\ 《 y• 

if 算这形式的外微分得 

da = (备 + 备 + 尝) dx A A dz . 

于是，高斯公式可以写成 


^ 1严 

dD D 

—这里的乃是满足一定条件的空间区域，而是乃的边界曲 

面. 

在斯托克斯公式中，曲线积分的被积表达式是 

■ I 

(i) = Pdx + Qdy + Rdz. 

计算这形式的外微分得 


dxA d ” d % Y y ^ 



于是，斯托克^式可以写成 


D 

—这里的 D 是满足一定条件的可定向曲面块，而 aD 是 £) 的边 
界曲线. 

我们看到，采用微分形式记号，格林公式，髙斯公式和斯托 
克斯公式可以统一地表示为(不论维数如何,都只写一重积分号)： 



这里 D 是适当的 K 域或适当的曲面块， 3 D 是 D 的边界.人们把 
这样_一些公式统称为“斯托克斯型公式”.所有这些公式，都把 
展布于 ： 一定儿何形的积分,与沿这几何形的边界的积分联系起来. 
其实，可以归入这一类型公式的还有牛顿-莱布尼兹公式： 

f dF(x) 

J ia$bl 

p 

n 

—这公式的左端是沿闭区间 / = [ a , 约的积分，右端的表示式可 
以解释为沿/的边界 <9/的“积分”. 

所有的斯托克斯型公式都可以看作牛顿-莱布尼兹公式的推 
r . 事实上，这些公式证明中的关键步骤，都用到了牛顿-莱布 
尼兹公式.人们把牛顿-莱布尼兹公式叫做“微积分的基本定理' 
这是很有道理的， 

H 

1 1 

■ 

§5布劳沃尔不动点定理 

b 

■ 

空间 R n 中的点集 

^ \ 

5 n (r) ={(w n )GR n jx 卜 … 

裤称为 n 维闭球体.我们来考察从 B "( r ) 到 SVr ) 的连续映射 


111 


对于 《 = i 的情形，&⑺就是闭区间[-7]。根据一元连续函数 
的介值定理，容易 得知： 任何连续映射 

/: [- r , r ]—[- r , r ] 

都一定有不动点. 一 这就是说，必定存在 

re[-r,f], 

使得 

f ( D=L 

本世纪早期，布劳沃尔 （ Brouwer ) 发展拓扑学的方法，将上面所 

说的结果推广到很普遍的情形.他证 明了： 从 n 维闭球体 
到 B n ( r ) 的任何连续映射/都一定有不动点，即必定存在 f € 

B n ( r ), 使得 /(D ——这就是著名的布劳沃尔不动点定理.在 

■ 

理论数学与应用数学中，这定理都起着很重要的作用.在本节中, 
我们将利用“斯托克斯型公式”这样的分析工具，作出布劳沃尔 
不动点定理的一种较简单的证明.为了便于理解，我们将首先对 
n = 2与 n = 3的情形展开讨论；然后说明怎样将这证明推广到更 

一般的 情形.峩们将 对闭单位球体 

B B = J 5 tt ( l ) 

除述并证明定理. 

以下判断符合我们的直观与经验：一个圆面，保持边界圆周 
上的每一点固定不动，如果不把这圆面撕破，那么就不能使整个 
圆面缩到边界圆周上去.如果以妒=妒(1)表示闭单位圆面，以 
3庐=<^表示妒的边界——单位圆周，那么上述基本事实（附加 
一定的分析条件）可以陈述为这样一个定理： 

定理1不存在满足以下条件 (1) 和 (2) 的二阶连续可微映射 

(1) 9W =x f V = («i , x z ) £ dB 2 9 

( 2 ) gCB^ddB\ 
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证明用反证法_假设存在满足条件 (1) 和 (2) 的二阶连续可 
微映射 

-这里 5 i 00 = A ( h ， h )*々 200 =5 2 (工1，叉 2 )表示 9 ( x ) = g ( x lr 

h ) 的分量.利用仏我们构造这样一个微分 形式： 

I 

_ 

0) = 9 x ^92^ 

下面，将用两种不同的方法计算 w 沿着单位圆周的积分 
(约定 3 S 2 =<5°以反时钟方向为正向)* 

首先，根据格林公式，我们有 



这里须指出，为了应用格林公式于微分形式 


PdjCi + Qdx 29 


至少要求 P 和0是一阶连续可 微的. 因为0= ( A , 办)是二阶连续 
可微的，所以可以对微分形式 

(o-g l dg z -g tdx 2 dx 1 + g l 

应用格林公式.利用上一节中所述的外微分运算的性质（<^)一 
( d 4 ) 计算 dw , 我们得到 

d<o = A dXl 八 


f 但因为 


g(B 2 )ddB 2 ^S l f 


所以对任何 $ = (Xj f Xg ) e B 2 , 都有 
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微分这式子就得到 


(^ i (^)) 2 + ( 仍 00) 2 = h 


^ dg l „ dg 2 

: 0 , 


d91 dg t 

9 W + 9 h 



我们看到，以 


d 9 x 

dx~ x 


CO 


dg x 

^dx 7 




为系数方阵的齐次线性方程组有非零解 

(^iW,y 2 W). 

S 而这方阵的行列式应该等于0 : 


由此得到 


d ( 9 \ ，没 2 ) _ ^ 

5(^i, ^2) 




d(o 


=JT 



a(g M g 2 > 


dx 1 /\dx i = 0 . 


另一方面，因为 

g{x) =r, \/x^ ： dB 2 f 


所以有 
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(sa) 



9x^9 


[^dx 8 d) • 


由此得到 





2 







x t dx 2 








• - 

dx x /\dx t 


2 


^ t >0. 


以上我们用不同的办法计算积分 



L _ 2 


得到了互相矛盾的结果.这矛盾说明满足所述条件的二阶连续可 
微映射#=(&，&)根本就不可能存在. □ 

定埋2设/: 炉 — R 2 是二阶连续可微映射，满足条件 

则必定存在使得 

证明用反证法.假设/没有不动点.则可按以下办法构作 
一个映射&从点/(幻出发经过点 r 引射线与 aB 2 交于一点少 
(参看图16-13)，我们定义 


①设*,»〜（<)， X a =x 4 ( 0 是圆周 dfi* 的参数表示，则有 


? 1 (怎 I (!) ， S 2 (《）> 


( f )， 


If^dar^O +~-da: 2 (f) =d^ 2 (<) # 

因此，利用参数表示计算 （ 5 . 1 ) 两边的积分所得结果应该相同 
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下面来说明：对任意给定的上述扒 jO 是唯一确定的；并 
Rdt B 2 — R 2 是二阶连续苛廒映 射. 事实上，扒 x ) 应满足条件 

QM = fCx) + tix - /(x)), t^l , 

II 没 OOP = 11/00 + t (3 c -/( Jf ))|| 2 = l. 

因此， t 应该满足二次方程 

t 2 lx-f(x)\\ 2 + 2tf(x) • (x-f(x)y + |/(x)|| 2 -l = 0 

(圆黑点“ •”表示向量的内积). 

因为 

II* - /CO | 2 >0 ， 11/001| 2 - 1<0 ， 

所以，对于给定的关于 t 的二次方程有两个实根，并且 
其中至多只有一个根是正的.考察方程左边的式子，我们看到： 
当 《 = i 的时候该式等于 


II *11 2 - l^Oi 



图 16-13 


而当 （ 充分大的时候该式显 
然大于0_由此得知，对任 
意给定的妒，关于*的 
二次方程有唯一正根 

(这一事实从几何上看是很 
明 显的： 从点 /( 幻出发经过 
点 X 所引的射线与 d 胪恰有 

一 个交点 .） 利用二次方程 
根的表示式容易看出： t ( x ) 
关于 x 至少是二阶连续可微 


的. 因而 

900 =/( jc ) + t(,x) (x - f (X)) 


也至少是二阶连续可微的. 
按照 P 的定义，显然有 
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( 1 ) g(x^)=x 9 \/xedB z t 

( 2 ) g(B 2 )C ： dB\ 

但这与定理 1 矛盾.我们用反证法证明了定理2， □ 

定理2是关于二阶连续可微映射的布劳沃尔不动点定理•为 
了证明关于连续映射的布劳沃尔定理，我们需要用到这样一个逼 
近 定理： 

维尔斯特拉斯通近定埋设 n 元函数400在闭球体上连 

h 

续， 则对任意给定的《>0,存在 n 元多项式使得 

^ \pCx)-q(x)\<e, V xeB n . 

我们将在第二十一章中证明这个关于 n 元连续函数的维尔斯 
特拉斯逼近 定理. 这里先引用它来证明以下的布劳沃尔不动点定 

理. 

定理3设/« 是连续映射，满足条件 

HB 2 )CZB 2 f 

则存在 feB 2 , 使得 

/(D = L 

■ 

证明用反证法，假设/在 b 2 上没有不动点 ， 那么连续函 
数 

||/(^> -^11 

在有界闭集上一定取得正的最小值.我们可以取 s >0, 使得 

3s< min I fix') -x||. 

xeB 2 m 

映射 / = (/:，△): 炉 - HR 2 的两个分量 

/ i ： 召 ^ R 1 和 / 2 ： B z ~* R l 

都是连续函数 • 裉据维尔斯特拉斯逼近定理，存在多项式 
和 P 2 < X )， 使得 

|Pi(x) -/i(x) |<^^，V x^B a , 
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我们记 


| PaOO -/ 2 (*>|< 


a 


^~2 


, ^ xeB \ 


p = (pi ， p 交） 


则有 

1p(«) - /( 文 ） I <S, \fx^B 2 . 

虽然对于 ^ eB 2 , 不一定有 P ( x ) es 2 , 但可断定 


l|P(^)lt<tl/(^)ll + |p(x) -/(x) ||<l + e 


如果记 


h ( x ) 



e 


pW 


那么 A : B 2 + R 2 满足条件 

hiB ^ CLB *. 

对任意的伊，我们有 

poo -/00 II 

=L-—PW -/(X) 

111 + € 

|jp( x ) -/(X) - e/(x)|| 

t i 十 S - 

C -^ IIPW-ZW II + ^ 1/(^1 

^ TTe <2 ^ 


|| X - h ( x ) j [ 

>1^-/(^) I - POO -/001 


> Se -2 s - s >0 m 

但 A : 护 — R 2 是二阶连续可微映射，满足条件 
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UB 2 )(ZBK 

■ 

稂据定理 2, 映射 A 必定具有不动点，这就甚说，必定存在 re 炉, 
使得 

\x-hix) || = 0 . 

我们得到了矛盾的结果，从而完成了反证法的证明. □ 

对于《 = 3的情形，可以仿照上面的讨论，用类似的办法证 
明布劳沃尔不动点定理.我们将简单地陈述主要的步骤. 

定理 V 不存在满足以下条件 (1) 和 (2) 的二阶连续可微映射 

沒 t B 3 -*R 3 ， 

⑴ £/(x)= ： x f VxedB 3 , 

(2) g(B 3 >CZdB\ 

假设存在这样的映射 t 9= (54, A ，办），则可构作微分形式 

<o = g l dg 2 /\dg 39 

如同定理1证明中那样，我们可以甩两种不同的办法计算积分 



从而导出 矛盾. 只不过代替定理1证明中所用到的格林公式，我 
们这里需要利用髙斯公式. 

定理1/是关键的 一步. 有了定理1%利用与定理2几乎完全 
相同的证明方法，就可得到 

定理2/设八 逆 — R 3 是二阶连续竒微映射，满足条件 

•a 

/(5 3 )CB 3 , 

则必定存在 f 6护，使得 

RD 

然后，利用关于三元连续函数的维尔斯特拉斯逼近定理，几 
乎逐字逐句照搬定理3的证明，就能得到 

定理3/设八妒― ] R 3 是连续映射，满足条件 
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曲线积分与路径无关的条件 


在怎样的条件下曲线积分与路径无关(只与起点和终点有 
关)？这样的问题对于理论研究和实际应用都有十分重要的意 

义*例如，在物理学中 ，功 与路径无关意味着力场是有势场.这. 
样的场值得特别关注， 

■ 

6 . a 平面单连通区域情形 

设 G 是 R 2 中的一个 E 域，函数 P ( w ) 和 Q ( w ) 在 G 中连 
续可微 • 又设和是口中任意给定的两点，联结 G 中两点 
M 0 和的路径7当然不止 一条. 如果对于 G 中从到 MM 
任意分段连续可微曲线 y , 积分 

I 

r 

(6.1) P dx + Q di/ 

.y 

r 

都取同样的值，那么我们就说曲线积分 （6.1) 与路径无关. 
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则必定存在 feB 3 , 使得 

S 

I 

上通介绍了对 n = 2情形与《 = 3情形的布劳沃尔不动点定理 
的证明 • 这里叙述的证明方法，原则上也适用于更一般的情形. 
在对《 = 2倩形与 n = 3 情形的证明中，我们用到了格林公式与高 
斯公式 • 对于一 般的化 这种证明方法需要用到关于 n 维球的斯 
托克斯型公式 • 在以后的关于微分流形的课程中，将要介绍很一 
般的斯托克斯型 公式. 有了那样的分析工具之后，仿照这里的做 

法，读者可以很轻松地完成对一般情形的布劳沃•尔不动点定理盼 
证明 • 



so 



曲线积分与路径无关的某些讨论，涉及到区域 G 本身的性 


质. 

定义设 G 是 R 2 中的一个区域.如果 G 中任何简单闭曲线 
所围成的有界区域，总是整个包含在 G 中，那么我们就说 G 是 
单连通的（否则我们就说 G 是多连通的） 

用直观的语言来描述，平面上的单连通 E 域就是没有洞的区 
域.在图 16-14 中，画阴影的区域 ( a >，（ b ),(<0,( d ) 都是单连通 
的，而 ( e )，（ f ),( g >,( h ) 则是多连通的. 

定理1货 G 是 R 2 中的单连逢区域，函数 POc , y ) 和 Q ( x , 
JO 在 G 上连^可微，则以下各条件相互等价， 

U > 对于 G 中任何分段连续可微的闭曲线 C 都有 



Pdx + Qdy = Oj 

c 


(2) 对于 G 中从点到点的任*两条分段连续可敵 
曲线 V 和~都有 



Pdx + Qdj / 





Pdx + Qdj /> 


(3) 存在函数这函数在 (； 上连续可微，并且使得 

dU { x 9 tf ) = Pdx + Qdy 

(这样的函数 t / 被称为微分式在 G 中的一个原函 
数）； 


(4) 在 G 中有 

dQ — dP 

. . -■ »Mf 

d 乂 dt/ 


证明 

价 《 


我们按以下程序证明定理中所列出的各条件相互等 

4 

(1) 冷 （2) 冷 （3) 令（4〉 夺（1〉 • 
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首先证明“⑴ 。>(2)” • 设 a /。 和是 g 中任意两点 ， r 
和 n 是 G 中从^。到 Mi 的任意两条分段连续可微的曲线.我们 
来考察这样的一条闭路径 C * 先沿着 K 的正向从 JVf fl 到再 
沿着^的负向从从，回到根据条件 (1), 对于闭路径 C 应有 

m Pdx + Qdy = o* 

这就是 

J Pdx + Qdj/ - f Pdx + Qdjf = 0. 

_ 

_ p 

其次证明“⑵ =>(3)” • 对于 G 中从 M 。 到 M 的任意一条 
(分段连续可微的）路径7%曲线积分 



Pdi + Qdp 


都取同样的值.这样的积分只依赖于路径的起点和终点 M , 

•m 

而与中间的路径 无关* 我们可以把它记为 



Pdx + Qdy^ 


下面，我们固定 M D (々， y 。)， 而让 JWXw ) 在 G 中变动，这样定 
义了一个函数 


f < r，SO 

U(x,y) = Pdx + Qdif. 

J( r o ，鉍 0 > 

将证明就是微分式 Pdjc + Qdy 的一个原函数 • 为此，我 
们来考察 t ； 在 G 中任意一点 M , ( h ， 处的偏 导数. 因为 

U{x l + h y y{) -Ujx x ,y x ) 

- 


X 
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OX 

oV 

因而 LT 是微分式 Pc^ + Qdy 的一个原函数 • 顺便指出，微分式 
+ Qdy 的任何一个原函数都可以表示为 

ru * y ) 

A + Pdx + Qdy f 

Ju 0 ,%) 


这里/ 是任意常数. 

再来证明 “(3) 々 （4)”. 设 t/Od) 是微分式 Pdx + Qdy 的一 
个原函数，则有 


p^dU Q^dU 

■ ■ ■ ■'■ F • \mF ■■ I 

dx dp 


因为 P 和 C 都是连续可微的，所以 t/ 是二阶连续可微的，因而 {/ 
的两个二阶混合偏导数 相等： 


dQ ^ d 2 U 一 d % U , dP 
dx 一 dxdy— dydx ^ dy % 

最后证明 “(4) (1)”. 我们分几种情形讨论 》 

情形？设 C 是 G 中的一条分段连续可微的简单闭曲线.我 
们把由 C 所围成的闭区域记为£>，则由格林公式可得 

j )^ Pdx + Qdp ^ ]J (告 - %) Axdl/ = °* 


情形2设 C 是 G 中的一条只有有限个自交点的分段连续可 
微闭曲线，对这情形 7 可以把 C 分成有限个简单闭曲线 

CifCz^ ### 9 Cm 


(图 16-16 中画出了 m = 3的情形）. 
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于是 





Pdx + Qdi/ = 



Pdx + Qdy = 0# 


情形 3 曲线 C 有无穷多个自交点，对这情形，我们可以用 
封闭折线 z 去逼近曲线 c , 并可要求乂只有有穷多个自交点 • 于 
是 



Pdx + Qdi/ = 0* 

A 


取一序列这样的闭折线儿^趋近于曲线 C ，通过极限过程就得到 



Pdx + Qdy =r o # 
c 




于是，对于 G 是平面单连通区域的情形，如果需要判断积分 

[Pdx +Odj/ 


是否与路径无关，或者需要判断微分式 

Pdx + Qdy 

在 g 上是否恰好为某个函数的全微分（即是否所谓的“恰当形 
式”），那么最方便的办法就是去检验是否有 
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dQ_ dP 

1 1 ih 

dx dy 


e . b 平面多连通区域情形 


对于平面多连通区域 G ， 上段定理1中的 (1),(2) 和 (3) 这三 
仍然互相等价，但第 (4) 项不与前三项等价.对这情形,（1)与 
(2) 的等价性同样很容易证明（请参看定理1证明中 “（1) => (2)” 
那一部分) • 我们把 (2) 与 (3) 的等价性陈述为以下的定理 • 

定理2设 G 是 R 2 中的区域，函数 P ( w ) 和在 G 连 
续, 则以下两陈述相互等价： 

( a ) 第二型曲线积分 


J Pdx + Qdy 

在 g 中与路径无关； 

( h ) 微分式 Pdx + Qdj / 在 G 中具有原函数 

证明在上面定理1的证明中, “(2) (3)” 这一步推理并未 
用到区域的单连通性质.本定理的 “( a ) => ( b )” 这一部分，实际 
上已在那里证 明了. 下面，我们来证明 “( b )=> ( a >”. 

考察 G 中从点 M 。 到点 的任意一条分段连续可微 曲线： 


x = x(t) y j/ = j/(t) 9 \ d 9 

复合函数也是分段连续可微的 • 在这函数连续可 
微处，我们有 

■ 

df/(j ： (0,y(t)) =P(3f(0,^(0)dx(0 +Q(x(0,^(O)d^(0. 

于是 

J Pdx + Qdy 

rfi 

=dt/OG), 夕⑴） 

. a 
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/ 


= C/(Jc(j9),Ky?))-t/(^(a),Ka» 

= C/(M)-C/(M 0 ). 


这说明曲线积分 pMx + Q 办在 G 中与路径无关, □ 

例1区域(；=11 2 \{(0,0)}不是单连通的，在这区域上，考 
察函数 



6.C 原函数的计算 

设 GSR 2 中的一个区域，函数 P(W) 和 Q(^,y) 在 G 上连 
续.如果曲线积分 

fpdjc 4 - QAy 

在 C? 中与路径无关，那么微分式 

Pdx + Qdy 

就是一个恰当形式，它的原函数可按下式计算 
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fJ J -ijH- 




(0.2) U{x $ y)^C+ Pdx+Qdif, 

Jtx 0 t » 0 > 

考察点从。(々,外），从，0^。），从"0«：。,及>和从0：，^0 (参看图 16 - 

17). 

如果区域 c 包含了折线 



"C+ PC^j/o)d^ + QCx f TOdn. 

J : o J 存 0 


在上面最后的表示式中，所有的积分都已化成了寻常的定积分， 
如果區域 C 包含了折线那么我们可以按以下方式 
把 (6.2) 化为索积分 计算： 

f (之 _ fCx ， y) 

LKx^j/) - C + Pdx + Qdy f I Pdx + Qd^ 

J ^ 0 ,y o ; J 

=C+ r Q(x Q9 n)drj + r 

J y o JXq 

6. d 涉及空间区域的讨论 
在空间区域 G 中讨论曲线积分 

\Pdx + Qdy + /?dj? 

与路径无关的条件，基本结论与平面区域的情形十分 相似. 但就 
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空间区域而言，单连通性的定义陈述起来稍费口舌，我们先从较 
一般的情形（不一定单连通的情形）开始讨论. 

定理5设 G 是 R 3 中的区域，函数户0，义，2),(}(«,|^20和 
只(\#,幻在<7连续，則以下两陈述相互等价， 

< a ) 第二型曲线积分 

jPdx + Qdy + Rdg 

在 G 中与路径无关> 

( b ) 微分式 Pdjc + Qd 夕 + 在 C 中有原函数 LT (> r ， y ， aO , 即 

Pdx + Qdy + Rdg = d(J m 

定理3的证明与定理2的证明几乎完全一样，这里就不再重 
复了（请读者自己练 习）. 

例2在力学或电学中，常常需要考察与距离平方成反比的 
中心力场（例如万有引力场或电场) • 这样的力场可以表示为 

F(W) = 


这里 

r = || r || = \/^2 + y 2 + 


设有单位质量的质点或单位电量的点电荷沿路径 f 移动，則力场 
F 对它所做的功可以表示为以下的第二型曲线积分 

n 



一 Cf 


f xdx + ydy + zdz 
J 尸 — 


因为微分式 


Q 


xdx + pdt/ +zdz 

^3 


有原函数 
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U (x f p 9 s) = 土， 

r 

所以在这样的力场中，功与路径无关， 

对于一类比较简单的区域——星形区域，曲线积分与路径无 
关的条件很容易讨论.下面，先介绍 R 3 中星形区域的定义. 

定义设£>是 R 3 中的一个区域. 若存在 D 中一点 A ，使得 
对于任何 MeD ， 直线段 I 均完全包含在 D 中，则称£>是关于 
A 点为星形的区域，简称星形区域. 

定理4设 D 是 R 3 中的星形区域，函数 P ( x , y , 2r ) t Q ( x , j /, z ) 

和在 D 中连续可微，则以下三项陈述相互等价, 

(1) 第二型曲线积分 . 


在 D 中与路径无关； 

(2) 微分式 + + 在区域 D 中有康函数 C /0：， 

J /， 艺)，即 

Pdx + Qdj/ + Rdz = dUi 

(3) 在 £> 中有 * 

dQ 一 dP dR 一 dQ dP _dR 

~di~~d2 9 ~ds^~dx* 

证明定理 3 已经对更一般的情形肯定了 (1) 与 (2) 的等价 
性*这里只须对星形区域的情形证明(2>与 (3) 等价.推理«(2) 

=> (3)” 也不用星形区域的条件，因而这部分结论对一般区域 
也能适用. 

设函数 C /0： 在 £) 中连续可微，并且使得 

pdx + Qdj/ + Rdz = , 

也就是 
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dU 

IF 9 


Q 二 


dU 

• ■ Pk T- 

dy 



因为 r，Q 和 i? 是连续 "I 微的，所以 Z7 是二阶连续可 微的， 因而 
有 


这就是 


d 2 U d 2 U - 
dxdy dydx % 


同样可 i 正 


dQ 

I h I v 


dP 


dx dy 



OR JQ dP —dR 

-™"~— —" W h 癧 ，■- ■ b 

dy dz dx 

下面证明 “(3) - >(2)”. 设 D 是关于 A 点为星形的区域.对 
于 D 中的任意点 M(W，2)， 我们定义 

LKM) - 一 Pdx + Qdy + Rdz^ 

J AM 

将证明 t/0，y，2> = LKAf) 是微分式 

_pdjc 十 Qdy + Rdz 

的一个原函数.为此，我们考察 D 中的点 MbO 。，％，％)* MO ff 
+ 因为£>是区域， M 0 的某个邻域包含在 D 中，所以 

对充分小的 A ,线段_包含在 D 中.又由于 Q 关于 A 点的星 
形性质，兰角形面 AAMM a 应完全包含在 Z) 中（图 16-18), 利甩 
斯托克斯公式计算沿 AAMoM 周界的曲线积分得到 

Pdx + Qdy + Rdz 

1 AMMqA 
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A 

图 16-18 


由此可得 


也就是 



dQ 

dx 


AAMM 


f ) d - 


0 


dR 


-% ) dyd2 


0 • 


pdx + Qdi/ + Rdz 


AM 




AM 



) 戶 < 1 艽 + Qdy + Rdz f 


(/(JCo + 知， J/q ， 忽 Q) 


f^Q * h 

= U(x 0 y !/ 09 z 0 ) + P(x 9 i/ 09 z 0 )dx 9 

J x 0 

由此容易得知 

rir r 

^^( X 0, 夕0，艺 0) = P ( x 0， y 0, 艺 0) • 
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因为 (％，&,%) 可以是 D 中任意一点，我们已经证明了 

• . ■ 


dU ( x 9 j / y z ) 

dx 


= P ( x ^ f z ). 


同样可证 

m ^ i =QCx ， y , zh 

dy 

I 

队 x ， y ，幻 . 

riZ 

LB 

这样，我们证明了，是微分式/ + o 办 + Rh 的一个 
原函数. □ 

下面就空间区域情形介绍单连通的 概念. 为了叙述方便，我 
们尽可能将参数曲线的定义区间“标准化”，即尽可能将区域 C 
中的参数曲线表示成这样的映射 

Vt 卜 G ， 

其中的/ = [0，1]是标准 区间. 显然定义于任意区间/上的参数 
曲线都可以通过参数的适当线性变换化成上述形式， 

定义设 G 是 H 3 中的一个区域. 

(0 如果>1和 B 是 G 中的点， 

y ： 卜 G 

是一个连续映射，满足条件 

K0) = A, y(l) = B, 

那么我们就说 y 是 g 中联结 a 和 b 的一条（连续）曲线.对于 
J 3 = A , 也就是 

^ V (0)=7(1 )=A 

的情形，我们说 y 是一条闭曲线. 

( H ) 若 ( i ) 中的映射 Z - G 是连续可微的，则称 y 为连续 

可微曲线. 
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( iii ) 若 ( i > 中的映射 V * 是分段连续可微的，则称 V 为: 

分段连续可微 曲线. 

连记所谓映射 V : /- K ； “分段连续可微”是指》 

( a ) 映射 V 本身是连续的； 

( h ) 存在区间^ = [0，： □的一 个分割 

使得 y 在 ( kh ) U A ,~) U … U (~- i ,~)是连续可微的，在心右 
侧可微，在《«左恻可微，并且在 ~, t 2 , …,各处既是左侧可 
微的又是右侧可微的. 

我们还约定把分段连续可微曲线 v 上连续可微性质遭到破坏 
的点 KOJCD ， …, 叫做这曲线的例外点 • 

定义设 G 是 R 3 中的一个区域， V 是 G 中一条连续可微的 
闭曲线， 

no) = ni) = A. 

如果存在连续可微映射 

Ht I x I-*Gf 

满足这样的条件 

//(s,o)=i/(5,i)=A, vse/, 

,、 ， vte/, 

HU,0=A J 

那么我们就说连续可微曲线 y 在区域 g 中是零伦的， 

洼记我们可以把上面定义中的//看成是依赖于参数 ser 
的一族闭曲线 


V # (0=//(s,0. 

I 

当参数 s 从0变到1时，闭曲线 y 就逐渐缩成点 a • 因此，“零 

伦”的几何直观意义 就是： 闭曲线 y 可以在 G 中缩成一个点（图 
16-19), 
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定义设 G 是 R 3 中的一个区域.如果 G 中任何一条连续可微 
的闭曲线在这 E 域中都是零伦的，那么我们就说 G 是单连通的 • 
例3 ( a ) 开球体是单连通的 .（ b ) 开球体内部抠了一个球 
形小空洞之后，剩下的部分仍然是单连通的 •（ c ) 开球体上打了 
—个贯通的圆柱形孔洞之后，剩下的像一粒穿了孔的珠子那样的 
区域就不再是单连通的了. 

下面的定理讨论空间单连通区域里第二型曲线积分与路径无 
关的条件， 

定理5设 G 是 R 3 中的单连通区域，和 
i ?( x ， y ， 幻是在 G 中连续可微的函数，则以下四项陈述相互等价： 

(1) 沿 G 中任何一条分段连续可微的闭曲线 y 都有 

® pdx + Qdy + .Rd^^O* 

(2) 沿 G 中任何两条有共同起点和共同终点的分段连续可微 
油线〃和 T 有 

_ ― ■ 

| pdx + Qdj/ + Rdz - pdx H- Qdy + Rdz 9 
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即曲 线积分 


J Pdx + Qdij + Rdz 


在 G 中与路径无关 I 

(3) 微分式 Pdx + Qd ^ + Rdz ^ G 中有原函数，即存在定义 
于 G 上的连续微函数使得 

Pdx ^ Qdy + Rdz =： d{J j 

(4) 在 G 中有 

dQ —dP dR —dQ dP —dR 

II ■■" • ■ '"'I 1 ■ 1—H- . ■■ p ■ -r ▲ 

dx dy dy 拍 dz dx • 

我们将省略一些细节，概要地介绍这定理的证明. 

证明的梗槪仿照前面的讨论，很容易证明“(1)=>(2)=> 
(3)=»(4)”（这部分论证不用区域的单连通性质) • 剩下来的较为 
困难的任务是对单连通区域的情形证明 “(4)=>(1)” . 

首先指出，为了证明 “(4) ->(1)”，只须在条件 (4) 的前提 
下，证明对于 G 中任何一条连续可微的闭曲线 V 都有 



Pdx + Qdi/ + = 0. 

V 


对此，我们作如下的论证：如果 G 中的闭曲线 y fl 仅仅是分段连 
续可微的， M 是、上的一个例外点（即连续可微性质遭到破坏 
的点)，那么可以在 M 点两侧的曲线上分别选择对应于逆近 f 数 
值和 〖的 然后设法用一段连续可微曲线^^?#代 
替〜的一段要求换上的一段在点和 M " 点处的衔 

n 

接是连续可微的（具体做法在本段末的注记中予以说明）.用这 
样的办法依次消去所有的例外点之后，就得到一条连_可懲的闭 
曲线 y . 所作 控修改 可 以很 细小，使得修改后的 一段^ ^与原 
来的那一段 M f M P 都在 A / 点的一个包含于 G 内的 e 球形邻域 
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之中. 球形邻域当然是星形的，根据定理4就有 



Pdx + Qdy + Rd^ 


^十 Qdj/ + Rdz m 
J AT " 


我们 看到： 分段连续可微的闭曲线>^可以修改成一条连续可微 
的闭曲线 V ，使得 



Pdx + Qdp + Rdz 



i>dx 十 Qdj/ + 
V 


如果能证明上式右边的积分等于0，左边的积分自然也就等于 

0 . 

下面，我们就在条件 (4) 的前提下，证明沿 G 中的任何连续 
可微的闭曲线 y 都有 



Pdx + Qdjf + Rdz ^ 0 # 


设 K 0) = y ( l > = A 因为区域 G 是单连通的，所以存在连续可微 
映射 


使得 


H ： lx 卜 G ， 

H ( s ，0) 二 H ( s ， l )= A ， Vs 6/, 


H (0^) = KO | 


vtei . 


:将 // 的像集记为 
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K=-HUxD. 



显然尺是完全包含在 (； 中的一个紧 致集. 于是，存在 e >0, 使 
得到 K 的距离不超过 e 的点全在 c ； 中，即 

因为好在 Jx / 上是一致连续的，所以存在5>0,使得只要 （ s , 
0,(s / ,f / )6/x/, 

\s~s^\< 6 9 \t-t r I <5, 

就有 


"，））<£• 

我们取足够大的自然数 n ， 使得 


用分界线 



S 




k 

n 


/，fe = 1，2, " 一 1， 

将正方形 / x / 剖分成 nxrj 个小方块 




我们还引人记号 


J，k = 1 ， 2 ，…， ”• 



自然有 


h k = 0，1， …， n . 


^ jn - A y M nk = A m 

每个小方块的像集 //07 ifc ) 都包含在点 Mfk ^ e 球形邻 
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域之中.这些 s 球形邻域都是包含在 G 内的星形区域.根据定理 
4，在每一个这样的球内部曲线积分 

Pdx + Qdy + Rdz 

与路径无关.我们可以逐次对路径 V 作细小的改变，使得每次变 
动均局限在一个 e 球之中以保积分值不改变，最后将路径缩到 
A 点的 s 球形邻域之中，从而证明积分值等于 0. 具体做法略述. 
如下： 

第一步，将沿路径 - 

V = AA/oi 

的积分转换成沿路径 


AAf 11 A/oi^o2*** A 

的积分，这里的 AMuMo ^ H ( Bd 77 u ：^ —部分(参看图16-20)， 
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图 16-20 



第二步，再将沿 路径儿 的积分转换成 
沿路径 

AMuM q\M\\M nM M Q, n ^\A 

的积分 ( MGiMnMi 2 Mo 2 这一-段是 H ( Bd /7 12 ) 的一 '部 分 ).这后一 

积分沿曲线段和的部分互相抵消，所以能转化成 
沿着路径 

AM\\M nMtz*** M Q tU ^iA 

的积分 • 这样逐次做下去，可以将原来沿闭曲线 V 的积分化成沿 
闭曲线 

^ A.MuMi2* 9 *Mi f n-iA. 


的积分，然后再转化成沿闭曲线 

^ 2 — AMziMz 2*** 

的积分，•…"最后转化成沿闭曲线 

^n -1 - AM„. j.jMn- 

的积分 • 整个转化过程可以简略地写成如下的一组等式 
积分的被积表示式都是 

Pdx + Qdp + Rdz 9 

为书写简便起见而省略了. 



^ 0 1 ^0 2 - 1 ^ 





^^*1^12^02 




所有 


% 
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=<£ 

】 AM n ~ l i A 

a* 

因为闭曲线 

蹈离都小于 s , 即 y„u 完全包含在 a 点的 e 球形邻域之中，所 a 
根据定理4应有 



Pdx + Qdp + Rdz = Q m 


这样，我们证明了 


U) pAx + Qdy + Rdz = o. 

定理5的证明到此完成. □ 

连记上面证明开始时所述的局部修改，可以通过多项式揉 
值的办法作出.设待修改的分段连续曲线是 

^ o (0 — (炉 0(() ，护 0( 右）>^0 CO )• 

为叙述省事起见，不妨设曲线 V 。只有一个例外点 M . 在这例外点 
两侧邻近的曲线上各取一点和 M " (分別对应于参数 t ' 和 
我们作待定系数的三次多项式 

炉 （ t ) = A + / U +*^ 2 + Pt 3 , 

要求它满足条件 

f 叩 0 =炉 0 ( 〆 ），伊， （ o = n ( 〆 ）， 

I 识 （ t") =?> 0 (〆 ）， 9 f {t ffy > =<PoGO. 

上面的条件可以看成关于未知数的线性方程组，该方程 
组的系数行列式等于 w - o 4 > o , 解这方程组就可以定出 ; U 

I 
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•Ah _ 




AV ， P ， 从而定出 Kt ) 來.用类似的办法可以相应地 确定蚁 t ) 和 
6>(0 e 这样作出的修改曲线 


Y ( t ) =輕），⑽） ，叫 ）） 


就能满足我们的要求。 

6.0 用外微分术语陈述条件 

设 6) 是一个 P 次微分形式.如果 

■ 

do> = 0 , 

那么我们就说0是一个闭形式；如果存在一个 p - 1次微分形式 
6 ,使得 

oj — d0, 

p 

那么我们就说 w 是一个恰寄形式， 

因为 d ( d 0 )= O , 所以任何一个恰当形式都是闭形式《 

采用外微分的术语，曲线积分与路径无关的条件可陈述如 
下： 

定理设 G 是 ( R 2 或 R 3 ) 中的一个区域， w 是在 (； 上连续可 
微的一个1次微分形式，则以下两条件相互等价： 

(a) 积分[^在 G 中与路径无关^ 一 

iJ 

( b ) 在 G 中， w 是恰当形式. 

如果 G 是一个单连通区域，那么上面的条件 ( a ) 和 ( b ) 还与以下的 
条件(。) 等价： 

( c ) 在 G 中， w 是闭形式. 

读者不难通过术语的相互翻译认出这定理只不过是前面几段: 
所得结论的另一种陈述方式， 


143 



§7 恰当微分方程与积分因子 


m 


微分方程式 

(7.1) ^ =/(Jc,y) 

可以改写成 

/(3C,,t/)d.r -d.v = 0. 

这种写法的更一般形式是 

(7.2) P(x,^)dx + =0* 

将一阶微分方程写成这样的形式，对于探寻初 等积分 方法，有时 
比较方便. 

7.a 恰当微分方程 

首先考察这样的情形：方程 (7,2) 的左端是一个恰当的微分 
式.我们把这样的方程叫做恰当微分方程或者全徵分 方程， 对这 
种情形，存在连续可微函数 t/(x, 使得 

(7.3) dL/(x,i/) =P(3C,i/)dx + Q(^,^)dy # 

于是，方程(7.2)的任何一个解^/=^00必定使得 

= 0 , 

因而满足 

(7.4) = C ， 

——这里 C 是常数.反过来，由于 (7.3) 式，任何满足 (7.4) 的连 
续可微函数V00也必定满足方程 (7.2), 我们求得了用隐函数形 

式表示的方程 (7.2) 的一般解 

(7.5) U ( x 9 y ) =0, 

这里 C 是一个任惫常数，像这样的用隐函数形式表示的解，通常 
叫做“积分”.我们得到以下 结论： 

I 
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定理 1 恰当微分方程 

P(x 9 x>) dx + Q(x 9 y)di/-0 

的通积分为 

u yV'y ™ c j 

这里 LKw ) 是方程左端微分式的一个原函数， C 是任意 常数. 

上节中的讨论，实际上已经解决了以下两个基本问题(特别 
是对单连通区域的情形）： 

一、 怎样判断像 (7. 那样的方程是否恰当微分方程？ 

二、 如果 (7.2) 是一个恰当的微分方程，那么我们怎样具体 
求出方程左端微分式的原函数？ 

因此，恰当微分方程的求解问题，可以认为是已经解决了. 
具体求解的时候，常常可以通过观察直接写出原 函数来.要 
做到这一点，需要十分熟悉微分的运算法则，并善于将微分式分 
组.请看下面的例子. 

例1 求解方程 

1 

e y dx+ (xe y + - 0 # 

解将方程左端的微分式分成 两组： 

(^e v dx 4 - xe v dy} + = 0 * 

很容易看出：第一组微分式的一个原函数是第二组微分式 
的一个原函数是，.因而原方程左端微分式的一个原函数是 

xe y 

原方程的通解(通积分）为 

xe v + i / 2 = C. 

例2 求解方程 

(7x + 3 t/) dx + (Sx - 5!/)dy = 0. 

解原方程左端可按以下办法分组 

(7 xdx - 5 ydy > + (3 ydx + 3欠办） • 

容易求出上式的原函数 
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~ x 2 -^ y l -¥ r 6 xy m 

原方程的通解为 



X 2 ~ ~-y z + 3xt/ - c* 


以下一些公式当然是需要熟记的： 

adu + ^dv - d(au + fiv) 

( a ， j 9 eR )， 

udv + vdu - d(uv)i 


udv - vdu 
u 2 



udv - vdu 
u 2 + v 2 


+0 


— =d ln| u| (u^fcO) j 
u 

( p / ( u ) du = 如 （ t /)_ 

应该指出，观察法求原函数虽然很省事，但这方法依赖于技 

S 

巧和熟练，并不是每次都能成功的.另外，除了简单的情形而 
外，不容易一眼就看出方程是否恰当的，如果盲目去做，可能会 
误人歧途.因此，上节所介绍的恰当微分式的判别法和原函数的 
求法，是必须牢固掌握的， 


7 ) 积分因子 

恰当微分方程要求左端的微分式凑巧是一个全微分，这种情 
形并不多见，对一般的方程 

t 

(7,6) M(^,y)d3c + A/(3C,^)dy= ： o, 

我们可以用适当的非零因子去乘等号两边，把它化成 
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( 7 * 7 ) P(x f p)dx + Q(x f y)dy^Q $ 

…心 p 

这里 

P(x 9 t/'> = 

如果这样得到的方程 （7.7) 是一个恰当微分方程，那么我们就 
说是方程 （7.6) 的一个积分 因子. 

我们指出一个重要的事实：任何形如（7.6> 的方程，都必 
定具有积分因子.但这一事实的证明，涉及到一阶偏微分歹程理 
论，我们这里不能讲述.而且理论上的证明，只是肯定了积分因 
子的存在性，并没有告诉具体求出这因子的办法，对实际解题未 
必有很多 帮助. 下面将要介绍的，是求积分因子的某些具体办 
法.对于一阶微分方程来说，积分因子法槪括总结了主要的初等 
积分法，因而给我们提供了一个很好的复习机会. 

例3 可分离变元的一阶微分方程， 

这种方程的一般形式为 

Mi U) M 2 (y) dx + N l (x')N 2 (sf')di/^0 9 

如果螞 0/)乂 Oc )^0, 那么这方程就有积分因子 


fiix.y') 




用这因子乘方程两边就可将变元分离： 

^ dx + dj^ = Q 

N,(xy m 2 (i/ ) y u * 

上式左端是一个恰当形式，它的一个原函数为 


u ( JC , I /) 


iW 

jNTix ) 


djc + 


lk % dy . 


因而原方程的 通解为 
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m 


例 4 考察一阶线性方程 

^ + p(x)t/ = q(x ) 9 


这方程具有积分因子 


/p(x>d 



以这因子乘原方程，就把它化成了可积分的形式 

ddei Pix)dx y)^J pix) ^ qix)dx. 

一 个函数 Mb , y ) 被称为次齐次函数，如果它满足这样 
的条件: 

(7.8) M(tx，tjO =0M(x ， y )， \/ t>Q. 

连续可微的 fc 次齐次函数 M ( x ，〃) 满足以下的欧拉恒等式： 


(7.9) 



事实上，只要将 （7.8) 的两边对 i 求导，然后代进就可 
得到 （7.9), 


在下面的例子中，我们考察系数为齐次函数的微分方程. 

例5 设和都是 fc 次齐次函数，则微分方 
程 

M^x f y)dx + iV(x,^)dy = 0 

具有积分因子 


^ = xM +JN 9 

这里设: + 

证明首先，引入记号 
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‘岛 --i; 


在本 r 



p 


M 

xM 4 - yN’ 


Q 


N 

xM + yN. 


我们来证明 


dQ 

dx 


dP ^ 


计算得 


dQ 

dx 



{ m L- mn 


IxMTyNj^ 


f 


yd 


dP _ y V y dy 

■*___■■ • 1 1 1 

dy < 


(xM + yN } 2 


MN 


參 


所得两式相减，并利用恒等式 (7.9), 就得到 


dQ _ 




dP 

dy 


0. 


因而，在任何单连通区域上 ， Pdx + Qdy 都是恰当微分形式 • 


例 S 求解方程 


dp _ 2^y 

■ I -Mi ■• 琴 

dx x 2 W 


上面的方程可以改写为 


2xt/dx - (x 2 + t/ 2 )dy^Q m 


由例 5 可知，这方程有积分因子 


2x l y - yix % ^ 


y ( x 2 — yV 


下面，我们来求解恰当方程 
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这方程又可写成 


2xdx- 2y^y 

x 2 * y 2 ~ 


x 2 - y 2 

犮 （ x 2 —？) 


d 夕= 0 , 


即 


2 xdx- 2 pdj/ 

尤 2 _夕 2 


dp 

•* ■ ■， 

y 



积分这方程就得到 

In|jc 2 - y 2 j -ln[y| =ln|C|, 


j 



也就是 

x* - 夕 2 = Cy^ 

实际解题时，常常用到分组求积分因子法 • 下面，我们就来 

说明这种方法. 

设 〆 是微分式 

(7.10) M(ar,^)dx + N(jc,y)d^ 

的一个积分因子，并设 ' 

iiiMdx + NAy、= df/ # 

如果 * 是一个一元连续函数，它能够与函数 t ； 复合，那么 
也是微分式 (7.10) 的一个积分因子.事实上，我们有 

( 识 ((/ 〉 /i)(Mdx + Ndp) 

= p(U)dU = d(p(U), 

这里少是 p 的原函数， 


im 



我们来考察方程 

(M } dx + ATjdj/) + (M 2 dx + N 2 dy) = 0* 

设这里的两组微分式分别具有积分因子叫和〜，并设 

+ N x dy) = dty^ 

fi 2 (M 2 dx + N z dy') = dU 2# 

如果我们能选取连续函数 & 和仏，使得 

= 炉2(^2)只2， 

那么 

^ = =9> 2 ( U i ) f ^2 

就是两组微分式共同的积分因子，因而是 

f 

(M,dx + A/\dj/) + (M 2 dx + N 2 dy) 

.的积分因子， 

实际解题时，采取灵活变通的做法，往往能更快地凑出积分 
闼子来。 

例7 求解方程 、 

(x 2 + 夕 2 — 犮 ） dx + Jfd 夕 = ()• 

解将这方程改写为 

(x 2 +■ j/ 2 )dx 十 xAy - ydx = 0. 

牙艮容易看出一个积分因子 


x 2 + y z 


用这因子乘方程两边，就得到 


dx + 


xdy — ydx 


2 


0. 


我们求得原方程的通解 


x + arctg 


y 



c . 
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例 8 求解方程 


j/dx + x(l + xV)dj/ = ()• 

I 

解这方程可改写为 

iydx + xdy^ + x z p 2 dt/ r= o_ 

■ 

形状如 Mxy ) 的函数都是前一组的积分因子.我们选择以使 
〆 “)也是后一组的积分因子.容易着出，只要取 

p ( u ) = tt 一 3 

就能达到目的.以因子 


乘方程两边就得到 


积分得 


yAx + xdp 




欠 3 夕 3 



2 x 2 y 


+ ln|^j = C . 


另外，因为我们乘了因子^ r , 可能会失掉 x = o 或 y = o 这样的 

解.经检验 ， x = o 和夕= 0都是原方程的解① • 

例9 求以 ox 轴为旋转轴的旋转面，使得这样的镜面把放 
在原点的光源发出的光反射成平行于 ox 轴的光束. 


①对于写成 


M{x 9 y)dx = 0 

的微分方程，我们不但寻求形状如 # = y 〈幻 的解，而且也寻求形状如 


152 


X ^x(y) 的解 • 


_ k • 





53 16-21 



但 

所以有 



解这个关于的二次方程，我们得到 


dx 


—x 土 \/x 2 + 


y 


由此得到 




■ ■ r ■ k 

xdx + yAy = ±\/x 2 + i / 2 dx m 


容易看出这方程的一个积分因子 


土 \/ x 2 + y 2 


以这因子乘之，就得到 


积分得 

由此得到 
即 


xdx + ydj/ 
i:\/x 2 + y 2 



± y/x z Vy z = jc + C # 


J/ 2 = 2Cx + C z $ 



y 2 = 2 c(jc + 

这是以原点 为焦点 的抛物线族.在学习一元函 数微分学时， 我们 
已经知道抛物线具有这种光学性质.现在，我们又证明了逆命题: 
具有这种光学性质的曲线只能是以上抛物线族中的一条抛物线， 
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第 + 七章场论介绍 

|| 

场是最重要的物理槪念之一.数学中的场论，对各种各样的 
物理场作抽象槪括，进行定性与定董的研究. 

如果空间某 g 域0的每一点都对应着一个确定的数量（向 

S 

量），那么我们就说在这区域定义了一个数量场(向量场).容易看 
出，所谓数量场与向量场，不过是数量值函数与向量值函数的另 
一 种说法 而已. 在本章中，我们假定所讨论的场连续可微足够多 

次. 

热学中的温度场 7 X ，连续体力学中的密度场 ， Z ) 

等是数量场的 例子. 引力场和电场等是向 
量场的例子， 


§ 1数量场的方向导数与梯度 


设在空间某 E 域 D 中定义了一个数量场 /( M ) 幻. 

设 = (^>， y 。，^)) 是 G 中的一个点 ， e 二 （ cosa ， cosA ， cosy ) 是 

任意一个方向 • 我们知道，/在点 A /。 沿方向《的方向导数可以 

表示为 


( 1 . 1 ) 


df 


df df 

^(M 0 )cos a + ^(M®)cos p 



^(Mo)cos y % 


在许多实际问题中，需要了解：在给定点 M d ， 沿怎样一个方向, 
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数量场 / 的增长最快？或者说， 沿怎样一个 方向，/的方向导数 
最大？为了回答这个问题，我们把 （1.1) 右端的表示式写成两个 
向量的内积 ' 

(1.2) ^(M 0 )=V/(Mo) - e, 


这里 


▽/(M 0 ) 


+ ^ (M 0 )/+ 




a* 

如果把向量 軌 MO 与 向量 e 的夹角记为0，那么又可把 (1.2) 
式写成 


( K 3) 


df 



(Mo) - |!V/(M o )||cos0 



从这式可以看出， 


当0 = 0的时候，方向导数 


^( M 0 ) 达到最大 


值，这最大值为 S 


定义我们把叫做数量场/在点 M 。 的梯度，记为 

I 

_ 

grad /(M 0 ) = V/(Af 0 ). 

从上面的讨论可知：梯度的方向就是使得方向导数取得最大 
值的方向；梯度的模就是方向导数的最大值.采用梯度的记号， 
可以把方向导数表示为 

df " 

^(Mo) = S rad /(Mo) * « • 


我们看到，由一个数量场/产生了一个向量场^—梯度向量场 

grad /• 

设 C 是一个任意给定的 常数* 我们把满足条件 
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(1.4) /(^，^，^) =C 

的点饷集合，叫做数量场/的一个等 值面. 如果 JVf 0 是 

等值面 (1.4) 上的一个点，并设在这点 

▽/(M 0 >^0 ， 

那么向量 grad /( AT 。） = ▽/(%«))『好沿着曲面 (1.4) 在这点的法 
线方向，我们得到重要的 结论： 在等值面上任意一点，梯度向量 
与等值面垂直* 

对于定义于平面 E 域上的数量场 f ( x ， y )， 也可以考察它的梯 
度 



e rad / = 



并且也可以考察这数量场的等值线 

I 


同样可以 看出： 在等值线上任意一点，梯度向量与等值线垂直. 

等值面与等值线的概念，在实际问题中有很多应用.地形图 
上的等高线，气象图上的等温线、等气压线和等雨量线等，都是 
等值线的例子， 


§2向量场的通量与散度 

在上一章中，我们曾讨论过这样的 问题： 设在空间某 区域公 
中有不可压缩的流体稳定地流动， S 是 Q 中的一块有向曲面，求 
单位时间内通过曲面块 5* 的流体的体积（即流量)，我们把流最 
表示为第二型曲面积分 


JJ …如， 

这里 U = 是流体的速度，而|»是曲面&的正法线单位向 
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量 




下面考察更一 般的情 形》设 F = 是定义于区域 D 

的一个向量场， S 是 G 中的一块有向曲面，《表示曲面 S 的正法 
线单位向量.我们把第二型曲面积分 

11 F * nda 


叫做向量场 F 通过曲面块 5* 的通霣. 

设 M 0 6 在幻中，取以为 中心 〆 为半径的小球 V == V % • 
把这小球的表面记为扒约定 S 以向外的法线方向为正方向八考 
察向量场 f •通过的通量与 V 的体积的比值 

1 CC ， 

下 - ◦ F • nda % 

* 

我们来证明：当 e — 0时，上述比值有确定的极限，事实上，设 

F - Pi + QJ + Rk m 

根据高斯公式，我们有 


这里 



nda 




i— 『■ I . - 

VI 



y • fdx dp dz f 




利用积分的中值公式又可得到 



V 



• fdx dy ds 



+ 尝) d “ 龙 d 岛 
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dx 



dQ dR 

. . . ^ 

dy dz 


(▽ . F )% ， 


这里的 M * 是 K 中的一点 •当 


0 时，应有 Af 


M c . 因此 


lim 


Yv ] 


§ 


F • fidcr = (▽ • jF ) 


我们来解释这极限的物理 意义. 如果 F 是流体的速度场，那 


么 


% 


V 


OF 

w)J 


nda 


s 


是单位时间内从 V 中流出的流体的量与 V 的体积之比.这比值应 
看作 V 中的平均泉源密度(“漏洞”也被当作泉廉，但其泉源密度 
是负数夂当 e — O 时，上述比值的极限就是流体在从 0 点的泉滬 

t 

密度， 


定义设向量场 


F ^ Pi + Qj + Rk 


在区域 Q 中有定义， M 是 D 中的一点 
我们把数量 


(▽ • 尸） 


dP dQ dR 

d^ + dy 


dQ 


叫做向量场 F 在 M 点的散度， i 己为 


div F(M) = (V -F)^ 

" /dP dQ 




dy 


dR 

dz 


) • 


散度是由向量场诱导出的一个数量场.它表示向量场在各点 
的“泉源密度”. 

浼记取环绕点的任意一小块立体 V ，要求它的表面 S 


w 
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是分块正则的曲面，作比值 



仿照上面的讨论，同样可以证明，当 K 的直径趋于0时，这比值 

•m 

仍趋于 F 在 点的 散度： 

s 

lim (ffi F • nda - dir 


§3 方向旋量与旋度 

设在空间某区域中定义了一个向量场 

£ 

• • 

一 F = Pi +Qj + 

ii k 

设 JV /。 是 G 中的一个点， n 是任意一个单位向量.我们以 Mo 为 
中心， e 为半径，作一个垂直于向量 n 的小圆面 D 然后沿 

这圆面的边界 3 D 作如下的 积分： 



这里 T 是的单位切向量， dA 表示弧长 微元. 下面，我们来考 
察这积分与 D 的面积丨 D | 的比值 



D 



F * rdx m 


这比值是反映向量场 F 沿着的旋转状况的一个量.当 e —0 
时，这比值的极限，反映了向量场^在点绕方向 n 的旋转状 
况.为了求出这一极限，我们利用斯托克斯公式： 





(y x F) • nda m 


J 
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再利用积分的中值公式，就得到 


D 



F . rdA 


D 



( V x F} • ndcr 


[( VxF ) 


] 


幸 


这里 M * 是 Z ? 中的一点*当^>0时，趋于 M 。. 因此 



=[( VxF ) • »]^ 0# 


定义我们把这极限值 


[(▽XF) • n2 Mo 


叫做向量场 F 在点 M 0 绕方向 n 的方向旋量， 

我们曾考察数量场的方向导数取最大值的方向，从而导出梯 
度的 概念. 对于方向旋量，可以提出类似的 问题： 绕怎样一个方 
向《,方向旋量达到最大值？为了回答这个问题，我们把方向旋 
董的表示式写成 


(V x F) • n » |j V x F||cos Bj 

这里6►是向量 V x 尸与向量《的夹角 • 从这表示式可以看出，当 
0 = 0时，也就是当 n 沿着 VxjP 的方向时，方向旋量达到最大 
值，这最大值是 

定义我们把 

(VxF)(m 0 ) 


叫做向量场 F 在点的旋度，并把它记为 

rcn F(Mo>* 

从上面的讨论可知：旋度的方向是使得方向旋量取最太值的 

方向；旋度的 模等于 方向旋 量的最 大值. 
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§4 场论公式举例 


rot F - 


从数量函数或向量值函数的微分运算公式，可以导出场论中 
的一些有用的公式.例如 

(1) «V/ + fiS/g 9 
V*(aF + iSG) =aV-F + j6V*G, 

▽ x (a/* + PG) =aVxF + >▽ xGt 

(2) V(/5> = (V/)5 + /(V^), 

V«(/C) = (V/)*G + /V.G, 

这里 a 和 0 是常数， / 和 P 是数量场， f * 和 G 是向量场，▽是奈 
布拉算符. 

通过直接计算，还可以证明 

(3> rot 。 grad = 0, 

(4) div o rot = 0. 

例如，公式 （3) 可以这样 验证： 我们记 

i ? = grad / = i ^ + ^ + k d X 9 

则有 



*- 


* 


1狀 a/^ 



公式 （3) 和 （4) 可以统一地概括为关于外微分的公式 

d © d = 0, 


为了说明这一事实，我们 指出： 

( a ) 设/是一个数量场，则 d / 的系数即 grad 的分量》 

( b ) 设 F = ( P ， Q ， 只）是一个向量场，记 w = + + 

则 dw 的系数即 rot F 的分量； 

(c) 设尸 =CP,Q,iO 是一个向量场，记 

$ - Pdy A + Qdz A dx + Rix A dy» 

则卯的系数即 divf\ 

于是，从 


就得到 



从 


rot o grad / = 0| 


就得到 



div o rot F = 0, 

场论中众多的公式不可能在这里 一- ^列举 • 需要用到更多的 
公式时可以去査手册，或者自己推湞（虽然纷繁的演算需要细心 
与_性 P 伹大部分场论公式的推证的确只用到最基本的数学知 


识） • 


§5保守场与势函数 

p. 

我们已经讨论过曲线积分与路#无关的条件 • 所得的结论可 
以用场论的术语陈述如下 I 

设向量场 F 在区域0中有定义，_以下各条件相互等价 
(1) 沿 D 中任何闭路径 C 都有 
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® F-TdA = Oj 

(2) 对于 D 中从点到点 M t 的任意两条路径7和^都有 

j F»rdp, = F.irdA; 

、 (3) 存在连续可微的数値函 ^17, 使得 

F =： grad U 9 

定义如果向量场 f 满足上面所列的条件，那么我们就说 f 
是一个保守场，并把条件 （3) 中的函数 U 称为 F 的勢函数. 

如果向量场 F 是保守场，那么它必定是无旋场（即旋度为0 
的场）.这是因为 

rot F = rot 0 grad U 0. 

如果 d 是单连通区域，那么我们可以进一步 断定： 向暈场 
为保守场的充分必要条件是它为无旋场，即 


rot F = 0 # 

例在本例中采用这样的记号： 

r =： + yj + zh y 


r - |[ r |j = \/ x 2 + t/ z + z 2 9 

如果向量场 P 可以表示为: f 

:: F( ： x y p ? z) ^fCr)r, ， • 

那么我们就说 F 是一个中心场.每一个中心场都一定是保守场* 
事实上， c 

， r 

U(r) =J Pf(P)dp 

就是 F 的一个势函数，——这可验证 如下： 






附录主交曲线坐标系中的场论计算 

在通常的直角坐标系中，我们定义了奈布拉算符 



借助于这算符，可以很方便地表示场论中的一些重要的量.例如 

grad/ = V /， 
div F 

rot F - V X F m 

學 

实际上，符号▽表示了三种不同类型的运算 ：（ i ) 作用于数量值 
函数的运算▽，运算所得的结果是向量 I ⑴）作用于向量值函数 
的“点乘”运算▽•，运算所得的结果是数量》作0作用于向量 
值函数的“叉乘”运算▽；<，运算所得的结果是向量. 

对子某些实际问题，利用曲线坐标进行计算更适宜，正交曲 
线坐标是最常被采用的一种.在这附录中，我们推导正交曲线 
坐标下奈布拉算子▽的表示.有了这些表示，就可以很方便地计 
算场论中许多重要的量.在以下的讨论中，假设所涉及的各数量 
值函数或向量值函数都在某区域内连续可微足够多次. 

对我们这里的讨论来说，下面的定理起着最基本的作用. 

关于算子▽的基本定理 具有以下一些性质的算子▽存在并 
且唯一： 

( I ) ▽作用于数量值函数产生一个向量值函数,.并且满足 

关系 

SJ(u + v) = V« + SJv 、 

V (uy) = WSJv + vSJUy 

▽u«dr ：= du • 

( H ) vx 作用于向量值函数产生一个向量值函数，并且满 
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足关系 


Vx ( t / + V r ) = Vx £/ + VxV r » 
▽ x (uv) = ▽« x K + «▽ x K, 
V x (V«) = 0 ? 


< m ) ▽•作用于向量值函数产生一个数量值函数，并且满足 

关系 

▽•(£/ + K) = \7.C/+V.K ， 

V ^( uV ) = ( Vu).V 

V^(U xV) - (V -U^(VxV), 

i 

▽ •(▽ x VO = (欠 

I 

证明存在性选取直角坐标系，并定义 

▽ •兑+ /_!+裊立 

dx dp dz 

容易验证这样定义的▽具有定理中所列举的各性质. 

唯一性对于选定的直角坐标系，我们 指出： 具有上列性质 
( I )， （ n ) 和 （ 1 ) 的算子▽只能是 

dx dy dz 

为此，须对以下三种情形作验钲： （1) ▽作用于数量值函数的情 
形； （2) ▽•作用于向量值函数的情形； （3) ▽>< 作用于向量值 
函数的情形， 

(1) 设《是数量值函数，并设 

V w ^ +■ 又 3 奋， 

则有 

Vu^dr = ^ X dx + l 2 dy + A 3 ^. 

但我们知道 
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(3) 容易看出 t 
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对于 

我们有 


V X ^ v X ( V ^) - 0, 

V x i = V x (Vi/) = 0, 

y x &= V x (V^) ™ 0 # 


U = + ti z j + u 3 k ， 


y xU ~ V u i x i + x /• + Vii 3 x k 

I 

=(^3 _ 伸 + / 一 ^Aj 

V dy / V dz dx / 



0^2 ]\ !% 

dx dyt 





+ 



上面定理中的性质 （ I ) — ( lfl ) 与坐标系 的选取无关.因 
此，我们可以利用这些性质来确定算子▽在正交曲线坐标系中的 
表示.推导的办法与上面定理中唯一性部分的证明十分 类似. 
设在空间某区域中选定了曲线坐标 

( ’ (h ，卩 3) ， 

则这区域中点的位置可通过坐标参数来表示 

广 =’ （"j ， "2, 々 3)* 

计算『的微分得 


dr = + ^ r d ^ 2 + ^ r dt?3# 

dQ\ dQ 2 dQz 

如果各坐标线的切向量 

dr dr Qr 

W 2 ’ d ^7 

互相正交，那么我们就说 ⑷， h ，％) 是正交曲线坐标，并把 
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h 




a = l ， 2 , 3 . 


叫做这坐标系统的拉梅 (Lama) 系数. 

柱坐标与球坐标是最常兩的正交曲线 坐标， 
对于正交曲线坐标系，向量组 


1 dr 

-■- _ ™, ■ 

d < l a 


a = I, 2 , 3 , 


在各点构成规范正交 基底： 

- 这里的是克朗内克 ( Kronecker ) 符号 


| 如果 u = 

0 a s j 

I 0,如果 

采用正交曲线坐标(％, l ,%) 计算场论各量时，我们假定&给的 
各向量都按规范正交基底 {^，^，e 3 } 展幵，并要求计算通?得的备 

• I 

向量也按这基底展开/ I 

梯度的计算显然有 


如果 


那么 


dr 二 ^ dqi + Jr d<72+ 

\ dQ 2 dQ 、 

=A 3 dq x e y + h 2 dq 2 e 2 + h % dq z e Zm 

M 

I 

_ 

I 

1 f 

= AjCj + A 2 «2 + h e Z 9 

j 

f 

r 

Sfu • dr + 入 z h i d{ h + A 3 A 3 ^ 3# 




但已经知道 
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▽u • dr = du = ^Ldq t 十 ^}Ldq 2 + 


d<h 


dQ 


2 


dQ 


并且扣和 dg 3 是任意的.所以有 


Ai^i 


du 

dTr 9 




2 


du 

W2 


凡 8 办 3 


du 
- *• 

d ( U . 


我们求得 


V« 


du 


i ■"■■»" ■― 


h , dQ , 


+ 




du I du 

- <Sa T ^ — —— ^ 

dq 2 h z dQ t 


散度的计算利用刚才求得的公式计算坐标函数 9 a 的梯度 


我们得到 


V<i 


e 


0 — 1，2,3螓 


Q 


子是有 


v # ( p 7 


V 


4 I —么 X 
2 


■ ■ 1 


▽ • ( V <?2 X V ^?3> 


(Vx (V 、)） • VWh * (Vx (Vfl 8 )) 

O . 


类似地有 


对于 


V 


Gjr ) = 0 , 


e z 


hA 


0, 


U ^ ^1®1 +■ + 心霣3 
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应有 


+ 咖 2 (念) 


▽ • = ▽(〜 办2办 3) 





V (« 2 W) 




h 2 h 3 / T …一 \h 



▽( 嚇 ） •(茂 


将这式展开并化简，我们得到 


V • U 


k^h^ldQx 


( u x h 2 h z ) 



dq 


(« 2 Mi > 



dq 


(« AA 2 ) 


旋度的计算因为 


V 


(茫) 


V x (V^o) 


o = 1，2,3, 


所以对于 


w 


2 u<,c<, = 2口上(^^)， 

e* - 1 «* 1 XWfl/ 


应有 


Vxt / = 2 V ( u <> Ao ) x ( f )* 


将这式展开并化简，我们得到 


h«i h 9 e z h 3 e 


VxU 


h t h t h z dQi 初 


dq 


Mi A 2 u 2 h 3 u 3 



拉普拉斯算子 A 作用于数量值函数 t / 的算子 

被称为拉普拉斯 ( Laplace ) 算子.这算子在数学的理论与应用研究 

中都起着极其重要的作用.在 R 3 的标准直角坐标系中，拉普拉 
斯算子△表示为 


11 丰 11 

扣 3 • JP 




在前面的讨论中，我们已经得到了奈布拉算子▽在正交曲线 

k 

坐标系中的表示.据此，很容易写出拉普拉斯算子 

△u = ▽ • (V«) 

I 

在正交曲线坐标系中的相应表示： 









h x k 2 h 


々 d du\ 

W dq^r 


例 1 试写出▽与 A 的隹坐榇表示. 

解我们知道，联系直角坐标 UdW ) 与柱坐标的变 
换公式是 


x - r cos 



y = t sin Q 




计算柱坐标的拉梅案数得 t 
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2 


III ) 




WW ) 




= 1 • 

对于数量值函数 U 与向量值函数 

U - + u o( r 


我们有 



u,(r 


VU = Pt 



㉔ 

oe 



du 



v • u 




a \ , 1 d^2 , 



(ru T ) + 




89 


ds 9 


«r e z 


Vxu 



89 d 怎 


u 】 ru 2 u 3 


A« 


dti 


f}r 



1 d 2 u t d 2 u 



dQ 



d 之 


例 2 试写出拉普拉斯算子 A 在平面极坐标中的表示. 
解我们可以利用上例中的计算公式.对于函数 《 = 


应有 


^ — . 

8 ^ 


0, 


m -TT* 

451™ 




±( r ^ 

dr\ dr 


u 



39 


173 





级数与含参变元的积分 

自然界中，量的函数关系是多种多样的，为了便于研究，人 
们常用一定的式子表示函数关系.能用“初等”式子表示的函数 
(即所谓初等函数)只是多种多样的函数关系中较少的一部分.为 
了表示更复杂的函数，就需要发展更多的表示函数的工具.本篇 
将要介绍的函数项级数和含参变元的积分，就是这样的工具. 
在研究函数项级数之前，我们先要对数项级数作一些考察 • 




s 


第十八章数项级数 


数项级数的理论，实际上只是数列极限理论的另一种表现形 
式.这种表示形式有其特別方便之处，因而为人们所乐于采用* 

§1概说 ， 

设叭 en， 《 = 我们约定把记号(暂时只是一个形 

式的记号） 

O 0 

(1.1) 2 〜 二 〜+ •.* 

n * \ 

I 

叫做 a , …为; T 页的级数.在不致于混淆的情形，我们 
也用更 简单的符号;2 〜表 示级数 a. 1). 

利用级数 (i.i) 的各项，可以作一串有痕和： 

51 — a \y 

. • 

5 2 +a Zf 


= 十 + ••• + ^Ttf 


我们把 Sn 叫做级数 （1.1) 的第 n 个部分和.如果由部分和组成 
的序列 {*s n } 收敛，部么我们就说级数 0.1) 收鉍.如果部分和序 
列 {Sn} 发散，那么我们就说级数 (1.1) 发散.对于部分和序列 
{5^} 收敛于有穷极限或者发散于定号无穷的情形，如果 

I . 

lim Sn - S 9 5^R ， 、 
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那么我们就说级数 ( i . i ) 的和为5%并约定记 





% 


上面，我们通过部分和序列定义级数的敛散性与级数的和. 
反过来，涉及序列极限的任何问题，也都可以化成级数的相应问 
题来讨论，具体说来 就是：序列伸 n } 的收敛性等价于级数 





as 


的收敛性；并且 


lim b 


等价于 


b 


OK 


从级数和的定义立即可得以下结果. 


定理 1 设 KR ， 2 
( 1 ) 如果^ = 0 ，那么显然 


， ^ K ^ Ha f beE ) 9 則有 


〉: (⑽找）= 0| 


如果那么 


^(ca n ) ^ca 9 


抑 



( ⑽ n) 


( 2 ) 如果 a 与不是异号无穷大，那么 


Y](a n +b n )^a + b 9 


即 
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下面的定理指出级数 S 〜收敛 的一个必要条 件* 

_ 

I 

_ 

定理2如果级数收敛，那么 

lim a n = 0 # 

证明用表示级数的第《个部分和，则有 

a n = Sn-S n _i (n = 2,3 ，."）， 


因为 

所以 


例1 


lim Sn^SeRf 
lim a n = lim(Sii " Sn-1) 

二 o. Q 

设 r >0 # 试考察等比级数 


r X ： 


的敛散性. 

解如果 r < l ， 那么这级数收敛： 

N 1 r N 

lim Vr-^= 

如果？ *>1， 那么 

N 




n 




因而等比级数发散，其和为 + 
例2 试考察级数 


1 



n(n+ 1) 




解计算这级数的第 iV 个部分和 5 V 可得 









十 1 ) 




N + l 



由此看出级数是收敛的，并得到 


S 



n(n + l) 




§2正项级数 


如果级数2、的各项都是柞员实数，那么我们就说这级数 
是正项级数. 

设〜是正项级数，即 

<2fcX )， V N» 

则有 

n n + 1 

~ = <Sn+ i» 

!c- ! k - i 


我们看到：正项级数的部分和序列是单调上升的，反过来，如果 
一个级数的部分和序列是单调上升的，那么这级数也就一定是正 
项级数< 因此，正项级数的理论是单调数列极限理论的另一种陈 
述方式 • 

2. a 正项级数的收敛原理 

我们回忆单调数列的收敛原理：单调上升数列收敛的充分必 
要条件是这数列有上界.用级数的语言翻译这一论断，就得 S : 

正項鈒数的收敛原遥正项级数收敛的充分必要条件是它的 
部分和序列有上界 • 
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例 1 考察级数 

V f 

1 

的敛散性， 

解因为 • 

I 

I 

n* I u »2 n- 2 

s 

I 

-2-^<2, VA^eN, 

所以级数收敛 . 

I 

例 2 考察级数 2 A 是否收敛 . 

解因为 

Sv/^T^^v^V = 9 V N6N> 

所以级数发散 . 


2*b 比较判别法 

为了考察一个正项级数是否收敛，常用另一个已知是收敛的 
或已知是发散的正项级数来与它作比较 . 


定理 1 ( 比较判别法）设乏 >„ 和 ; 是正项级数，则 
(I) 如果级数收敛，并且存在和％ 6N, 使得 


< 


cb n ， 


V n^n 09 


那么级数 ^>U 也收敛 ; 
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<2) 如果级数发散，并且存在〃 >0和使得 




V n^n 0f 


那么级数1]‘也发散， 


# 


证明 


(1) 我们有 


N 



2〜 






v IT 

< S 〜 + °2办 




< 2 、 + c S & 


1 


因为有上界，所以 { i >» j 也有 上界， 


(2) 我们有 


^ n ^ rT 9 


V n>n 


如果级数收敛，那么根据 （1) 中的论断，级数;也应 

收敛，但这与所设条件矛盾.因此^ 心是发 散级数 # □ 

例 3 设 xe (0, Ji )， 试考察级数 

lj sin n ^ 

是否收敛. ' 

解我们有 

sin n 2 ^n ^ 9 Vn> 2 # 

因为级数收敛，所以级数 
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s 




也收敛 》 

例 4 判别以下级数是否收敛: 






解我们有 


■ 丨 -«■ — . 墨 V ， —W 



V«€N. 


因为级数发散，所以级数 




也发散， 

以下极限形式的比较判别法，在实际应用中显得更为 便利， 
定理2设;和是正项级数，并设以下极限存在《 


lim 


y (O^y^ + co), 


则有 


(1) 如果级数 收敛彳 < + oo ，那么级数也收敛 

(2) 如果级数发散， y > 0 9 那么级数;也发散. 


证明 


(1) 对于取定的^>0 (例如 


1)，存在 、eN 


使得只要就有 



也就是 
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^n<(y + ^b Uf Vn>n 0 . 

(2) 对于取定的 ee (0彳)<例如 e = 存在 t ^ N ， 使得 
只要 n > n 。， 就有 

_ 

_ 

a n 

r> y ' £ y 

也就是 

1 

a n >(y-s)b n , Vn>n 0# □ 

例 5 设 ^ e (0， Ji ). 试判别以下级数是否收敛 t 

⑷ S(l — ^), 


(h) 2 2 nsia 3 ^n 


解 


( a ) 我们有 


Iim 


1 - cos 


x 

n x 


n 


2 


n 


2 


因为级数收敛，所以级数 


2( 


1 — COS 



也收敛. 


( b ) 我们有 


lim 


2 n sin~ 


n 


2 


3 



x 


* 
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s 为级数收敛，所以级数 


S 27tsin F 


也 收敛. 

例 s 


用定义验证，很容易看出：级数 


2> 




D(ln(n + 1) - In n) 


发散的 • 事实上，我们有 


1 % 

lim 2 ln 






lim ln(N + l) 



oo ^ 


AT 


用讎 S ln ( 1 + i) 与级数 2 i 作比较，我们断 定后一 级数是 


发散的 


lim 




ln( 1 + 



1>0. 




再以级数 S j 与级数 2 sin 去作比较，我们又断定级数 S sin l 


是发散的 


sm 


lim 


n 


1 > 0 # 


» 


我们知道，正项的等比级数乏] rn 当 r<1 时是收敛的，当 r> 
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1 时是发散的.在定理1中把比较的标准 取成等 比级数 '就得 
到以下的柯西根式判别法 * 

柯西根式判别法（普通形式）设是正项 级数， 

(1) 如果存在 r < l 和 jV 在 N , 使得 

那么级数收敛* 

(2) 如果对无穷多个 n 有 

i 

那么级数2〜发散. 

证明 （1) 在所给的条件下有 

a n <r n ， V «>iV. 

(2) 由所给的条件可知 {〜} 不 能趋于 0_ □ 

以下极限形式的判别法用起来更为 便利： 

柯西根式判别法（极限形式）设是正项级数，并设存 
在极限 

1 I ■ 

则有 

(1) 如果4<1，那么级数收敛， 

(2) 如果 fl > i ， 那么级数发散. 

证明 （1) 对于取定的(0，1-<7)(例如 e = 存在 

使得 

\/^<Q + e < l ， V 

(2) 对于取定的 fie (0,4- 1)， 存在 N "6 N ， 使得 

， 卜 e>l, Vn>N. □ 

连记对于 g = a 的情形，上面的判别法未作任何一般性的 
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判定.请看下面的例子 t 
例 7 对于级数 

I 

f 、 

2^占和21去 

都有穿釀1! 



但前一级数收敛，后一级数发散. 

从比较判别法，还可以导出一种很有用的积分判别法（也是: 
柯西首先研究 的). 下面就来介绍这种判别法. 

设函数/00在[1， + ccO 单调下降并且非负 • 为了考察级数 

I 

(2」） 2 " n ) 

1 

是否收敛，我们将这级数与广义积分 

(2.2) f f(x)dx 

作比较.在以下的讨论中，记 

F(x) = f /(Jf)dr. 

显然有 

F(n + 1〉 - F ( n ) ^ f /( jc ) djc t 

J n 

我们指出：级数 

’ oo 

(2.3) ^( F (n+1)-F(n» 

1 

与广义积分 (2.2) 同为收敛或同为发散 • 事实上，如果广义积 
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分 (2.2) 收敛，那么 

lim 

+ (F(n + 1 ) - F(n)) 

• . 

1 

n 

_ p 

4 

=lim F(N + iy 

N-* + « , 

■.. 

fCxydx 

=J: /wdx. 

( ； * 

n • 

另一方面，对任何 H>0， 设 〜 = [//] (只的整数部分)，则有 

CH fJV +1 

, j\/(x)dx<ji f(x)dx 

N 

= 2]CF(n + l) - F(n)). 

i 

由此可以看出：如果级数（2_3)收敛，那么广 义积分 （2.2) 也 
收敛， 

在作了以上准备之后，我们来证明： 

柯西积分判别法设函数/00在 [1, + oo) 单调下降并且非 
负，则级数 

争 OO 

(2,1) 2" n ) 

1 

/ 

与广义积分 

( 2 . 2 ) |* f(x)dx 

词为收敛或者同为 发散， 

证明 （1) 如果广义积分 （2.2) 收敛，那么级数 
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2(州）-抑-1)) 


2 


也收敛，因为 


/C«X 


[fwdx 

J n- i 




FCn) -F(n^l) 


所以级数 (2.1) 也收敛， 

(2) 如果广义积分 (2.2) 发散，那么级数 


- F ⑻) 


发散.因为 


/( n )> 


/(x)dx = F(n + 1) — Fin) 


所以级数 （2.1) 也发散 • 



N - 2 fsj-i pj x 


图 18-1 


借助于面积大小的比较，可以作出柯西积分判别法的一个明 
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蜥的几何解释.在图 18-1 中，画阴影的那些矩形条的面积之和 
等于 

b ⑻， 

ft > 3 

m 

较大的那些矩形条的面积之和等于 

N- I 

!；/(«)• 

H ■ 1 

将上述两个和数所表示的面积与积分 

J /0)dx 

所表示的面积作比较，我们得到 

n- 2 ^ 1 tt_i 

由此得知：级数 

+ O0 

2/<«) 
n - t 

与积分 

f 4 

J! /(ac)dx 

有相同的敛散性质. 

利用柯西积分判别法，很容易判断以下这些级数是否 收敛： 



， w 1 

(2) 2 n(ln n) p 
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m 


f 






(3) 2 

U * 3 


n In n(ln In n) p 



具体讨论如下 《 


f 4 °°dx . I 

比较，我们断定： 当；》1 时 ，级数冬合 

收敛> 而当 p < i 时，级数发散. 

1 

■ 

I 

(2) 与积分 〜 比较,我们断定《当 P >1 时，级 


数 


+ oo 

E 

2 


n(ln n)^ 


收敛 I 而当 p < i 时，这级数发散， 
(3) 与积分 



dx 

X In x(ln In 


比较，我们断定：当 P >】 时，级数 


_1_ 

~ n In rz(In In n) p 


收敛 I 而当时，这级数发散. 

采用大0记号，还可以陈述以下很方便的判别法则，如果正 
项级数 

r 

+ 00 



满足条件 


m 


或者 


fln = 0 ( n ^)， P >1， 

T , 

a » = 0 (7^ T ^ p *)， P>1 ， 

或者 

I ■ 

\ 

an ~ °(n In n(ln In n) p ) > P>1 ’ 

* ■ 

那么这级数收敛。 

2,c 比値判别法 

如果级数满足条件: 

a n > 0 9 

那么我们就说是严格正项级数，对子严格正项级数，有以 "F 
的比值比较法则： 

定理3设和乏]~都是严格正项级数 • 

(1) 如果级数乏敛，并且存在 〜 eN ， 使得 

_ 

I 

v — 0 ， 

a n 

那么级数^>«也收敛； 

(2) 如果级数发散，并且存在 〜 eN ， 使得 

■ ■ i. 1 

■ * • 

Vn > n 0 , 

a n u n 

■ 

那么级数也发散. 

证明⑴对于 n > n 。， 我们有 
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a »0 


1 

— ^ 










将以上各式相乘，就得到 



b n f V n>n 0 . 

% 

于是，根据比较判别法则就可以断定级数收绞 # 

(2) 与 （1) 中的讨论类似（只是不等号反转方向)，我们得 
到 

a »o 

an >V~ b n f V «>n 0t 

% 

于是，根据比较判别法则，可以断定级数发散. □ 

用等比级数芝;—作为比值比较的尺度，我们得出以下的达朗 
贝尔 （ D’AJemt ert ) 判别法 • 

达朗贝尔判别法（普通形式）设乏 > tt 是严格正项级数， 
(1) 如果存在 r < Cl 和 N ， 使得 


mi 
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那么级数 1> U 收敛； 

(2) 如果存在 ttoeN ， 使得 

Vn>n 0 , 

那么级数 I ；、发散. 

这判别法的极限形式更便于应用. 

达朗贝尔判别法（极限形式）设^>«是严格正项级数，并 
设存在极限 

=<7, 

则有： 

a ) 如果 4< i ， 那么级数;2〜收敛； 

(2) 如果^7>1，那么级数发散， 

证明 （1) 对干取定的 ee (0,1 -幻(例如 e = 存在 

n 0 € N ， 使得只要《>«。，就有 

^«7 + e<l. 

(2) 对于取定的 ee ( Od - l )， 存在 n fl eN , 使得只要 
«> n 0 , 就有 

^>Q-e>U □ 

a n 

注记对于4 = 1的情形，上面的判别法没有作任何一般性 
的结论.例如，级数 

都使得 
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lim - 1 、， /\= 1 9 

(n + 1) 2 / n 2 

lim 

但前一级数收敛， 后 一级数发散. 

对于达朗贝尔判别法失效的情形（即4 = 1的倩形)，需要寻 
找更精细的判别法.为此，我们需要更精细的尺度（作为比值比 
较的标准 h 以下这些级数就可以用来作为更精细的尺度： 








V 1 

七 — ‘（In n) p 

- 4 


In n(la lnn} p ? • 

但如果用定理 3 原来的形式推导以下的一些判別法，在最后的表 
述中就会出现一些讨厌的负号*为了使所得的法则用起来更方 
便，我们先把定理3改写为以下等价的形式 

定理7设 ^> n 和都是严格正项级数， 

<1>如果级数收敛，并且存在 n c eN , 使得 



Vn>n D> 


那么级数也 收敛； 

(2) 如果级数发散，并且存在 n c eN , 使得 



Vn>n 0 , 


那么级数！;心也发散， 

I 

. T 

取 Z 各 作为比值比较的尺度，我们得到以下的拉阿贝 
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(Raabe) 判别法 . 

拉阿贝判别法 〈普通 形式）设 〜是 严格正项级数 
(1) 如果存在和 no 6 N ， 使得 




Vn>n 0 , 


那么级数=>«收斂 I 

(2) 如果存在 ~ eN ， 使得 


/ 

1 


1 


)<i. 


Vn>n ai 


那么级数发散， 


证明 <1)所给的条件等价于 


^ 1 



Q 


V «>« 0 


选取实数 P ， 满足 


则级数 


收敛.以下记 


1< P < Q ， 





b 


n p 


对于充分大的 n ， 我们有 



<1 


< 


因而级数 ^>„也收敛. 

(2) 所紛的条件等价于 


<1 


Vn^n 



因为级数; Si 发散，所以级数1]~也发散* 


□ 


在实际解题时，更常用到这判别法的极限形式 
拉阿圾麂别法（极限形式）设是严格3 


设是严格正项级数，并设 


以下极限存在 


lim 


( 

W7r 


Q . 


(1) 如果4>1，那么级数〜收敛! 

(2) 如果^<1，那么级数;发散， 


注记对于 


1的情形，上面的判别法未作任何一般性的 


结论，对这临界情形，需要更精细的判别尺度，例如以 


(2*4) 


S 


n(ln n) p 


(V丰 D 


作为比值比较的标准. 

下面将要介绍的髙斯 （ Gauss ) 判别法,概括了达朗贝尔判 
别法和拉阿贝判别法，而且达到了 (2.4) 那样的判别精度，因而 
可以作为本段的小结. 

离斯判别法设是严格正项级数，并设 
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u 

n la n 


+ o 


In n 



则关于级数 心的敛 散性，有以下结果 t 

(1) 如果；1>1，那么级数收敛 | 如果 A<1, 那么级数 
发散； 

I 

(2) 如果 A = l，#>i , 那么级数〜收敛》如果 A = 1， A*<：U 
那么级数 2b 发散； 

p 

(3) 如果; I ~ f ^ = l ， y>l ， 那么级数 5"!fl n 收敛 》 如果 A =只 = 1、 

〃<1，那么级 数芝; 〜发散 • 

证明 （1) 可以归结为达朗贝尔判 别法. （2) 可以 归结为 
拉阿贝判别法.为了证明（3)，我们以级数 

yx = y -—— 

^ ^ n(ln n) p 

作为比值比较的尺度*计算得 


(n + l)(ln (n + l)) p 


(In n> p 


In 



n + ln(l + +) 丫 
In n / 


=(i + 




e ( 1+ ^)( 1+ Kth ^ f )) 




P 

nln n 



n\tk n 




如果 A = " = v > i 9 那么可以选取实数 P, 使得 
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这 时级数 


i < p < v Q 




因而级数;也 收敛. 

如果; t ^< i , 那么可以选取实数 p , 使得 

v<p<l # 

这时级数 



发散，并且对充分大的 n 有 





因而级数乏>«也发散. □ 

请注意，对于 A ^ = ^ = l 的情形，高斯判别法未作任何一 
般性的 结论， 

推论设是严格正项级数，并设 



则有 

(1) 如果 A>1， 那么级数^〜收敛；如果 A <1, 那么级 
数发散； 

I 

(2> 如果 A = l , ^>1, 那么 级数乏收敛，如果 A = l , 
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/*< i , 那么级数; s % 发散. 

证明 这归结为上面判别法中^ = 0 的情形， □ 

浼记 这推论也叫做高斯判别法. 

例8高斯起几何级数定义为 

1 + NT^ g C a + 1) •… • ( a + u — 1) • 彡 （/? + 1). (jg + n - 1 ) 

设 a ， j 9， y ， x >0, 试考察这级数的敛散情况. 

解 我们有 


a n _ (n + 1) (K + n) 1 

(a+n)05 + n) x 



s 为 



所以 


a 


n+ i 



l+y- 卜芦 +0 

n 



损据高斯判别法可以断定： 

如果 AT<1， 或者 x =1， Y > a + J , 那么这级数收敛; 

> ■ 

如果 x>l， 或者^=1， V<a + ^, 那么这级数发散. 

_ 
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§3 上、下极限的应用 

■ 

本节介绍上、下极限的概念，并应用上、下极限于正项级數 
敛散性的判別。 


3.a 上、下极限 


对于任意实数序列{&}，我们构造两个单调数列 Un} 和{%} 
如下： 




z n = sup 



显然伶《}是单调上升数列， {〜} 是单调下降数列，并且 

2/n< x n<Zn, Vn 6 N * 

如果数列{、}有界： 

那么自然有 

饥 n ^： 艽 n : ^ 窆， V 〃 6 

如果数列 h«} 无下界，那么 

J/n = inf x k = ^co 9 VnGNi 

k >» 

如果数列 {、} 无上彝，那么 

= sup x k = +co 9 v neN* 

k^n 

为了 g 我们的讨论 g 用于一切可能的倩形，应该把{、}和 {&} 看 
作是I中的数列.哀中的任何单调序列总有极限.因而存在 

(3.1) lim y n -r} 

和 

(3.2) Jim z n -^ m 

定义我们把 (3.1) 叫做数列 {xj 的下极限，把 (3.2) 叫做数 
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列 {〜} 的上极限，并分别把它们记为 


Iim x n fp lim x 


于是 


lim, x 


lim inf x 



sup inf 

n fc^n 


lim 


lim sup x k - inf sup x k 



k>n 


J ：, 下极限对任何实数序列都存在.像1^和^这样的记 

号，使用时不必费心考虑存在性问题，因而为人们所乐于 

定理 *1 7； = lim 、是实数序列 {&} 的最小极 限点； i ^ h ^ x n 

- ■ 

是实数序列的最太极限点. 

证明我们记 

I 

■ , 

Vk = inf z k = SU P 工 n ， 

%>k n>k 


如果 f 6 豆是 {〜} 的任意一个极限点，那么按照定义存在 {〜} 的 
子序列 {〜,}, 使得 

lim x n =$• 

fc— + oo « 

H 为 

Pk < x n k <^ k y Vfc 6 N > 

所以 

lim lim x n < lim z km 

免 ― +OD + * 免 4*00 

这就是 

• • 

lim x nm 

我们证明了 * 数列 {〜} 的任何极限点 f 都介于心与 r = 
〜之间 • 

尚须 指出：、和（=1^ * n 都是数列 { x tt } 的极 限点. 
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如果数列 {〜} 下方无界，那么当然存在 {心} 的子序列 h %}， 

使得 

I 

Iim x n 二 一 oo =卩鲁 

k — + 00 ^ 

再来考察数列 {〜} 有下界的愔形.我们将按照以下方式选取 m fc 
和 ％， fc = l ，2, ….首先，记膜设已经确定，则可选 
取 m fc eN ， 满足条件叫:^卜！（例如可取 卜 jlh 又可 

选取％ 6 N , n k ^m k9 使得 

(*) 

f, - 左 fc 

(根据下确界的定义，这祥的％必定存在).用这样的方式，我们 
选取了 {.?/»«} 的子序列{>、}和 {〜} 的子序列仁^}*在 （* >式中 

让 Jc-> + co 取极限，就得到 

him = nni u m :". 

九 + + oo ^ 4 十 CO '■ 

用类似的方式可以 证明： （也是数列 {〜} 的一个极限点 .□ 
定理2设 {〜} 是实数序列，则以下三条陈述互相 等价： 

Cl) lira a tt = Iim x n = ^ 

■- . — 

(2) !iin x v = 

(3) {、} 只有唯一极 限点匕 

钲明 “(2) 今 （3)” 和 “(3) 今 （1)” 都是显 然的. 我们来 
证明 “(1) 今 （2)” • 同前面一样，记 

j/ ft = inf { x fc }, = sup { x fc }. 

k>n k>n 

显然有 

j V N# 


_ 


因为 


Iim y n = Iim z n = 
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所以 


lim 、 = L 


□ 


定理 3 设 hn } 是实数序列. 

(1) 如果 Km x n >X 9 那么 

(3peN)(V«>P) (^Cft>A).. 

(2) 如果 lim x n < P f 那么 

( V 々 e N) ( 3 h » (X nq <p) # 

*1 正明 (1) sup inf X n >x 

p n>p 

今 （3 P 6 N)( inf ^ n > A ) 

n>p 

今 （ 3 pe N ) ( V n > p ) (^„> A ). 

h 

(2) sup inf Jc n <P 

q n>q 

今 （V 托 N)(inf X n <p) 

=^(V?6N)(3 n q ^q)ix nq <P). Q 

定理 4 设 {〜} 是实数序列. 

(1) 如果^ z «< P ， 那么 

(3PGN)(Vn>p) (x n <P). 

(2) 如果 H ^ n > A , 那么 

(V^eN)(3nq>a)(3Cn q >A). 

证明请读者仿照定理 3 的证明写出 • - □ 

定理5设 { u rt } 和 {〜} 是实数 序列. 在以下各项中，只要任 
何一个不等号或者等，两边的式子都有意义(不出现（ + oo ) + 
(-00 )， （M + oo ) 之类的情形)，那个不等式或者等式就成立, 

⑴ lira u n + lim (u rt + u n ) 
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lim u n + lim v n 
t lim u\ + lim v n 
<lim(u n + v n ) 

I 

^lim u n + lim v n ^ 

<2) 如果 lim « n = u , 那么 

lim(u n + v n ) = u + lim v n9 

lin^z^ 十 = ti + iim v nf 

<3) 如果 《«>()，“>()， Vn 6 N , 那么 

iini u n • lira y tt <lim(u n • v n ) 

_ ~ ■■ ■ ■ __ — *^T -I— 

lim u n • Jim y n 

^! — 

j lim u n • lim v n 

< ： lirxi{u n • v n ) 

<lim u n -lim v nf 

( 4 ) 如果 lim v n ^ 0 (\/neN ) 9 那么 



iim(u n • v n )= 

=u • lim y n . 


lim(u n # v n )= 

— A I 

:u • lim v ni 

< 5 ) 

Hm( — uj = ■ 

i 

d ■ r -- 

- limu n 9 


lim ( — u n )= - 

- lim u tt | 


< 6 ) 如果 】 im n n > 0 ， 那么 

I _ 



u n lim u n ’ 

■— ■ ■ ■ ■ ■ 

lim— = —— j 

一 — u n lim u n 


< 7 ) 如果〜<〜，那么 



lim u n ^ lim v n9 

- ■■_ ， I_ I 

lim u n ^lim v n% 

证明所有这些关系都可利用上、下确界的相应关系来证 
明.例如，为了证明 a )， 我们可以利用不等式 

inf u k + inf v k ^inf(u k + v k ) 

fc>W 


< 



inf 



u k + sup V 




sup 


u； : + inf v k 


<sup(u fe +^ fc > 

k>n 

A 

<sup u k +sup v k% 

而 (2> 是 (1) 的直接推论，——因为对这情形我们有 

lim = lim u n = u m ’ 

其他各项也很容易 证明. □ 

3 .b 应用上、下极限于正项级数敛散性的判别 

§ 2中所述的好几种判别法，都有所谓的“极限形式” • 一 
般说来，“极限形式”比原来的形式用起来更方便，但可应用的 
范围较窄，一因为先要假定一定的极限存在.利用上、下极限 
的概念，可以改进各种“极限形式”判别法的陈述，拓广其应用 
范围 • 我们把有关的结论陈述为以下几个命题 • 

命題 1( 达朗贝尔判别法~上、下极限形式） 


设; S 心是严格正项级数 • 
(1) 如果 
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鲰 





那么级数乏 > n 收敛 多 

(2) 如果 


那么级数发散. 

证明对 (1) 中的情形，可选取 p , 使得 

根据定理4,存在 ％ eN ， 使得 

(Vn>n 0 )(^-i<p<l^ 

对 (2) 中的情形，可选取 A , 使得 

- u n 

根据定理3,存在 A 6 N , 使得 

与命题1类似，可以证明 

命埋2 (拉阿贝判别法一上、下极限形式） 

设是严格正项 级数. 

(1) 如果 




那么级数收敛 I 

(2) 如果 

Hm i)<l, 

那么级数乏 >„ 发散. 

柯西裉式判别法有一粹只涉及上极限的很方便的 形式： 

命题3设是正项级数，并设 

lim = q 、 

则有 

(1) 如果4<1， 那么级 数芝;〜收敛》 

(2) 如果 q > h 那么级数 H 、发散 • 

证明 对于 （1) 中的 情形，我们可以选取 P , 便得 

Q<P<1. 

于是，根据定理4,存在 WN , 使得 

如果是 (2) 中的情形，那么对任何 fee N 都存在 n k ^ k , 使 
得 

( fl » fc ) l/n fc>u 

这时当然有 

I 

M 

因为序列 {“} 不趋于0,所以级数发散 # □ 

下面的命题说明：凡是用达朗贝尔判别法能判定的情形，用 
柯西稂式判别法也一定能够判定. 

命题4设是严 格正项级数， 则有 
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lim y lim 

C ^71 

< lim 


^ lim 




因而 


(1) Hm 


<1=^> Tim ^a n <l f 


(2) lim 


- >1=> Hm v / ^n>I* 


证明我们记 


对任意 A <〃， 存在 7 V 6 N ， 使得 


<y ). 


于是，对于 n > N ， 就有 






于是 


lim Jya^^ lim 


N 




因为可以取 A <1 A -7, 所以又可得到 


lim \/a^^r] 





2 cm 



同洋耐以证明 

lim lim 〜丄 • □ 

a .1 

涅记虽然从理论上看来柯西根式判别法比达朗贝尔判别法 
更有效，但前者涉及开方运算，后者只涉及除沾运算，所以在实 
际运用时，羯后者更方便省事， 

M 任意项级数 

I 

■ 

本节考察任意项级数，也就是各项可以是正数、负数或者零 
的级数， 

% 

4. a 彳可函收敛原理 

我们知道，级数的收敛性，相当于它的部分相序列 {&} 
的收敛性，这里 

注意到 


我们可以把关于序列的柯西收敛原理用级数的语言翻译 如下： 
级数的柯西收敛原理级数收敛的充分必要条件是 : 对 
任何0>0，存在 iVeN , 使得只要〜 P 6 N , n>N t 就有 

ntp 

I 2 <£ * 

I I 

定理 l 如果级数 ^ I 心 I 收敛，那么级数=>„也收敛， 
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证明我们有 


n + p , n+ p 

22 卜丄 n 

k -n+ ： -n 4 1 

连记定理 i 的逆命题不成立.请看下面的反例， 

例1考察这样一个级 数： 

十 OO 

(4.1) S (- 1 广 士 

rrf fc 

试说明 

(1) 由 （4.1) 各项的绝对值做成的级数是发散级数> 

(2) 级数（4.1>是收敛的. 

解由 U .1) 各项的绝对值做成的级数是调和级数 

扣 00 

E b 

k-1 K 

我们知道这级数是发散的， 

为了说明级数 (4,1) 的收敛性，我们需要用到以下的不等式 


(4.2) 0<」~ v -」^ +…十（- 1广 1 丄 

n + I n - 2 n + p 

V P6 N# 

n +1 

事实上，如果 p 是偶数，那么 

Grh - 占 ) + …+ (”-+-J't - 占 ) >0 ; 

如果 P 是奇数，那么 



我们已经证明了 （4.2) 中的第一个不 等式. 对于 P = 1 的情形, 


2 U 



U .2) 中的第二 个不等 式显然 成立. 下面考察 P >2 的 情形， 对 

这情形，当然也有 


由此得到 





n + 2 n + 3 


+ (-I) p 


2 


n + p 


> 0 . 




n + 1 n 



+ ••• + (- 1> P 


n + p 



至此，我们完成了不等式 (4.2) 的证明 # 
利用不等式 （4.2) ，我们得到 


P 




lc* n 


k 


n + l n + 2 


+ “• + (- l) p 


n + p 





n +1. 


根据柯西收敛原理就可断定 

k 攀 1 K 


是收敛级数 .. 

定义设是任意项级数， 

(1) 如果 HkJ 收敛，那么心也收敛，对这种情形, 
我们说：级数 S 〜绝对 收敛， 
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(2) 如果发散，但;收敛，屬么我们就说级数 


条件收敛. 

为了判别绝对收敛性，可以利用正项级数收敛性的判别法， 

请看下面的例子. 

, 

例2 设是任意项级数，并设 

b ■. a 


iimZ/ 


々， 


则有 


(1) 如果 d < h 那么级数绝对收敛 


(2) 如果 4>：U 那么级数 ^>n 发散. 

证明论断 （1) 是显然的' 为了证明论断(2>,只须辑出 t 
在旃给 的条#下，序列 {a„} 不能趋于 0. □ 

例3设级数；^〜的各项都不等于0 ( 可以放宽到：至多有 
限项为 0) ， 则有： 


(1) 如果 


lim 


<1 


那么级数乏绝对收敛; 

(2) 如果 


lim 


>1 


那么级数 〜 发散. 

钲明论断 （1) 是显然的，对于 （2) 中的情形，存在 
«o6N, 使得只要〃>«。，就有 

l a n 0 I < …< I a 往 I < I a ft , i 丨 < ••• • 

由此得知》{心}不能趋于 G. □ 

为了考察条件收敛姓，我们需要另外一些判别法4 
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4 .D 分部求和公式与条件收敛性的判别 


为了后面引用方便，我们把涉及分部求和公式的一些结果陈 
述为以下 it 理 

引理（分部求和公式一阿贝尔引理） 

设 0 1 和 ( t = l ，2, …， P 〉 是实数，則有： 


p p * \ 

(1) i = ( a i ^ a i*l yB i + a pBpf 这里 

i -1 卜 1 

. ■* 

k 

B k = y]^j 9 fc=i ， 2, •“ ， p> 

i • i 

I 

(2) 如果 Oi > a 2 > # * # > a P (或者 〜<%<•••<(*,) 

I 

I B k I <L, fc*l,2 ，一， P ， 

那么 

I 

P 

i-1 

证明为方便起见，我们记5。 = 0. 于是有, 



P - 1 

~ _ 。 “1) 方 * + a pBpm 


并且 
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(2) 在所给的条件下, 



S a i^ i " i 2 ( a ， - a * + 1) B i + a pBp 

i-1 丨卜 i 

P- i 

<2 l a i - a “i \ \Bi\ + \^p\\Bp\ 

I ■ 1 〜 

i* 

广 i \ 

^ ^(2 i a <" a <+ii + i a pij 

' f • l 

=L(|a, -«p| + |a P |) 

I I + 2 I Op I )• □ 

I 

注记人们把 U ) 中的公式叫做分部求和公式，它可以写 

成与分部积分公式很相似的 形式： 


这里 


P 

1-1 


-§ B , Aa 0 

1-0 


k 

Bo ^ Of Btc ~ » j ， 

AB te = B ft -5 fc -! =^ fc , 

fc = l ，2，."， p ; 

△cz。~ Oj 9 I = ot j + 2 ™ Of I ^ 


定理 2 (狄里克莱判别法）我们来考察级数;釦果 
( 1 ) 序列{心}单调趋于 0 , 


ft 

( 2 ) 序列有界, 

那么级数; 收敛， 

证明我们来估计 
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11 4 P 


2 a ^ b k • 


m 


为此，记 


& n + f ， 


1 ， 2 , “•，Pt 


9 


^9 = 2^ 


1 _ r ， j 

2 b 


i ， 2，"*，p 


由于条件 (2)， 可设 


s 


< L , 


v ^ eN * 


于是有 


\B 


r i 

2 X -2 


<2£, 


A 


^=1,2, “•，/)• 


利用阿贝尔引理估计 


* r r 

Sm 


P 


2 a ^i 


着 


我们得到 


tr t 

S a k b k\<2L(\a n ^ j +2|a n + p |) (> 


因为序列 { fl n } 趋于 o ， 所以对任意的 s > o ， 存在 TveN ， 使得 


【:1要 


,P6N, n>N f 


就冇 


2 a k b k 


m 
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这证明了级数收敛 □ 

定理3 (阿贝尔判别法）我们来考察级数如果 

(1) 序列 {〜} 单调并且有界， 

a* 

(2) 级数收敛， 

那么级数〜也收敛. 

证明由于有条件(1)，可设 

L 

Mm a n = g ， a0 R* 

因为序列 {〜-«} 单调收敛于0,而序列有界，根据定理 
2可以断定以下的级数收敛： 

> : - 戊)占 ft . 

Tl : 1 

而级数 

I 

+ oo 

2> 〜 

显然也收敛，因为 

江 nb n =(沒竹 — 戊〉办 n + 

打 = i ， 2 ) …， 

所以级数收敛. □ 

注记也可以利用阿贝尔引理，通过直接估计证明定理3 
(请读者自己做练习）. 

例4 (关于交错级数的莱布尼兹判別法） 

设序列 {〜} 单调下降趋于0 ， 则以下级数收敛* 

n^l 


iiE 明我们记 
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则显然有 


= ( 一 D k ]， k = 1 , 2 , 


* 


VneN^ 

fc»i 

根据狄里克莱判别法就可以断定级数 

收敛 • □ 

例 5 级数 2(- 1 )> 收敛 • 

例6 设级数 => n 收敛， a >0. 求证： 

(1) 级数 S &收敛 I 

(2) 级数收敛 • 

钲明利用阿贝尔判别法就可证明 （1). 为了证明(2)，我们 

指出 

= V « eN . 

n + 1 n u + i 

根据阿贝尔判别法很容易断定级数 



收敛 . 因而级数 
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也收敛. 


例7 我们来考察有限和 


C n ( x ) - cos x + cos 2x + + cos nx. 


乂 n ( 欠 ) =sin x + sin 2x + + sin nx m 


利用三角学公式 


2sin^cos kx = sin (fc + jx - sin (fc — 


2sui ^sin kx = cos (fc - x - cos(fc + 士 ) x. 


容易得到 


暑 


sms n + 


* 


X 


x — sm 


CnW 


2 


2sin 


x 


cos 


SnW 


X 

2 


cos^n 




2sin 


x 

2 


对于 x ^2« ni ， 我们有 


|CnW|< 


\SnM\^ 


* 

X 

sin 

— 

1 

2 

1 

_ _ _ U _ 

1 

1 

_ 

X 

1 sm- 

. I 
■ 


2 


设伶„}是单调趋于 0 的序列 • 根据狄里克莱判别法可以断定以下 

两级数收敛： 
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^ g n co 3 nx % S a n sin nx f 

这里 x ^ 2 mn 9 

例 8 设»/^是收敛级数，求证 

, n 

fl - ►+ oo /* 

k 鶬 1 

证明我们记 

n +w 

Bn ~ ^j b k» lim B n = 

少1 找一 rn 

对有限和 

k m l 

应用分部求和公式得 

吒 n 輪 1 

= ^ ^ B k + nB n # 

fc- I ic - 1 

于是， 

12以 》 ~ Bn ~^ S ^ fc * 

* ■ 1 k-i 

因为 

n iim ^ 2 - Hm B n ^ B 9 

n kml n- + « 

所以 
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§5 绝对收敛级数与条件收敛级数的性质 

v 

I 

收敛级数可以看成是有限和的推广.但无限和包含有极限过 
程.并不是有限和的所有性质都为无限和所保持.大体说来，绝 
对收敛的级数保持了有限和的较多的性质；条件收敛的级数则在 
某些方面与有限和差异很大. 

h 

*5 .a 收敛级数的可结合性 

下面的定理 说明： 收敛的级数，不论是绝对收敛的或者是条 
件收敛的，都具有可结合性. 

定理1设有收敛的级数 

(5 w 1 } ^ j + 〜+ ••• + “ 

如果把这级数的若干相继的项归并成一项，这样做成一个级数 

S 

(5.2) (^1 + *•* + ^ ) + + j + ••• 

+ ••• + , + ••• + Oft fc+1 ) + •••， 

那么这级数仍收敛，并且与原级数有相等的和， 

证明设级数 (5. D 的部分和序列为 

I 

(5.3) ，乂 2 , •“， An ，•“， 

则级数 (5.2) 的部分和序列恰好是 (5.3) 的一个子序列： 

(5.4) A ni ， An 2 ，…， □ 

注记如果 (5.1) 是定号级数，那么定理1的逆命题成立，因 
为这时部分和序列 (5.3) 是单调 序列. 如果 (5.3) 的一个子序列 
(5.4) 收敛，那么序列 (5.3) 也就收敛.但对于变号级数来说，定 
理1的逆命题并不成立.例如级数 


(1 — 1) + (1 — 丄）十 ••• + (!"!) + 
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当然是收敛的，但拆开括号所得的级数 

1 一 1 + 1 — ••• + ( - I 〉 111 + ••• 

却是发散级数（因为 {(-l) n —} 不趋于 0). 

. • 

5.b 绝对收敛级数具有可交換性 

设; S 〜是 一个级数.我们改变 {〜} 的次序把这序列重排 
为 K}， 然后考察重排后的级数 

2 心 

I 

_ 

请注意，所谓序列 {〜} 的重排，是指把这序列中的所有各项无重 
复、无遗漏地排出来， 一 排列的顺序可以与原来的不同.用符 
号来表示就是 

(L n — Clp (n ^ 9 "N "， 

这里0是从 N 到 N 的单满映射 ( 一一 对应). 

定理2设级数绝对收敛，则重排的级数]也绝对 
收敛，并且 

+ ^ +工 

>: a n = a”. 

n- 1 l 

证明先设 ^ 〜是正 项收敛级数. 

这时显然有 

n ^ 1 n ^ 1 

由此可知：也是正项收敛级数，并且有 

+ +QO 

(5.5) 

n- 1 1 

因为 i> n 也可以看成由重排而成的级数，根据同样的理 
由应该有 
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(5.6) 


》 : a n< > : a n • 
n - i n- 1 

由 （5.5) 和 (5.6) 就得到 



再来考察更一般的情形：设是绝对收敛的任意顶级数* 
对这倩形，我们记 



显然有 

O ^ Pn ^ 1 I > I I f 

1 I = Pn + 9 tt ， 二 Prt 一殍 fl ， 

^ = 丄，2，"％ 

与收敛级数乏； I 〜 I 作比较，我们看出:正项级数与 
是收敛级数.因而重排后的级数！>；;与; S 耗也都收敛，并且有 



+ OC ♦功 

S < = Ei 

n - I n* 1 

由此得知：级数 2 k 卜;也收敛，即乏>;绝对收 
敛，并且有 



m 



5 .c 条件收敛级数的簠排 

下面的黎曼定理（定理3与定理 4) 说明： 与绝对收敛级数 
截然不同，条件收敛级数稂本不具有可交换性. 

定理 3设是条件收敛级数，则对任意给定的-个 

rc - R , 都必定存在级数;的一个重排级数使得 



n- 1 




证明 


同前面一样，我们记 


p 


I a n ! 



2 


Q 


1，2, 



显然2>«和2〜 


都是正项级数，并且有 


lim p 


irn 


\ a n \ + 


0 
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+ co 


n-i 

再来考察序列 




=+ oo # 


•“， fl n ， •“， 

a 

我们以表示其中的第 n 个非负项，以0„表示其中的第 n 个 

负项的绝 对值. 请注意，是序列 {〜} 刪去了一些等于0的 

项之后剩下的子序列》 { Q n } 是序列 {〜} 删去了 一 切等于0的项 

之后剩下的子序列.因此 

iim p n = Uni Q„ = 0, 

+ oo + oc 

^,Pn = 2/0n= +°0# 

n-i n-x 

我们依次考察朽， P 2 ，…中的各项•设 Pm ,是其中第一个满足 
以下条件昀项： 

Pi + ••• + 

再依次考察 Q 1 ，02»- 中的各项•设是其中第一个满足以下 
条件的项： 

Pi + ••• + P mi ~Qi ~ ••• - Q« x <^. 

再依次考察 P « 1 + 1 , Pm , + 2 ，•“中的各项，设 “ 2 是其中第一个满 
足以下条件的项： 

a 

& + •••+ P mi 一 Q! — ••- Q ni 

+ Pmi + i + +Pr» 2 >^ # 

照这样做下去，我们得到乏的一个重排级数;如下》 

■ p 

Pi + ### + Pmi _ Qi - • ••一 Qm 

+ Pm!4-i + ••• +Pm 2 -Qi - ••• - Qn 2 

+ Pm 2 + i + 

如果分别以 及 / c 与 L / C 表示级数;2< 的末项为 Pm 4 的部分和与末 
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项为的部分和，那么显然有 

>1 - 

iRk 

和 


因为 


I Lfc - f I ^Qn k 9 


fc = 2,3, •”， 

fc = 1，2广"參 


lim P m = lim =0, 

所以 


lim R k = lim L k =f # 

因为级数 ； S < 的任意一个部分和^必定介于某一对 Lk 与 Rk 之 
间，所以也应有 

lim Sn-^ 


这就是 





定理 4设;是条件收敛级数，则存在的重排级数 

乏 X ，使得 

+ 00 

= + °°(或者-°°). 

n* 1 

证明首先，任意选取一个严格单调上升并趋于 + OD 的实数 
序列{匕}(例如可以选取匕 = fc，fc = l ，2, …).其次，仍沿用定理 

3中的记号，约定以^^表示序列 {〜} 中的第 fc 个非负项 ，⑽ 
表示序列 {&} 中的第 fc 个负项，然后，依次考察 A ， P 2 ，" •中的各 
项，设 Pm , 是其中第一个满足以下条件的项： 

尸 i +…+ 尸 mi 〉fu 

再依次考察 QoG , …中的各项，设是其中第一个满足以下条 
件的项 I 
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Pi + ••• + P mi - Q 广…- Q nj < f s . 

再依次考察 Pm: + 1 »-Pmi+ 2 9 …中的 各项，设^^是其中第一个满 
足以下条件的项： 

P ! 屮 •” + _ P mi - ⑦ -••• - Qn r 
+ 只 7»1+ 1 + "• + 尸饥 

再依次考察 Q« l+1 ，Q» 1+2 ，" •中的各项，设0« 2 是其中第一个满足 

以下条件的项： 

Pi + + Pirn " Qi — — Qni 

+ Pmi + i + + Pmj — Qjii + i — … 

照这样做下去，我们得到的一个重排级数乏 ；<• 这重排级 
数满足条件 


^ = +00* 口 

n« 1 


5 .d 级数的乘法， 

两个有限和 

N N 

S] a n 与 



的乘积是一切可能的这样的项的和: 



对于两个无穷级数’ 

+ oo +o» 

…与 

H ， 1 Tl ■ 1 


我们也写出一切可能的(排列成无穷矩阵的形式 ) t 
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b % 戊 i fra 


At bt 


ft* 





这些可以用很多种方式排成数列 • 例如可按“三角形方式” 
排列如下* 



或者按“正方形方式”排列如下: 






这两种方式分别给出数列 


228 



和 


hPl ， 办 2 , 办 1， 厶8, A 办2, 厶 1 ， •*• 


沒1办2，戊2石2, ^2^19 a 1^3 f 

A 办3，％厶3，。3〜， ®3 办1， “•• 

定理 5( 柯西）如果级数和 ^> n 绝对收敏，并且 

+ oc +CO 

^ a n ^Af = ^ 

n-1 

那么 fl ,^ o*,y = a ,2, •••) 桉任意方式排列成的级数都是绝对收敛 
的，并且其和等于 

AB. 

证明设<2| 4 ~ 4 (免=1，2，"0是〜〜6，/ = 1，2，《_)的任意一 
种排列，如果把和;\ ，… ,7„中的最大者记为 iY , 那么就 
有 

fc-l i - J i -1 

+ «> + oo 

. <2>心2>山 

i ■ 1 # -* l 

由此得知*级数 

+ QC 

T ， a i t b u 

fc _ 1 

绝对收敛，按正方形方式重新排列这级数，我们得到 * 

• 4 

| af ^* = ^(| ai Xg ^) 

=( 羚 ‘)( 聲） 

= AB. □ 
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例 1 容易看出：级数 


♦ 


4 

2 


«1 


对任何 xeR 都是绝对收敛的。将两级数 


* 

2 



丁 

和2： 


y n 

n \ 


相乘，并按三角形方式排列乘积各项的顺序，我们得到 


+ 0D 

(2 


mf 


4* go 

•2 

^ ■ — 


m 


■ 


k](p — k)i 


S 


瞧 


{x + y ) 

~ P \ ~ 


即 


丁 , - pw 

S 


(x + y) p 


VI 


(S 


m \ 


a 


)(.§ 0. 




这也就是熟知的指数函数的加法定理 


x^y 


例2 容易 看出： 级数 


coo = 2h> 


(2n)l 


和 


▼ *w 

5 , ( jr ) = 2 < -1)n 



2n+i 


(2 n + l ) 


« 


对任何 xeR 都是绝对收敛的.利用级数的乘法可以证明以下关 
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系式 


C{x + y) =COOC(jO~SOOSUr >， 

s(x + p ) = swc (. y ) + cc ^ s ( i / y m 

一 — 这也就是三角函数 cos x 和 sin AT 的加法定理 • 

关于级数乘法的一些更细致的结果，将在下面的附录中讨论. 

附录关于级数乘法的进一步讨论 

考察级数;和按照三角形方式排列 

aj ， *•，/ = 1，2, •“， 

得到这样一个级数 I 

I 

+ O0 

(5*7) 2 + fl 2 办 n-l + …+ a n^i)* 

ft • T 

我们把级数<5.7)叫做级数乏与级数乏;心的柯西乘积，如果 
限于柯西乘积，那么关于级数相乘的条件可进一步放宽（见下面 
的定理6和定理7 )， 

引理对于级数;的部分和 

n n 

fc-i fc，l 

与这两级数的柯西乘积的部分和 

n 

(5.8) C Cn = + … 

有以下这些关系》 

( 1 ) On * ^ 竹一， + ••• + % 

(2) Cn = A 】 办 a + 乂 2 合作 -l fc + ^*. + A n^\ > 

N 

(3) Cn = AiBjf + 乂 2 召 N—1 十 ••• + 

n - 1 
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证明容易看出， Cu 是以下三角形数表中所列各数 之和: 




o t 6 a … aA-i 
a a fci _ a z “* 

r 

*■« * • 4 丨 ■镛 

&l a n-t^2 

I «»&. 

将这三角形数表中的数按横行（纵 列〉 结合求和，就得到结论 
(1) (结论 (2)). 

下面证明结论(3)。由结论 （1) 可得 

I 

N N 

n- 1 n-i 

仿照关于结论 （2) 的讨论（以大写的“方严代替小写的 “ h ”) ， 
又可得到 

N N 

- 2 (fli^n + i + ••• + a n B) 

ii* 1 fi™ l 

• . 

.. • • 

■ _ 

= A l B N + A 2 B N- 上十 ••• + Av 5 U □ 

I . 

M 

定理 6 (麦尔滕斯 ( Mertens )) 设级数; g 心绝对收敏，级数 
收敛.我们记 

+ 00 +0O 

2 X = A ，2>»= B ， 

ft _1 n-1 

o % ^a l b n + 1 + ••• + % 办 1 ， 

n = 1，2,."， 

荆级数;也收敛，并且有 

+ «> 

^ o n - AB m 

»- j 

证明沿用上面引理中的记 号木^ B n ^\ C nf 并记 

■ 
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于是有 


n = 1 ， 2, 

C n = a x B n + a z B n ^ t + •*• + a n B t 

= a l(B - 0 n ) +fl 2 (B — 3n - l) 

+ … + dfi ( 丑-万1〉 

— A n 5 - (a 1 ^ n + 1 + ••• + flu 芦 i> 

= A n B - R n . 


下面，我们来估计 

Rn = + a 2^n -：i 十 ••• + 

因为序列 {〜} 趋于 o, 可设 

\^ k \< E t vfceN , 

并可取 P 充分大，使得 fc>P 时有 


1^1< 



这里 


n — 1 


又可取 w 充分大，使得 

fc-m + I fc- 1 fc-i ^ ^ 


于是，对于 n>A^ = m + p， 就有 

f 

4 

I 及鶄 I <(l fl iM 彡 nl + ••• |^»-m+i I) 

+ (| fl m + 1 I \ Pn - m \ + ••• + | fl »| [^||) 


<D- 


e 

2D 




我们证明了 




十 to 

n = 。 ， 

U ^ 1 

那么就一定有 

C = AB. 

证明仍沿用前面引理中的记号.我们有 

X Vc = / A + ••• + a n b i 

N^i n . N • 

在第二章 §2 的例 6 和例 11 中，我们证明了： 

lim A ~2 Cn ~ c, 

Af -+- N ~ x 

lim AA + -** + A n B i 

开 —+oo ] S [ 

f 

4 

由此得到 

C = AB. □ 

洼记定理 5 对两相乘级数和要求最强（两级数 
绝对收敛)，但对乘积级数的限制蕞少（任意排列都行).定理 G 

减弱了对相乘级数的要求（其中一个可以是条件收敛的），但限 
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定乘积级数是按三角形方式排列的（即柯西乘积)。在定理7中， 
两相乘级数都可以是条件收敛的，但要求柯西乘积级数收敛， 
——因为条件减弱到这种程度，已不足以保证乘积级数的收敛性 
了. 请看下面的例子. 

例 S 考察两收敛级数 






广泛 


设这两级数的柯西乘积为 


我们有 


l^n 






n 


l ^ n ! 




(- 1)^2 


{v^fc (n — fc + l) 


2 


k 身 r I tea.. — - ■— ■ B 

； v fc(n — fc + 1) 


因为 


所以 


fcn + Jc^2fcn^fc 2 + n 2 , 

fc(n — fc + 1)« 


\^ n \> n * 


1， 


1，2，". 




由此可知 级数; 是发散的, 
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§6 无穷乘积 


本节对无穷乘积作一简略的介绍， 

考察数列 

Pl ，？ 2, … ， Pn，•••• 

我们作它的“部分乘积”序列： 

~ Pi > ^2 = PlPg ， ••• 

如果部分乘积序列 P ， J 收敛于一个朴零的数 

lim P n -P^0 9 

十 DO 

那么我们就说无穷乘积 IJPn 收斂，并记 

n- 1 



否則我们就说无穷乘积 rih 发散* 

n- ! 

特别要提请读者注意，对于 

HmP n =0 

i. 

的情形，我们约定说：无穷乘积 n > n 发散于0 (而不说收敛于 

0). 采取这样的约定是为了能地把无穷乘积与无穷级数联 
系起来（这在下面就会逐渐看清楚)。 

有时也把无穷乘积 i]>n 简单地写为 如朶无 穷乘积 

n _ 1 

1]>«有 因子〜 = 0，那么这乘积必定发散于 o a 因此，在下面的 
230 
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Pa>0, VneN* 


下面的定理把无穷 乘积与 无穷级数联系起来， 

定理2无穷乘积 D>n = n a 「收敛的充分必要条件 


是： 无穷级数 




2 ln (i 


收敛， 


证明我们有 


n 


01 


2> 


k 






vm 


n 


n 〜 


■ V 

2 lnp 




□ 


注记无穷乘积 D>n = na+ 心）发散于 o(+oo> 的充分 


必要条件是：无穷级数 


== 2 In(1 



发散于 — 00( + 00). 

-I 

定理3设 fln>0，Vn>n。， 则无穷乘积 


+ 00 

n(i 




收敛的充分必要条件是，无穷级数 

+ 0D 

n-i 

收敛， 

I 

证明对于无穷乘积 n(i+ ‘）和无穷级数^ 〜 来说，收 

斂的必要条#都是 

■ 

lima n = 0# 

在这条件下就有 
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于是，正项级数.与 D InQ + a n ) 有同样的敛散性，-而 

后者又与无穷乘积 II (1 + ‘） 有同样的敛散性， □ 

设 a „>~ i ( vneN ). 如果无穷级数 

2 l ln P«i = S l in (i + a »)l 

收敛，那么我们就说无穷乘积 

n 〜 ： n(i ⑷ 

绝对收斂， 

定理4设〜> -1( v ne N ), 则以下三条件互相 等价, 

(1) 无穷乘积 11(1+ 〜)绝对收敛 I 

(2) 无穷乘积 II (1 + 1 〜|)收敛， 

(3) 无穷级数2>«绝对收敛， 

证明（1>和(2> 分别等价于 
(lO ； Si ! n ( i + fl ») i 收敛 

和 

(2，） 2>( l +| fl n |) 收敛 • 

我们注意到 * (1)， （2) 和 (3) 的必要条件都是： 

lima n = 0. 

以下假定这条件成立，因为 

M 

l im i £( l ±^ l ) = 1 

kn! 

所以 2] IWl I 和 + KI ) 都与 2 Kl 有同样的敫 

散性，这证明了定理. □ 
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下面给出无穷乘积的一些例子， 




例1 




我们来考察它的部分乘积*因为 


P 


n = f[( 
^-2 


n 

k^2 


(/c 一 l〉（fc + 1) 


2 2 3 2 4 2 


v (n ~ 2) x n ^ (n - i) x (n + X) 

^ J /V ，- I ■—■ — ■ ■■ ■ ■ — 

(n-l ) 2 n 2 



2n 


(n -> + co), 


所以 


+ oo 


n* 2 


~ n 0 



1 - - 

n(i 



2 


(M<1). 


我们来考察它的部分乘积*因为 

Pn = (l +^)(1 +X 2 )“.Q +X 


X 


X 


1 一 3C 


所以 


n ( w - l >= 古 • 
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例 3 n 


COS^r (jP^O), 


n 


因为 


n 


p»=n 


COS 


<p 


sin<p 


2 * 2 n sinX 

w nn 


sinf 


所以 


n 


* 


COS 


f sin ^ 


n 


<P 


例 4 在第九章 §6 中，我们曾证明瓦利斯公式 


t 


Tl 


暑 


im 


i r (2n)\ 


2 


n 


2n 十 1 (2n —1)!! 


lim 


n 


(2n)n 


2 


2nL(2n- 1) \ j 




瓦利斯公式当然可以看作无穷乘积 • 由这公式还可以导出 


n ( 

it »I 


1 


4n 


2 


) = ] 
/ n 


lim (2n + 1) 


(2n-l)i 




2 


( 2 ^) 1 ! 」 


2 

n 


厂 


ni 卜 


««i ^ 


< 2 R + 1 )*, 


lim 


「 （ 2n 4-2)11 

2(2n + 2) (2n + l)nJ 


2 
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第十九章函数序列与函数级数 


§1概 说 

本章考察各项都是 JC 的函数的序列 

(1.1) / i ( X )，/2( J 0, …， /«(欠），—， 

伺时也考察各项都是 X 的函数的级数 

(1.2) 2 X ⑻. 

使得函数序列 (1.1)( 或函数级数(1.2>)收敛的 x 的集合，被称为 
序列 (1.1)( 或级数 (1.2)) 的收敛域.下面是关于收敛域的一些例 
子： 

例1函数级数 

I 



的收敛域是 （ -CO, + < x >) = R (可用达朗贝尔判别法确定 h 
例2函数级数 

+ CO 

H-1 

的收敛域是 （- oo ,0)( 可用柯西根式判别法确定)* 

例3函数序列 

/nix)=x 1l 9 n = 1,2 ，•” 

的收敛域是 （-1,1], 

例4函数级数 
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的收敛域是 

{xeRl |Jf|>l} = C-oo, -DUCl, +<»)• 
例 5 函数级数 

2⑻、、 


的收敛域是单点集 {Oh 
例6函数级数 



的收敛域是空集合. 

设 DCZR . 如果函数序列 {/„( x >} 的收敛域包含了 D , 那么对 

每一个 D 都存在极限 

■ 

/00 = lim/ n (x)eR* 


用这种方式可以定义一个函数 

/: D R. 

我们把这种用逐点收敛的极限定义的函数/，叫做函数序列 
{/»(幻} 在集合 D 上的极郎^函数， 

于是，产生了这样一类问题：如果函数序列{/»00}的每一 
项都具有某种分析性质（例如连续性)，那么极限函数 /( 幻是否 
也具有同样的 性质？ 回答这一类问题是本章的主要任务 # 将在下 
一节中介绍的 J 致收敛性概念，对于极限函数性质的研究，起着 

非常重要的作这里，我们通过例子来说明：逐点收敛性不足 

▲ 

以保证极限函数的连续性. 

〆 * 

例7考察函数序列 
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fnW = 




I + "^2»» n ~ 1 » 2 , •••• 

我们看到，虽然这序列的各项都是连续函数，极限函数/00 = 

却具有间断点 3 C = ±1( 图 19-1), 

0 ,如果 

/(X) = . -1-, 如果 |x| =1 ， 

^ 1,如果 IM>U 



19-1 


§2 一致收敛性 

所谓“函数序列 {/ tt 00} 在区间/ 上(遂点)收敛于函数 f 00”， 
就 是说： 对于任意指定的数列{/ 〆 々）}收敛于/(%)•用 
“ s - AT 方式陈述， 就是： 对于任意的和任意的 e >0, 存在 
〜=#0：。^)€：^,使得只要《>#,就有 

|/»(^o)-/(^o)|<e. 

请注意，这里的 JV = /VOo,e) 不仅与 e 有关，而且与 JC 。 有关， 一 
般说来，在不同的点々€/,序列{/»(々)}的收敛速度是不一样 

的《 
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有的函数序列在各点的收敛速度相差很悬 殊* 请看下面的例 


子. 


例1考察函数序列 


fnW = x \ 打=1，2, •”， 


这函数序列在区间 (0,1) 上逐点收敛于函数 


/W =0 办 


对于 0< e < l ， 为了使 


\fnW - f{X)\ 


必须而且只须 


n>M(x 9 e) 


lne 

Inx 


(这里的 [: ] 表示取整数部分) • 

在不同的点 ^ e ( o ， i ), 序列 {/ n (^} 的收敛速度很不一样 • 例如， 
为了使 

|/ n ( jf )-/(^)|<^20-. 


在4=&处，至少要 


n>Ni = 120i 


在尤 3 


10 


处，须要 


=40| 


而在夂12 


10 12 


处，则只要 


n > Ni 2 = 10 # 


特别值得注意的是 t 对于给定的 se 不论 n 怎样大，总存 
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在 

使得 


^o = (2e)«e<oa). 


|/tt(^o) -/(^e)| =2s >〜 

因此，不可能找到对所有的 (0,1) 都适用的统一的 
(参看图19-2)， 



下面的例2所展示的，则是另一种重要的情形（参看图 
19-3). 

例2考察函数序列 

/ n( x ) ~ x + n 9 n== l ， 2 ，“％ 

这函数序列在区间 (0,1) 上逐点收敛于函数 

/⑻ =()• 

虽然在各点的收敛速度仍有差別，但对任意的 ee (0,1), 存在对 
所有的 ^ e (( M ) 都能适用的 
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N = NCe)= ~ , 

L c J 

使得只要 n > N ， 就有 

|/nW-/WI=J^<Y < 8 - 



定义 1 设函数序列{/«(幻}在集合五上逐点收敛于函数 
/( X ), 如果对于任何 e >0, 存在 JV = AT ( s)eNOV = AKs ) 不随 
r 而改变），使得只要 n > iV , 就有 

lfn(x)-f(x)l<e 9 VxeBf 

那么我们就说函数序列 {/ n 00} 在集合丑上 一 致收敛于函数 
/ M , 并约定用以下记号来表示 

f n (x)ziZ}f(x) (n—+ oo). 

K 

I 

用几何式的语言，可以对定义1作这样的 描述： 所谓函数序 

列 {/« CO } 在集合五上一致收敛于函数 / O 0， 就是说，对任何 

• • 

e >0, 存在 A ^ N ( OeN ， 使得只要 n 〉 JV ， 定义于£上的曲线 
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友 = / ft oo 就都落人带状区域 

{ t x £ E $ j{x 、 - e<^y<if (x) +s} 

之中（参看图 19-4). 



图 19-4 

关于函数级数的一致收敛性，也可类似地陈述定义* 
定义V设函数级数 


+ Oo 

1 

在集合£上遂点收敛于和函数 <S00. 如果对任意的 e>0， 存在 
N = iV(e)6 NCAKO 不随 r 而改变)，使得只要 n > N f 就有 

, tl 

Wfc(x) — <e f v^e e 9 

fc *• 1 

那么我们就说函数级数;(幻在集合石上一致收敛于和函数 
例3在区间[0，1]上，考察函数级数 



1 + n z x z 7 
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泛 Y 易看出，极限函数为 

/(x) = lirn / n (x)= 0 ， [0>1]# 

fl > + oo 

因为 

|/«CO-/OOI = 1+ ^F 

_ 2nx 

"^rT # ^hn 2 x 2 

< 告， \ /托 [0,1]， 

所以函数序列 {/»00} 在区间 [ M ] 上一致收敛于极 限函数 0 ( 参 
看图 19-5). 



例4在区间[0，_1]上，考察函数序列 


ffnM = 


nx 

1 + n 2 x 2 9 


n = l ，2， w * 


易看出，极限函数为 

g(x)= lim g n (x) =0, ^6 [0,1]^ 

t + oo 

I 

但对于不论 n 怎样大，总存在 
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x n [0,1] ， 


使得 


\9ni^ n } - g(X n y \ = y > 8 , 

所以函数序列 {“00} 在 [0，1] 上不是一致收敛的（参看图 
19-6). 



定理1设函数序列彳八 00} 在集合 E 上逐点收敛于函数 
/( X ).我们记 

则以下三项陈述互相等价： 

(1) {/« o )} —致收敛于 foo ! 

(2) lim d(f n J) =0? 

+ OO 

(3) 对任何序列 { h } C =£ 都有 

I 

lira (f n (x n )-f(x n )) =0. 

U — + oc 

证明先证 “ a ) X 2)”. 如果 （1) 成立，那么对任意 e >0, 
存在 / veN ， 使得只要《>#，就有 
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l / n (^)-/(^) l < \f xeE . 由此可知， 


只要 n > N , 躭有 

^(/n»/)^'2~< e . 

再来证明 “(2)令(3)” ： 对任意的 {、} C ： K ， 显然有 

最后证明 “(3)=>(1)”（角反证法).我们记％ = 0.假定 （1) 
不成立，则对某一 o > o ， 存在 n fc eN , + 1 和 

五 （fc = 1,2 ，•:，)，使得 

lfn k (Xn k )-/(Xn k )l>e, 

对于 meN \{ n fc }, 可以随意选取与之 对应. 这样，我们 
得到一个序列 

{x n }C ： E 9 

P 

它的子序列使得 

|/n 朵 ( 艽 i» fc ) _ /( 欠 ti fc ) 1 

这说明：如果 （1) 不成立，那么 (3) 也不能成立.我们用反证法证 

明了 “(3)=> a )”. □ 

洼记陈述 (2) 常用于正面证明一致收敛性(如我们在例2和 
例3中所作)；而陈述 (3) 則常用于从反面指出某函数序列不一致 
收敛（请看下面的例5和例6\ 

例5考察函数序列 

I 

fnW = j-^~, n = l ， 2，".. 

I 

s 

在区间 (0,1) 上，这函数序列逐点收敛于 

/(乂 ） = ()• 
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伹对于 


我们有 


1，2，… 


M 



2， 


1 , 2 ，… 


因而这函数序列在区间 (0,1) 上不一致收敛 
例6考察函数序列 


/ n ( 幻 = 2n z xe 


行 = 1 ， 2， • 


这函数序列在区间[0，1]上逐点收敛于函数 


f(x) =0 


但我们有 


屯 Mi )= 2 加 〜〜 

m 

因而这函数序列在区间 [0,1] 上不一致收敛， 

利用下面的柯西原理，无须事先求出极限函数，就能判别一 
个函数序列是否一致收敛. 

定理2 ( —致收敛的柯西原理）设函数序列 的各® 
在集合£上有定义.则这序列在五上一致收敛于某极限函数的充 
分必要条件是：对任何£>0，存在 AT = W ( s ) eN , 使得只要 
m ， n > N ， 就有 

I 

|/ mO ) - / n ( Jf)l < S , \ fxeE 9 
证明先证必要性.设函数序列 {/ n ( X )} —致收敛于函数 
/00,则对任何 e ：>0 , 存在 NeN ， 使得时， 

I 

I 八00 - fix)l <音， VJce £. 


* 
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■Ci 


于是，只要 m , n > N , 就有 

|/ m ( J 0-/» ⑴丨 

/( 丈）丨 + l/W-/n(«)| 

■ A 

+ 石 ， V ^ G E 9 


再证充分性.对任意取定的数列 {/ n (%)}满足柯西 
条件，因而收敛于一个实数，我们记这实數为/(々)_用这样的 
方式，定义了一个函数 

f(x) - lim /„ (x) f 

和 -fr+OO 

对任意的 O > 0 , 存在 iVeN ， 使得只要《>#, peN , 就有 

M 

|/ tt 00 -fn+p (x) I<e, V^eE. 

在上面的不等式中让 P —+0 O 取极限，就得到 

l/n(x) -/(X) l<e ， V xeE . 

这证明了函数序列 {/» 00} —致收敛于函数/(幻. □ 

例7设函数序列{八 00} 在五 上一致收敛，而函数 P OO 在 
五上 有界. 则函数序列 P 00/«(幻 } 也在£上一致收敛 • 

事实上，设 


则有 


\f(x) |<M ， ^xeE, 


I f (X) f m (X) -9(x)f n (x) |<M|/ m (X) -f n (x) I, M xeE. 

定理 2' (—致收敛的柯西原理 一 级数形式) 

设函数级数⑷的每一项都在集合£上有定义_則这级 
数在£上一致收敛的充分必要条件是：对任何 e >0, 存在 

A ，( e ) 6 N ， 使得只要 P 6 N , 就有 


4 - 



u k j » y 


推论如果函数级数 I ] 卜 n 00 I 在集合 £ 上一致收敛，那么 
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函数级数 00 也在集合£上一致 收敛. 

下面介绍关于函数级数一致收敛性的一些常用的判别法. 
定理3 (维余斯特拉斯判别法）设函数级数;2、以）的各 

项在集合£上有定义.如果存在收敛的数项级数 ^； Mn ， 使得 


\u n (x) |<M UI yx^Ey 

I 

n = 1 ， 2 ， •••， 

那么函数级数 1>» ( 幻在集合 h 上一致收敛. 

证明因为数项级数 ^>/ n 收敛，所以对任何00,存在 
N = N ( e ) eN , 使得只要《>〜， peN , 就有 

n + P 

S M k <h 

fc«n+ 1 

于是，只要 n > jv ， peN ， 就有 

n + p n + p 

u fc (x) I< : ， V ^ E % 

f fc*n 卞 i fc‘n+i 


由柯西原理就可断定函数级数; s 、 ⑴在集合 £ 上一致收 
敛. □ 

洤记满足定理2中条件的数项级数2从„被称为函数级数 
⑷的“优级数”. 

例8设数项级数绝对收敛.我们来考察两个函数级 
数 

^a n cos nx fp 


6 为 

\a n cos nx\^\a n \, \a n sin nx\^\a n \ f 

所以 HI 〜 I 是两函数级数的优级数.根据维尔斯特拉斯判別法， 
我们断定：两函数级数（在任何集合 HCR 上)都是一致收敛的. 
维尔斯特拉斯判别法只适用于判别绝对一致收敛的函数级 
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数.关于条件收敛级数的一致收敛性，有以下的狄里克莱判别法 
与阿贝尔判别法. 

定理 4 (狄里克莱判别法）我们来考察这样的函数级数 

■ • 

^ a n ( x ) b n ( x ) , 

如果 

(1) 序列 { a tt ( x )} 对每一取定的都是单调的，并且这 
涵数序列在£：上一致地趋于0 > 

(2) 函数级数乏的部分和序列在£上一致有界， 

< L ， VneN f x ^ E , 

fc ^ t 

那么级数上一致收敛 ％ 

证明 我们用阿贝尔引理来怙计 

n+p 

2 a kMb k ( x ) 9 

Jk- n+ 1 丨 

因为 

.n+p 

2 b icOO <2L, yxeE f 

jt -»+1 

所以 

n+p 

2 ^ kW b k ( x ) 

fe-n+ i 

^2L( I ^n+ i I + 2 J ^n+p I) 9 V -E« 

又因为函数序列{〜(。〖在 £ '上一致地趋于 0 ，所以对任何 s >0, 
存在 W = N ( oeN ， 使得只要《>〜，就有 

\^ nW\<~ r ^ X ^ E m 

uL 


于是， n >7 V 时就有 
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! y] a k (x)b k (ix) <8, VP6N ， ^6^* 

f i 

根据柯西原理，我们断定级数;^ > n ( X #»00 在集合£上一致收 
敛， □ 

定理5 (阿贝尔判别法）考察函数级数 

， Ha „( X ) fc n (3 C ), 

如果 

(1) 序列{心(幻}对每一取定的五都是单调的，并且这 

函数序列在£上一致有界； 

ja n (x)j<M ， V N ， x E ： E ; 

(2) 函数级数在 E 上一致收敛， 

那么函数级数;也在集合五上一致 收敛. 

证明因为5>»00在£上一致收敛，所以对任何00,存 
存 iveN ， 使得只要 

I 

n>N 9 peN ， 

就有 

I 

c n+P 

2 b k ( x ) < e ’. 
fc = n+ 1 

利用阿贝尔引理估计 f a k ( x ) b k ( x ), 我们得到 

fc-ll+ 1 

n+p 

2 a k ( x ) b k ( x ) 

fc _ 711 1 

’（Ii ( 工 ）I 十 2ja n + |j( 欠 ）|) 

<3M〆 ， vpeN t xeE % 

对于任何 e >0, 我们当然可以选取 V >0, 使得 

3JWV<e. □ 


256 



§3 极限函数的分析性质 


本节考察一致收敛函数序列的极限函数 的分析 性质.问题的 
实质是交换两个极限运算的次序. 

定理1 (极限函数的连续性）如果函数序列 {/ n 00} 的每一 
项都在区间/连续，并且这函数序列在区间/上一致收敛于 
/00,那么极限函数 / U ) 也在 E 间/连续， 

证明 设心是/中任意一点， x 是/中邻近％的一点 ，我 

们有 

I/O) -/U 。） 丨 <|/( 欠 ）+ |/nOO-/f»Of 0 )l 

+ | / n (^ o ) ~ /( 尤0〉丨 • 

因为函数序列{/«(幻}在区间/上一致收敛于/(幻，所以对任何 
00,存在 A / eN , 使得只要就有 


|/«(^> -/<^) 1 < 4 , yxei m 

o 

取定一个0>>/,我们考察函数 / n ( x ). 因为这函数在区间 J 连 

续，所以存在^>0,使得只要 ■ 

/， | a : — jc 0 | <5， 

就有 

1 /ftW -/ n (^ o )|<4* 

于是，只要 xe /， \ X ~ X 0 \< 6 , 就有 « 

|/W-/(^o>KI/W-/nWl + |/«00 -/»0?。）| 

+ |/ n ( 尤 0) -/⑹丨 


< 



n 
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关于函数级数也有相应的结 果， 

定理 V 如果函数级数乏>»(0的每一项都在区间/连续， 
并且这函数级数在区间/上一致收敛于那么 和函数 
也在 K 间/连续. 

定理2 (逐项积分 定理〉 如果函数序列 {/« CO } 的每一项都 
在闭区间连续，并且这函数序列在闭区间1>彳]上一致收敛 
于 /( 幻，那么就有 

Cb Cb 

lim / n (x)dx = /(x)d\ 

钲明根据定理1，函数 /( 幻在闭区间 O 上连续，因而 
在这区间上可积分.我们来估计 



/ n ( x)dx — 






UnW -/( X )) dx ! 


因为函数序列在闭区间 [ a ，&] 上一致收敛于/00,所以 
对任何 e > o ， 存在 iveN ， 使得只要《>#，就有 

l /» C ^) -fM | < e , V x ^ I 9 

于是，只要^就有 

5 / n (x)dx - f b /U)dx:< 「 b |/ n (x) -f(x)\dx 

Jo J a ) J o 

< e(i « a ) # 

这证明了 

s 

Cb fb 

lim f n Cx)dx - f^x)dx ^ 口 

n - + coj 0 J ^ 

关于函数级数也有相应的逐项积分 定理. 

定理2/如果函数级数芝> 〆 幻的每一项都在闭区间 [ a ，~ 
连续，并且这函数级数在闭区间 [ a ,〖] 上一致收敛于和函数《00, 
那么就有 
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名 J:u n (x)djc = 



宠理3 (逐项微分 定理〉 如果函数序列满足条件： 

(1) 每一项 / ti (欠)在连续可微， 

(2) 导函数序列{/^00}在闭区间[>，々]上一致收敛于 

(3) {/ (1 00}至少在某一点)(：。€[>，^]收敛 ： 


lira / n (x 0 ) = 外 6R ， 

H — + CO 


那么函数序列 {/ nOO } 在闭区间 [ aj ] 上一致收敛于某个连续可微 
函数/00,并且 




证明根据条件（1)，我们有 


(3*1) 


/nOO = / nOo ) 


X 



rn(^ f 


由此得到 


Vxe[a^]» neNa 


l/m W-/ n (x)|<|/ m U 0 )-/ ll (X 0 )| 

(b-a) sup 

{ 6[a*bl 



m , neN 9 


根据定理的条件 (2) 和 (3)， 对任意的 e >0, 存在 iV = W ( e > eN , 

使得只要饥 , n>iV ， 就有 . 

r 

j/n* ( 欠 。） _ /n( x o) I 

■ 

® u P I 以 f )-/“ DI < 、 /v ^、. 

S € ta f b ) 2 (o - a ) 

于是，只要 m ， n>JV ， 就有 
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4 


|/m ( x ) -/“ 欠 ) I 〈音 + 音 =£ ’ V x 6[ a ,。]* 

根据柯西原理，我们 断定： 函数序列 {/«<>)} 在闭区间 OJ ] —致 
收敛于极限函数 /( 夂). 

在 (3.1) 式中让 n—+oo 取极限，利用定理 2, 我们得到 


/00 =灰 。+ L 邱， v ^ eo , 办] • 

由这表示式 可知： 函数/00是连续可微的，并且 

//( X ) = < p ( x ), v ^ eCa ,*]. □ 

关于函数级数，也有相应的逐项微分定理。 

定理 3' 如果函数级数(幻满足条件： 

(1) 每一项、( X )在 [»] 连续可微, 

(2) 由各项的导函数组成的级数^<(幻在 [ flj ] 上一致收 
敛于和函数000 J 

(3) ；2«»(幻至少在某一点々€|>，^]收敛， 


那么函数级数;(幻在闭区间 t >， c 上一致收敛，其和函数 

在连续可微，并且也就是 

■ 



定理1可以推广为以下更一般的 形式： 

定理4设 5 CR , %是£的聚点，函数序列{/*00}在集 

合£上一致收敛于/00,并且当时该序列各项收敛于极限 

lim / n (x) =a n 6R, n = l ， 2, …, 

则存在有穷极限 

lim a n = a^R, 

n * ♦十 <» 

并且有 
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lim f(x) = lim a n = a # 

oo 

证明先证明数列 { 心 } 收敛 . 由一致收敛的柯西原理可知， 
对任意的 00 , 存在 NeN ， 使得只要/«,«>"，就有 

I frn (X) -/nW |<-|, V^6^* 

在上式中让 X^x 0 就得到 

g 

I a m - 

根据数列的西原理可以断定：存在有穷极限 

lim a n = a6 R* 

n—+a> 

为了证明 lixn/(x )= a ， 我们作如下的估计 

x-ar A 
E u 

1/00 -a|<[/(x) -f n (x) I + [/nW -a n | + \a n -a\ 9 

H 为函数序列 {/« 00 } 在 £ 上一致收敛于 / 0 ： ), 数列 {a n } 收敛于 
4 ，所以对任何 £> 0 ，存在 N 6 N ， 使得只要《 > 斤，就有 

1/00 -/nW VW 五， 

艰定一个 n> 7 V, 我们来考察函数八 (x ). 因为 

lim / ft (jf) = a n , 

所以存在 S> 0 , 使得只要 

五， 0< |x —x 0 | < 8 , 


就有 
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( / n (^) a n I 

于是，只要 
就有 

1/00- a | 

<1/00 -/nWl + 1/nW -o#l + |a n -a| 


- + — + — — E M 

3 3 3 

至此，我们完成了定理的证明. □ 

对于级数，我们有以下的逐项取极限 定理： 

定理< 设五 CIR，x 0 是五的聚点，函数级数乏; &O0 在集 
合五 上一致收敛，并且当时该级数各项收敛于极限 

lim C ^0 = 泛竹 ， n = 1 ， 2 ， •”， 

E u 

I 

s 

则级数收敛： 

+ oo 

2 fl n = aeR ， 

n = 1 

并且有 

-f oo + 

lim ^ : 以 11 ( 叉 ） ： = 

3T r> An i 墨 I 


以上这些定理所讨论的，实质上都是两个极限运算交换次序 
的问题.例如，定理1 (以及定理 4) 的结论可以写成 

lim lim f n (x) - lim lim f n (x)f 



定理 2 的 结论可以写成 
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(lim f n (x))dx - 



rh 


lim 

d 


/ n (欠） d 欠 % 

■_ 


定理 3 的结论可以写成 

^ ( lim / n (x)> ^ lim 1 ( 八 ⑻）. 

u 义 作— + 00 n - u ■人 


还须指出，这些定理给出的，只是所涉及的两极限能交换顺序的 
充分条件（不是充分必要条件). 

下面的狄尼 （Dini) 定理，是定理1的部分逆命题（附加了 

限制条件的逆命题). 

定理5考察在闭区间1>彳]上逐点收敛的函数序列{尺00}. 

如果 

(1) 这序列的每一项 /n (幻在闭区间 03] 连续 | 

(2) / n (^)>/n.i(^>, V^e [ a , b ~\ f n ^= 1,2, •“ (或者 f n M < 

fn * iW 9 Vxe [ a , t ], n = 1,2, —)i 

(3) 极限函数 /00= lim /„00在闭区间连续，那么函 

n ■* 如 oo 

数序列 {/„00 f 在闭区间 [a ，上一致收敛干 /OO, 

证明为了叙述方便，先作一些简化.我们记 

' 沪 n 00 =/«0O -/00 ， n = l,2» — 

( 或者史 tiOO ~f(x) ~/ n (%), n = i,2,**0. 

显然函数序列 (hCO } 满足条件 

(1') 每一项 hOO 在闭区间[>彳]连续, 

(2 ) Pn (^) > 妒 n > 1 C^) > V ^ t ，77 = 1 ， 2 ，^"| 

(30 {^00} 在 [aj] 上逐点收敛于 0. 

我们来证明：函数序列{^(^}在闭区间 j>，6] 上一致收敛于 0. 
设 e 是预先给定的任意正实数.对任意 x D e [ a ,&], 存在 n 0 » 
«(^ o )6 N » 使得 


0<^ n 0 (^ o )< Y * 
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由于函数？ 00 在闭区间 [a,》] 连续，存在々的邻域 (70C 山使得 

只要 

*€C/(x 0 )n[a,&], 

就有 

0<«Pn 0 000. 

干是，对于尤€(/0^ 0 )门[>，6]和《>心，就有 

沪 n ( 尤 ) 炉 n 。 

对闭区间的每一点々，都存在这样的 n(、） 和 U(x。）. 所有 
这样的1/(%)构成闭区间 [a,G 的一个开覆盖，因而存在其中的 
有限个 

C / (丈 1)， t / (艽 2) ， "* ，^/(尤 fc 〉 ， 

它们仍能覆盖住闭这间 [aJ ]. 我们记 

iV = max{n(3c 1 >,n(x 2 ),...,n(x fc )} # 

因为任意的 [* J ] 必定属于某个 UCx ^, 所以只要 n>M 
<>«(^)),就一定有 

0<<Pn(«)<e. 

我们证明了函数序列 h»o)} 在闭区间 0,6] 上一致收敛于0，即 
涵数序列{/»(幻 } 在闭 E 间 [a, 上一致收敛于 /00. □ 

关于函数级数也有类似的狄尼定理： 

定理 5' 考察在闭区间 [ a ，~ 上逐点收敛的函数级数 
2 u « (x) * 如果 

(1) 这级数的每 一项、 ( X )在闭 E 间 [ a , 连续并且非负； 

r 

+ oo 

(2) 和函数= (幻在闭区间 [ fl ，W 连续， 

] 

那么函数级数在闭区间 0,6] 上一致收敛于 


264 



§4 幂级数 


本节考察如下形状的函数级数: 


( 4 , 1 ) 


你 (欠 一 Xq ) ft # 


这样的函数级数被称为寨级数。它可以看 成多项式的推广 


“无穷次的多项式”.如果夂 


0 , 那么幂级数 ( 4 . 1 ) 成为 




对这一简单情形所作的讨论，可以平行地推广到任意心的情 


4. 


收敛半径 


由柯西与阿达玛 （ Hadamard 〉 提出并证明的以下定理 指出: 
幂级数 (4.1) 的收敛域是以 h 为中点的一个区间(可以是开区间、 
闭区间或者半开半闭的区间，还可以是退化的区间 —— 单点集 

s 

{%})• 

定理1 (柯西-阿达玛公式）考察幂级数 




^o)\ 


■ 


如果记 


( 4 * 2 ) 


1ET f 


那么幂级数 (4.1 ) 对于使得 h 丨<^的*绝对收敛，对于使得 
卜 发散， 
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注记对 (4.2) 式的确切含义，可以更详细地说明如下，对 




+ 00 ,如果 A = 0， 

—■ » 如果 0<A< + co ， 

0 , 如果 A = + oo . 

定理1 的证明 我们来考察 

々 = lim ^} a n ( x ^ x Q ) n \ 

打 •+ + OO 

tm __ _ _ _ _ _ _ 

= \ x - x 0 \ lim ^/\ a n \ m 

显然有 

r<i, 如果 
”>1，如果 

根据柯西根式判别法就可以断定：幂级数 (4.1) 对于使得 P % | 
<0的^绝对收敛，对于使得的 X 发散. □ 

定义我们把由 （4.2) 式所定义的广义实数 P 叫做幂级数 
(4*1>的收敛半径. 

关于幂级数 （4.1) 在区间端点 h ± P 处的敛散性，可以有各 
种不同的情形，不能一槪而论.请看下面的一些例子. 

例1幂级数 => tt 的收敛半径 P = U 容易看出，在端点^ = 
± 1处，级数是发散的.因而这幂级数的收敛域是开区间< -1,1). 

例 2 幂级数的收敛半径 P = U 在端点处这级 

数是收敛的，但在端点 x 处这级数是发 散的. 因而这幂级数 

的收敛域是半开区间 [_ i ， i ). 
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于 


我们约定 







例 3 幂级数;的收敛半径 p = h 在端点^ = ± 1处级数 

收敛的，因而这幂级数的收敛域是闭区间 [-m 
下面是定理1的一个 推论： 

推论 考察幂级数 


如果存在极限 





那么幂级数 (4.1) 的收敛半径可按下式计算 t 



4. b 和函数的性质 

为了讨论幂级数的和函数的性质，我们需要考察这级数的一 
致收敛性.虽然未必 能断定 幂级数在整个收敛域上一致收敛，但 
至少可以确认：它在收敛域具有所谓的“内闭一致收敛性”—— 
也就是在包含于收敛域中的任何 闭匳间 上具有一致收敛性， 

为了记号简单，我们将对的情形进行 讨论. 所得的结 
果当然可以平行推广于一般的情形. 

引理 1设幂级数 


(4.3) 



的收敛半径是 P , 而[- r , r ] 是包含于（- P ， P ) 之中的任何闭区问 
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C-r,?*]C=(-P,P>, 

则幂级数 (4.3> 在[- r〆 ] 上一致收敛 * 因而这幂级数的和函数 

+ 

〜 /00 = ^ a n x n 

71 ° 0 

在开区间（-化/>)内处处连续 • 

证明 在闭区间 [- r ， r ] 上，幂级数;以收敛级数 
Si a » i fn 为它的优级数。根据维尔斯特拉斯判别法就可断定： 

幂级数在闭区间 [- r ， Oh —致收敛. 

对任意的 ce (- P , P )， 我们可以选取 r ，0< r < p , 使得 

(- 。 r), 

因为幂级数在[-7](0：(-广^))一致收敛，所以和函 

m / cx ) = 在 ^ 点连续 • □ 

阿贝尔曾对幂级数作过比较系统的研究，他提出的第一定理 
断定： 幂级数的收敛域是一个区间 —— 这结果我们已经以柯西- 
阿达玛公式的形式介绍过了.下面是阿贝尔研究幂级数时提出的 
第二个定理： 

引理 2 (阿贝尔第二定理）设幂级数 

n -= o 

的收敛半径是并且它在^ =々处（或者在处）收敛， 
则这幂级数在闭区间 [0， p ] 上（或者在闭 E 间[-/>，0]上）一致收 
敛，因而和函数/00 = ^“0在^ = 0处左连续(或者 I 在 Jf=--p 
处右连续)， 

证明 把所给的幂级数写成以下形式 

我们注 意到： 

. I 
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(1) 对于 xe [ o , p ]， 函数序列单调下降并且一致有 
界 


1 > 



(2> 级数]收敛(可以把这级数看成一致收敛的函数级 

数) • 

根据阿贝尔判别法，可以断定级数 

I 

在闭区间 [0， P ] —致收敛.据此又可 断定: 和函数 /00 = 

在处左 连续. □ 

综合引理1和引理2的结果，我们 得到： 

定理2幂级数 乏;〜 0的和函数 



在其收敛域的每一点连续，并在任何包含于收敛域之中的闭区 
伺上可以逐项积分 • 

证明综合引理1和引理2的结果，可以 断定： 幂级数 
在任何包含于收敛域之中的闭区间上一致收敛， □ 


引理3由幂级数;"逐项求导所得到的级数 



与原幂级数有同样的收敛半径. 
证明容易看出，冪级数 
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^na u x n ^ { ^na n x n 

: n ^ i 

有同样的收敛 域. 因而它们的收敛半径相同 • 我们用柯西-阿达 
玛公式来计算后一幂级数的收敛半径 〆 .因为 

lim,y n|a n | = Tim(,y 

= \ im ^/\ a n \ 

=^^/ T ^ nT , 

所以 


lim^/n |a n j iim,^/ |a n | • 

——这里 P 是原幂级数的收敛半径， 口 

洼记虽然幂级数和 1 的收敛半径相同， 
但是它们的收敛域可以不一样.例如幂级数 

x _! 

^ n 

n « 1 

的收敛域是 [- i ， i >. 将这级数逐项求导就得到 

+ OO 

5> w ' 

J1 -=^ ] 

而这后一级数的收敛域是（_1，1). 

j 

定理3在幂级数乏的收敛域的内部，和函数 

+ 00 

foo 二 2 a 〆 ‘ 

n-o 

_ 

•m 

具有任意阶的导数，并且它的各阶导数可以通过级数逐项求导来 
计算. 

证明如果幂级数的收敛半径是 P ， 那么幂级数 
^ na n x ^ 1 的收敛半径 也是匕 对于任意的 (- P , P )， 可以选 
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取 r ， 使得 


0 < r < P ， 


oe ( -r,r) # 


因为级数在[-7]上一致收敛，所以和函 

数/00=；2〜，在 [ — r , r ] 连续可微，并且有 

+ 

f / ( 0 ) = ^ na n c n ^ l 9 

n- 1 

因为上式对任意 ce (-〃，〃）成立，所以我们有 

+ 0C 

f f 00 = ^na n x n -\ V xe ( - P ， P). 

fl ™ 1 

关于一阶导数，我们已 a 明了定理的论断.在此基础上，利用数 
学归纳法，很容易证明关于任意阶导数的 论断. □ 

例4 对显然的展式 

1 +OC 

rr^ = 2(-w ( 卜 i<i )， 

n*o 

逐项从0到 X积分就得到 

Ina + x) = g(-l)n^ 

n-o 

+ °° 

= 2( - 1 广\ (I:I<1). 

n_ i 

例 5 对显然的展式 

I 

I +oo 

j-^2 = S("D^ 2n (M<1>， 

H - 0 

逐项从 0 到积分就得到 

JC 2n+I 

.rctgx =2 C-l) ft ^Ti (卜1<1). 
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例 S 对显然的展式 


1 


1 



(w<i) 


逐项求导就得到 


(1 ~ 


y^nx n - 1 (卜 |< 1 ). 




C 初等函数的幂级数展开 


在第八章中，我们已经介绍了以下这些基本初等函数的泰勒 
马克劳林级数展 开式： 


( 1 ) 


Er ； ⑽ R )， 


am 


(2) cosx ~ ^ : ( - 1) 


( 2 n ) 


( xeR ) 




(3) sinx 


丁 

S(-】) 


( 2 n + l)j 


(欠 eR), 


Si 


T 一 

(4) arc tgx= ^( - 1 ) 


2 n + l 


( M <1)， 


(5) ln(l + x ) = 2(- l ) n ' l ~ (|^|<1), 




(6) a + x ) 


+ oo 

—2 



(卜 Ki ). 




这里还须作一些补充说明.首先，我们指出，（4)， （5) 和00 

- ■ 

中的幂级数的收敛半径都等于1 • 这是 因为： 对这三个级数都有 
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其次，我们来考察这三个幂级数在±1处的敛散性 •（4) 中的 
级数在 土1 处成为交错级数，由莱布尼兹判别法可知其收敛 
性 •（5) 中的级数在: c = +1处是收敛的交错级数>_在欠= -1 处 
是发散的调和 级数. （6) 中的级数在±1处的敛散状况比较复 
杂，我们先将结果列表陈述 如下. 细节的讨论放在本节后的附录 
之中 • 

+ CO a 

二项式展式 （1 +幻* = 的收敢域 

tt -0 V « 7 


指数 收敛域 




>0 


一 1 * 1 ] 


根据上面讨论的结果，利用阿贝尔第二定理，可以把展式 
(4)， （5) 和 (6) 的适用范围拓广到整个收敛域上，这样，我们得到： 

^ j^ 2 Tt — I 

(4) arc tgx = S (- D’^m ， 一 1«1 ， 

H «• 0 

(5) In (1 + Jc) = 2 (_ 1)n_1 lT» -1«1 ， 

n = i 

I 

(6) (i+:r = 2( a )x n ， 

n-o ^ ^ / 

，- 1<^<1, 如果 a <- l , 

I - l < Jf < l , 如果 - i < a <0, 

^- K ^<1» 如果 a >0. 
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项式级数在收敛区间端点的敛散状况 


我们分几种情形考察二项式级数 


2 ( > 

71-0 “ 


在尤=±1处的敛散 状况. 
情形1 a <_ [. 这时 


( a )(± l) tt 


a(a - 1〉“. (a - n + 1) 

iVn / 

i 

\ 

j 

| n 1 




x 2 x … x n 
n \ 


所以级数):，在 r = ± 1处发散 • 


情形2 _ l < a <0 ，x 


. 对这情形 


D - 


a | (|a | + l )***( ja | — l ) 


ni 

* 


a 


n 


I M + 1 W ! a l +n " 1 

~~ \ ^n— 


\ 


1 


)>^n 


因而级数 H (二)^*在 


X 


i 处发散. 


惰形3 - l < a <0, x = l s 对这情形，级数 


2 (；) 

的各项正负交错.因为 



ce(q — l)“_(ct 一 n +1 〉 

n ! 


( Q \ 


a (a — l)«**(a — n + X ) 

\ n ) 


ni 
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> 


os (a — !)•*• (Q — n + I) 

1 

* 

a - n 


1 

« + l 


C ) 卜 


并且 


(:)i = !d - 2 



2 





I 


n / 


(容易看出这是一个发散于 0 的无穷 乘积） ，所以，用莱布尼兹判 


别法就可以断定级数2 ) 收敛. 


锖形4 a >0_ 这时 


a 



(二) 


-1 


n 



n 


n — a 


一 1 


n(l + a) 

• 一 _ k — • - 

n — a 



«* 


稂据拉阿贝判别法就可以 断定： 级数 


2(:)( 土 i” 


绝对收敛. 


§5用多项式逼近连续函数 


设函数 /( 幻在闭区间|>夕]上有 定义。 如果存在多项式序列 
{ PnW } 在闭区间 [ a ， M 上一致收敛于/( X )，那么我们就说函数 
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/( X ) 在这闭区间上可以用多项式一致 逼近. 

容易看出，函数 / CO 在闭区间 [ a ， f >] 上可以用多项式序列一 
致逼近的充分必要条件是：对任意的 e >0, 存在多项式 Pk )， 使 
得 

|/( x ) - p ( x ') I < e , V ^ e [ a ， A ]. 


如果函数 / OO 在闭区间 OJ ] 上可以展开为一致收敛的幂级 
数 

I 

+ <» 

fM = y]o k (x^x 0 ^ k 9 

fc -0 

那么这函数当然就可以用多项式一致逼近.但这只是多项式逼近 
的一种很特殊的情形 • 一个函数要能展成幂级数，它至少要能微 
分无穷多次，而且还要满足更强的 条件. 如果不限于幂级数展开, 
允许用更一般的多项式序列来逼近，那么就能得出很普遍的结 
论.维尔斯特拉斯最先证明了：在闭区间[>彳]连续的任何函数 
/ W 都能够用多项式一致 逼近. 这一逼近定理后来有了许多种很 
精采的证明方法.我们这里将要介绍的证明是勒贝格 ( Lebesgue ) 

提出的.在本节后面的附录里和第二十一章中，还将介绍一呰其 
他的证明方法. 

在上一节里，我们介绍了二项式级数 


下面设«>0. 


(1 + ^)° 



对于 KOi ， i ] 有 



容易求薄 
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根据拉阿贝判别法就可断定级数 sj (°)[ 收敛， 由此得知,对于 
a >0 的情形，幂级数 



在闭区间 [- 1， 1] 一致收敛于和函数 

_ 

_ 

由此得知，在闭区间 [0,2] 上，函数 v / i 可以展开成一致收敛的 

_ 

幂级数: 

= (1+ (jc-i))^2\ 2 

n*o V ft / 

这样，我们证明了： _ 

引理1连续函数 PCO = v /7 在闭区间[0，1]上可以用多项 
式一致逼近. 

注记在闭区间 [0,1] 上一致逼近连续函数 (POO 的多 

项式序列也可按以下迭代程序作出：首先置400=0,然后归纳 
定义 


°»+ 1 ( X ) = u n ( x ) + — {X - 


27 ? 


容易验证 


v/7-.u tt+lW = (V/T - « n 00 )(J — 
据此，用归纳法就可证明 

w n ( x > ( i - 

v^ecoa], neN. 

又因为 



所以有 

0<v/T - Un (x)^v/T(l - 

\ 2 / n +1 

v^e[o,i]» «eN. 

这证明了函数序列 {««00} 在闭区间 [ o , i ] 上一致收敛于•另 
外，根据函数序列 {«„ 00} 的构造方式，用归纳法可以证明，它 
的每一项 u n ( x ) 都是多项式 • 

引理2在任意闭区间 [- c , 吐 h , 连续函数 iK 幻 =W 可以 
用多项式一致逼近* 

证明 g 多项式序列 { P » CO } 在闭区间 [0,1] 上一致收敛于函 
数沪 o ) = v ：xr . 我们记 

( x ) = n= 1>2>**** 


于是函数序列{“以〉}在闭区间 [- C〆 ] 上一致收敛于 



□ 
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我们来考察连续函数 


又（ X )= ' 



0, 



对于 x <0, 
对于 


引理2的一个直接推论是 s 

引理3在任意闭区间上，连续函数 


A(x) 



+ X) 


可以用多项式一致逼近. 

上面定义的 AOO 是最简单、最基本的折线 函数. 任意的折 

线函数都可通过它来表示， • 

引理 4 定义于闭区间 04] 上的任何折线函数 ZOO 都可以 

表示为 

(x) — c + CqX — 工 。)+ ••• + — 欠 1»〉 • 

因而定义于闭区间上的任何折线函数都能用多项式一致逼近* 
证明设折线函数 yl 00的转折点为 

欠0，父1， …， x m ， *^ m + i j 

这里 

d ~ Xq <dj<C[ + 1 = 

为了叙述方便，我们把 E 间的两端点 a = % 和 = 也都看作 

转折点.对于任意一组实数 C / o , …，<?«，显然 

e + c 0 A(^"X 0 ) + ••• + c m ^(x- x m ) 

也是以 …， XTOpmq 为转折点的折线函数.我 们知道，任 

何折线函数由它在转折点处的函数值完全确定.为了使 

<? + c 0 A O — x 0 ) + ••• + c m X (x -x m ) =^(x), 

只须取 c〆 。， …， c m 满足以下条件 
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也就是 


m 

— x f ) = A ( x k ) f 

卜 0 

= 0,1， …, m + 1, 


o - A ( Xo) f 

c + c^ (x x - x 0 ) - A(x x ) f 


\ 


c + o 0 {x 


m 


X ,) 



{■••• + O m _ j (欠 m — ^ 


C + ^0 (^ m + i — 


m 




■/!( 乂 m) ， 





十 l 一 欠 m〉= A(^m+1) • 


由上面的方程组可唯一地决定系数…， ^ n . 这样，引理的结 
论得到了证明. □ 

因为任何连续函数都能用折线函数一致逼近，所以从以上的 

■ 

讨论已能得到维尔斯特拉斯逼近定理的一个证明 • 

定理1 (维尔斯特拉斯）闭区间 O J ] 上的任何连续函数 
/ 00都可以用多项式一致 逼近. 

证明根据上面的讨论，只须证明/00可以用折线函数来一 

致逼近 • 

由于函数八幻在闭区间[>,幻的一致连续性，对于任意盼 
£>0,存在5>0，使得只要 

\X / - X ff J < 5 , 

就有 

|/00-/(，0|< e . 

我们用分点把闭区间 [> J ] 分成 m + 1 段： 

使得 
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tfc +1 _ x k <$， fc = 0， l， …， A 


然后定义折线函数 AOO 如下 


> V ( X ) =/(、） + 乙(巧 + 1) _ — , 


乂 fc + J 一欠 fc 


^6 [^ k >^ fc + i]j fc = 0，1，•••，' 


下面证明 


\ f ( x ) - yl (^ v ) |<£, \/作 [>，&]• 


为此，我们记 


a ( x ) 


X 


k 


X 


X 


k 


X 


J 3 ( x ) 


X-X 




k 


k 


X k 


X k 


在闭区间上，显然有 

a(3c)>0,jS(x)^0,a(x) + j8(x ) 二 1 ， 

A { x ) = a ( x )/(^ fe ) + j 3( x )/( x fc + 1 ), 

/(X) = a 00/(x)+)900/00. 

于是，在 !> fc ， h + i ] 上就有 

l/W - Mx ) I 

< a ( x ) \ fix ) - f ( x k ) \ + fi ( x )\ f ( x )^ f ( x k+1 }\ 

< e . 

因为 [ A , & + 1 ] 可以是 04 ] 所分成的任何一段，所以我们已经证 
明了 

|/00 -Aix)\<e, Vxe[a,^] # □ 


附录 i 维尔斯特拉斯逼近定理的 

伯恩斯坦证明 


因为任何闭区间£>,々]都可以通过变换 
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变成闭区间 [0，1]， 所以原则上只须对闭区间[0，1]的情形写出维 

尔斯特拉 斯寧近 定理的 证明. 对于在闭区间 [ CM ] 连续的函数/， 
伯恩斯坦 ( Bemstein ) 构 造出这 样一个 多项式 序列： 


B n ( f ， x ) = U )0( 卜 x ) n ，、 

fc-o \ n ’ & ’ 

打=1，2, • 


利用这多项式序列，伯恩斯坦作出维尔斯特拉斯逼近定理的一种 
十分简洁的证明.下面我们就来介绍他的证明. 

引理5我们有以下这些恒 等式： 




证明这些恒等式都可以用很初等的办法推导 # 但我们宁愿 
借助于微分法把证明写得简短一些. 

首先写出恒等式 


( 5 . 1 ) 



(P + (j) n . 


在这式中命 P = 6 4 = 1- X ，就得到了 （1), 



为了证明 (2)， 我们对 (5.1) 式两边作运算 P 羞（即先对 P 求 
导，然后再乘以 P )， 这样得到 


(5.2) ^ ]P k f k =np(p+q) n - 1 . 

在(5,2)式中命0 =〜就得到了 （2), 

对于 n >2 的情形，我们再以作用于 (5.2) 式两边，这样 

dP 

得到 


C5.3) 


k = 0 


k 


=np(p + 分广 1 

+ n(n-l)p 2 (p + if) n - 2 # 


以 P = 冗， 


a = 代入这式就得到 


It 



k 



(1 —欠） 


k 



— 容易看出，这式对于 〃 =1 也 成立. 我们完成了对恒等式 (3; 
的证明. 

最后，我们指出，恒等式 (4) 是恒等式 (1), (2) 和 (3) 的直接 
推论. □ 

引理6对于5>0,我们有 


^(：) 


(1 一 x 广 


4 nS 


这里的17表示对满足以下条件的那些求和 


k 


> 占 ， fee {0,1 ， … ， n} 



证明我们有 
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k 

n 




2 


2 




k 



n~k 


X (1 — 乂） 


d 2 


n 




And 2 




上面推导的最后一步，用到了显然的不等式 


x(l-x)^ 


4 


设函数/在闭区间[0，1]连续.我们把以下序列中的多项式 
叫做/的伯恩 斯坦多 磧式： 

〜(/，幻=1：/(|)(:)抑-^, 


n- 1 ， 2 , •••• 

伯恩斯坦证明了： 

定理 V 设函数/在闭区间[0，1]连续，则多项式序列 
{ B n (/， jc )} 在这闭区间上一致收敛于 fix ). 

证明函数/在闭区间[0，1]连续，因而存在 M >0, 使得 

并且对任意给定的0>0,存在5>0,使得只要 

x / 9 x ff e £0, Q , \ x , - x l/ \ <§, 

就有 
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由于引理 5 的 （1)， 我们可以写 


n 

/⑻= 2办 

fc - 0 




我们约定以1/表示对满足以下条件的 fc 求和： 

k - x > 8 , &6{0，1，*“，卩}; 

丨72 

并约定以 E 〃 表示对其余的 fce {0,1， …, n } 求和.于是有 


B 







M 

2M 




只要 n 充分大，就可使得 


M 

2nd 


+ £<2^ 




n 


读者或许要 发问： 伯恩斯坦是怎样想出如此巧妙的多项式序 
列的？这问题不容易用三两句话解释清楚.实际上，伯恩斯坦的 


y 
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证明是从概率论的一些思想诱导出来的.在托德 （ J . Todd ) 写的 

小班子《函数构造论导弓1 》 (Introduction to the Constructive 
Theory of Functions ) 的第二章中，对这问题有较详细的说明. 


附录 E 斯通-维尔斯特拉斯定理 

斯通 (Stcme) 研究更广泛的函 数逼近 问题， 他 把维尔斯特拉 

斯逼近定理推广为非常普遍的形式.在这附录里，我们就来介绍 

斯通-维尔斯特拉斯逼近定理 

设 / C 是距离空间中的一个紧致集.考察这样的连续函数： 

y, K ~* R . 

我们约定把由所有这样的连续函数组成的集合记为 

对于 / je F OC ) 和 Ae R ， 我们定义函数 I + 9 m Af 如下, 

U + 9 ) M = f { x ') + g ( x ) 9 xeK 9 

容易验证： 对于这样定义的加法和数乘运算， f (/ n 成为一个线 
性空间.不仅如此，对于 /， pe # uo , 还可以定义这两函数的 
乘积/ • a 如下： 

(/ • 9)(.x) - /(x)g(x), x^K. 

这样定义的乘法运算满足以下 关系： 

(/ • 5) • “/ • (0 • 々)， 

(/i + / 2 ) • 9 = h • 9 + f 2 • 9, 

/ • (5i + 5 2 ) = / * + / • 9 29 

(A./) * 9 = I ' ( 又 5) = 又 （/ *9 、 

(/，/1，/2，没，没1，没2， /1 6『（凡）， A6R). 

我们还注意到，在 尤上恒 等于〗的函数 

U(x) = 1, X^K, 

起着乘法单位元的作用 
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«•/ = /•« = /, V /6 (A")* 

以下，我们就把这恒等于 1 的函数 tKD 简黾地记为1 . 

一 个线性空间，如果它的任意两个元素之间定义了乘法运 
算，并且这乘法运算是结合的和双线性的（对相乘的每一 个因子 
都是线性的），那么我们就把这线性空间叫做一个代数，如果乘 
法还具有单位元，那么我们就说这是一个有单位元的代数，于 
是， F ( ZO 是一个有敏位元的代数. 

设 Y 是 f (70 的一个子集合，满足这样的 条件： 

f ， Q€ sf 6 Y ， f *9^ y 

/e j^,A6R=>A/e 

那么我们就说 y 是 ron 的一个子代数.容易看出，按照原来在 
铲 OO 中定义的运算， Y 仍是一个代数.如果 16 Y , 那么 Y 还 
是一个有单位元的代数《 

紧致集凡上的任何连续函数都是有 界的， 在 ron 上可以引 
入范数 

ll/ll =sup|/(x)| 

X^K 

和距离 


D(f 9 g) = =sup|/(x)-^(^)| # 

X^K 

于是， （ eoo ， D ) 成为一个距离 空间. 请 注意： 空间賞 on 中的 
每一个“点”都是定义于上的一个连续函数；而“点列” （/„} 
eg (70 按距离 D 的收欽性，正是函数序列在 K 上的一致收敛 

性.——请读者对这一情形陈述一致收敛的定义，并验证一致收 
敛性等价于按距离 D 的收敛性. 

设， CfOO . 我们用记号歹表示集合⑦在 r GO 中按距离 
乃决定的闭包 • 显然 / e "? 的充分必要条 件是： /能被方中的函 
数一致逼近 • 我们把7 叫做⑤ 的一致 闭包. 

例1对于 a = 0, M 的倩形， F(/o = r ([ fl ,^ i ) 由所有 
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的在连续的函数组成.如果用，表示定义于1>上的多项 
式函数的集合，那么显然有 

一个函数/€貧（[>，&])能用多项式一致逼近，其充分必要条件 
是 /€：?. 于是，维尔斯特拉斯逼近定理可以表述为 

W 

以下，我们仍用 K 表示距离空间中的一个紧致^ 

引理7 如果〆是 ran 的一个子代数，那么7也是 ？oo 

的子代数* _ 

证明 SA6R, f 9 ge 则存在 {/»}cy 和 {£r n }c：j^， 

使得 

9n'=X9, 

K K 


于是，显然有 

A/ n ■ f n + 9 n > / + 5, 

K K 

I 

/n - 9n=V - 9. 

K 


因而 _ _ _ 

' kf 6 ^9 f + 9^ ^9 f • ^6 

这样，我们证明了 7 是 eon 的子代数. □ 

引理8 设〆是貧 an 的一个子代数，则有 

/€ |/| G 

因为^也是 f on 的子代数，并且所以更一般地有 

证明紧致集兀上的任何连续函数必定 有界. 对于 /e YC 
存在00,使得 
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|/( x )|< c , ^ x ^ K . 

根据引理 2, 在闭区间[-~习上，函数 M 可以用多项式 
序列 { P «(«)} —致逼近.显然有 

Pn (/(^))={|/(^)|. 

K 

因为^是一个含有单位元1的代数，所以 

PnC /)6^, ” =丄，2，“、 

^们证明了： |/|是 y 中序列 {p«(/>} 的(一致)极限，即 i/ie 

Y • 

应用上面证明的结果于子代数沒 = i , 并注意到1 
我们可以断定： 

56 ^=> |5| 6 m □ 

对于 嘗 UO , 我们定义两个函数 max (/， p ) 和 mia(/, 
9) 如下： 

max(/,^)Of) = max{fix) 
min(/ ， 没 > 00 = min{f(x),g(x)} 9 

容易验证 I 

max(f,g) = 

更一般地，对于 / i ，…， /斤 f oo ， 我们定义 

max (/i ， … ， /rn) ( 幻 =rnax{/ i (x),.-,/ m (x)} > 

mii> ( 八 ，…, ) (x) = min { 八 （ x) ， ••• ， / TO (x) }• 

对于 m 〉2 的情形，显然有以下关系： 

= max (max (/ x , 9 f m ) , 

min (/ u —,/ m ) 
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^min(min (/ H m , t ) ，/ m ) % 


«n^ 


利用引理 7 和引理 8 可得， 

引理9 设 y 是 eoo 的子代数，则对任何 /,se 
都有 

i II ■■ 

max(/,£/) 6 J 3 ^> rain(/,p) 

更一般的，对任何 A ，…， An e 义都有 

maxe 

设 FCIfOO , 如果对 iC 中任意两个不同的点 x 和#，都存 
在 f ,使得 

那么我们就说貧能区分 K 中的点. 

例2 设 /c = {oc，i/)en 2 |v+y 2 = i }. 我们把 wruo 叫 

做奇函数，如果它满足条件 

~ y') ~ - V (x 9 j/)QK. 

类似地，我们把 we KOO 叫做偶函数，如果它满足条件 

垆 c -欠， 一夕）=垆（欠，夕 ）， v c ^,^) e / c . 

如果分别用貧，和$2 表示貧 GO 中的全体奇函数的集合和全体偶 
函数的集合，那么 ft 能区分 / C 中的点而#2不能 • 事实上， a % 
中的两个函数 

/ O ， i 0 =X 和 s ( x , j /> 

已足以区分 K 中任意两点，而貧 2 中的任何函数都不能区分 K 中 
如下两个点： 

(1，0)和卜1，0). 

引理10设^ 是賞 oo 的子代数，如果^能 K 分尺 
中的点，那么对任意^和 a ， AeR , 存在 
满足 条件： 

中、 a ) 二 a ， 中 (JO = (i• 


2 yo 





证明 

我们定义 


因为 〆 能区分九中的点，所以存在 we ，，使得 


f ( x } = a + 


样、一禅、 
垆 （&) -伞⑹ 


(^ - a ) # 


显然 PeY ， 并且 

於 ( a )= a ， < P 00 =尽 • □ 

在做了以上这些准备工作之后，我们来证明重要的斯通-维 
尔斯特拉斯定理： 

定迺2 设 / C 是距离空间中的紧致集， Y 是貪 ( iO 的一个包 
含有单位元1的子代数.@果^能区分 / f 中的点，那么 

ran , 

—这就是说， eon 中的任何函数，都能用^中的函数一致逼 

近. 

证明因为•^是 eoo 中的闭集，所以只须 证明： 对任意/ 
€铲00和£>0,存在使得 

I/O：) ~<P(x)\<e, \fx^K. 

首先，根据引理10，对任意的存在使 
得 

=/( a ), 

(对于 a =办的情形，可取 ^ a =/( a ). l —这里的“1”表示 
在兀上恒等子1的函数，即 f OO 中的单位元1 # ) 

因为 Pa b (6) _ /(6) = 0，所以存在&点的邻域 V *5， 使得 

< Pa b W - f ( x )>- e 9 \ fxev b 门尺， 

也就是 

^Pa b (x)>f(x)-e 9 \/xeV b HK. 

暂时让点固定，取6为尺中的任意点.所有这样的覆盖了 
K . 因而存在有限个这样的邻域 
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使得 


V bl ，…， V % 




我们记 



Pa = 


m « (炉〜 ，•“ ，炉 “•）• 


根据引理 9 , 容易验证： 

<Pa(x)>f(x) 一 e, V^e/T, 


<PaW =/(«>• 

与上面的讨论类似，我们断定存在 a 点的邻域 t 7 a , 使得 

9 a 00 <f 00 +e, >/ xeU a f]K 9 

让 a 点取遍凡，所有这样的 t / a 覆盖了冗，因而存在其中有限个 


使得 

我们记 



(p^min(<p a ， … ， 妒 l )• 

1 m 


显然 wei ， 并且满足条件 

f(x) -e<<p{x) </(x) +e 9 y x^Kf 

也就是 


|/( x )-^)( x )|< e ， V ^6/ T # □ 

下面是应用斯通-维尔斯特拉斯定理的一些例子. 

例5设是跤 11 中的闭单位球体，夕是定义于 7 C =丑* 
上的《元多项式函数的集合.显然，是 r (兀)的子代数， 

下面，我们来说明夕能区分 /f = S n 中的点 • 设…，心)和 
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椾齜鲔镰 *m 讎 _ 




■ +iJS i- 



“ ，…彳 n ) 是丑 n 中的两个不相同的点，则 a 和&至少有一 

个坐标不相同，例如说 

a k^ b k* 

设^是第 fc 个坐标函数： 

(欠〉 = 工於，牙 I * 于欠 = (欠1， •“，欠 |») • 

则显然有 

〜 （ a ) 尹〜 （&)• 

根据斯通-维尔斯特拉斯定理，就可以断定：的任何连续函 
数，都能用 n 元多项式一致逼近. 

h 

例4 设 / G ) 是定义于 R 上的周期为加的连续函数.如果 
把 〖看成 幅角，那么 

t + 2 化丌 ，^ ^ Z > 

决定了单位圆周上的一个点，反之亦然（图 19-7). 周期为加的 
连续函数/，可以看成是定义在单 
位圆周 S 上的连续函数，即可以认 
为/ e r (幻. 

考察以下这些周期为 狀的连 
续函数： 

l,cos t,sin f,cos 2^sin 2t 9 
•••，cos nty sin nt y 

我们把这些函数中任意有限个的实 
系数线性组合叫做三角多项式，并 

把全体三角多项式的集合记为显然^是 ecs ) 中包含有单位 

h 

元的子代数 • 另外，^中的两个函数 cost 和 sint 已足以区分单 
位圆周 S 上的任意两个不同的点，根据斯通-维尔斯特拉斯定理， 
我们 断定： 任何周期为加的连续函数，都可以用三角多项式 
一致逼近，一这一结果又被称为维尔斯特拉斯第二逼近 定理. 

例5例4中的结果还可以推广到任意周期的情形.考察以 
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下这些周期为如的 函数: 




cos 



cos 



sin 



,•••, cos 


nut 





我们把这些函数中任意有限项的实系数线性组合叫做周期为 2 /的 
三角多 项式. 任何周期为 2 Z 的连续函数都可以用同一周期的三 
角多项式一致逼近. 


§6微分方程解的存在定理 

■ 

在代数方程的研究中， 一 个基本的存在定理起了最重要的作 
用_这定理 断定： 在复数域中，任何非常数的多项式至少有一个 
根.对微分方程的研究来说，也有类似的情形.虽然许多微分方 
程不能用初等方法求解，但这并不意味着这些方程的解不存在. 
微分方程解的存在定理指出：在相当普遍的条 件下， 微分方程的 
解一定 存在. 本节就来介绍这一重要定理. 

我们这里只限于讨论如下形状的一阶微分方程 

( 6 . 1 ) ^ = f(t ， x). 

方程 （6.1) 的解一般说来含有一个任意 常数. 为了从一般解中 
确定一个单独的解，需要给方程 （6.1) 附加一个初始条件 

( 6 . 2 ) ^(t 0 ) = 

通常将微分方程 （6.1) 连同初始条件 (6.2) —起加以考虑，讨论 
以下问题是否 有解： 
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人们把这样的问题叫 做柯西 问题，在下面的讨论中，要求函数 

满足条件 

!/((，欠1) "* / (尤，工 2) I <又 | : 1 - 欠2丨， 

这里的 A 是一个常数.人们把这样的条件叫做孚 普希茨 条件. 
下面，我们陈述并证明本节的主要定理. 

定理 （柯西）设函数 /( M ) 在矩形 [ i。-a〆。+<i] x[x 0 

连续，并且满足李普希茨条件 

(6*3) |/((，欠1) 一 /(【，欠2) 1 <又 I 戈 1 ^ 2 I > 

v(e [“ -a ， t 0 +fl ]， x l 9 x 2 e[x 0 一 b ， x 。 +&]， 

则存在 A， 0 < h < a ， 使得在区间[«。-/^，~+*]上，柯西问题 


C6.4) 


i = /( ⑶， 

C^a ) ~ -^0 


有一个 解并且只有一 个解. 

证明首先，我们指出，求问题 （6.4) 的连续可微解，等价 
于求以下积分方程的连 续解： 



n 

x — ^0 + 


事实上，如果连续可微函数 ^ = 使得 （6.4) 中的方程成为 

恒等式 


dx(i) 


^/(t，x ⑴） • 


将这恒等式两边从 t。 到 i 积分，并利用 （6.4) 中的初始条件 
x ― x \}y 就得到 
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( 6 . 6 ) + 

反过来，如果连续函数 X = x ( i ) 使得 （6.5) 成为恒等式，那么从 

(6.6) 右端的表示式就可 看出： ^( O 实际上是连续可微函数. 
将 （6 •们两边对 * 微分就得到 

并且从 （6,6) 还可得到 

^ (尤 0) = 尤0* 

这样，问题归结到证明积分方程 (6.5) 在连续函数类中有 
一 解并且只有一解. 

设 A 是一个待定的实数， o </ t < a . 在区间 [ t D -Mo + A ] 上， 
我们尝试用迭代法求积分方程 （6.5) 的连续解: ^ = x ( t ). 设函数 
A (0 在区间卩。 - + A ] 连续并且满足条件 

I x i (0 ~ I V【6 [ 尤 0 _ 办 ，,0 + 办 ] • 

我 们定义 

* t 

Xg(t) — Xq + f (t 9 3Cj (t)) dt # 

J f o 

显然函数 h ⑴也在区间 [> Q - M a + A ] 连续.为了能用 x 2 ( f ) 代替 
4(0 作迭代： 

父3 (() =欠0 + f /(【，欠2 (:) ) dt ， 

J to 

须要求 

| 欠2 (0 - 欠0丨厶 ，V ( 6 [之0 - 办，亡0 + 

在紧致集 _ a ，^。 + a] x [X 。 -& ， x 。 + 上，连续函数|/(^，幻丨有 
上界. 设 M >0 是这连续函数的一个上界，则有 
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| JC 2 (0 - x 0 | = 

I 

^ ： Mh 9 V K [t 0 - A，t 0 + ii]* 

因此，为了使 

\ X 2 {0 - x 0 |<&， V W [ to -+ A ]， 

只须取 h 满足： 


0</ i^minj a y 



在这条件下，上面所说的迭代手续可以一次又一次地继续下去， 
产生一个函数序列 { X „(0} : 

(6*7) x n ^ A (0 f /(i,x n (0)di» 

J t 0 


如果能证明迭代序列 {^(0} 在区间 

L^o 一办，尤 o +办] 

一致收敛于某个函数 x ( t ), 那么在 （6.7) 式中取极限就得到 

X ( 0 二 x 0 + /( t ，_) dt . 

J t o 

极限函数 x ( t ) 是积分方程（6.5> 的连续解，因而也就是柯西问 
题 （6.4) 的连续可微解. 

剩下的工作是证明迭代序列 （6.7) —致 收敛. 解决这类问 
题的一个方便的办法是利用压缩映射 原理. 为此，需要确定一个 
完备的距离空间.我们以 X 表示这样一些函数的 集合： xit ) 
在 [ f fi -Mo + A ] 连续，并且满足条件 

|x(f) - x 0 1 y \_t 0 - h y t 0 + 
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在义上引入这样的距离 

d{x,y) = sup {\x(t) - 

U 0 

容易看出，“函数序列 {〜(《)} 按距离^收敛于 x ( t )” 意味着这函 
数序列在区间 Oo - A ， t fl + A ] —致收敛于 r ( t ). 根据本章§ 2 的定 
理2 (—致收敛的柯西原理），距离空间（ X ，心是完备的. 

我们定义一个映射 


0： X ~^ X , 

这映射把函数^€义变成函数0^? = €€叉： 

^ t 

((px) (t) ^ ^ (t) = 欠 o 十 / (t > ^ (0 ) d£ # 

对于€ = 0 X 和 " =0^，我们有 


\ U 0- n (0 | = ! I ( f ( t ， x ( t )) 

f ft 

I r l 

<i i/(t,x<£)> |dt 

i J t n 

f I 增 -.V(0 [dt 
J t 0 * 

<A^ sup { \x(t) - p(t) |} # 

i t - t rt i<h 


由此躭可得到 


也就是 

如果 A 满足条件 


dC，rtX 入 hd(x ， 扒， 
d (0x, <py) 《入 hd(x ， y) • 
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lh<U 



那么 0 就是一个扭缩映射. 

综上所述，对 A 所加的条件是 

a 

如果我们事先选择 A 满埽这样的条件，并定义 X ，4和步如上所 
述，那么少就是完备距离空间 （ X ， cO 上的压缩映射 • 根据压缩 
映射原理，映射在 X 中有唯一的不动点 X : 

X = ( px 9 

按照定义把上式写出来就是 

ft 

x ( t } =尤 0 + /( t , jc (0) df # 

我们看到： KG 是积分方程 （6.5) 的唯一的连续解，因而也就 
是柯西问题（6.4>的唯一连续可微解. □ 

5至记上面的存在定理是局部性的，它只保证解在 [~- A , 

+ A ] 这一区间上存在并氐唯一.但如果记 

= 艺0十厶，工1 = 文（【0 +办）， 

又可考察柯西问题 




这问题的解又在某 个区间 [ t , - k ， t 1 + 約上存在并且唯 一. 采取这 
样的办法，可以一步一步地把解延拓到更大的区间上.——关于 

解的延拓，当然还需要作更细致的考察.在以后的微分方程课程 
里有这 方面的 内容. 我们这里就不再深入讨论了， 
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§7 两个著名的例子 




前面已经谈到，具有“初等表示式”的函数并不太多. 为了 
表示更复杂的函数，就需要突破“初等表示式”的局限，引入进 
一步的数学工具.一致收敛的函数级数就是这样的工具之一.为 
了说明用级数表示函数的功效，我们这里介绍两个著名的 例子： 
第一个例子是处处连续但处处不可微的函数；第二个例子是能够 
填满整个正方形的连续参数曲线.这两个例子多少有些出人意料 
之外 • 例子中所涉及的函数都不是用简单的初等式子所能表示 
的. 


7 . a 处处连缤但处处不可微的函数 


本段将要介绍的例子对人们弄清楚连续性与可微性的区别起 
过重要的作用.十九世纪中期以前，几乎所有的数学家都相信， 
除去某些例外的孤立点，连续函数总是可微的，那时的教科书甚 
至“证明” 了这样的“定理”，直到举出了处处连续但处处不可 
微的函数的例子，关于连续性与可微性的糊涂认识才得以彻底澄 
清.最早发表的处处连续但处处不可微的函数的例子是维尔斯特 
拉斯作出的（发表于1875年).我们这里将要介绍的是后来 (1930 
年）由范德瓦尔登 （Van der Waerden ) 作出的较简单的例子， 

首先，我们用 w ( r ) 表示 x 到离它最近的整数的 距离： 

. 厂 1 11 

u(x) = \x-m\ 9 x ^： j m-y, m + — j, 

函数的图形是锯齿形的（参看图 19-8), 容易看出，函数 
在整个数轴 R 上连续，它以1为周期，并且满足不等式 
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在区间 [w 上，函数 = 的斜率为 -1; 在区间「 

1 : 

m + j 上，函数 i / = w ( x ) 的斜率为 + 1. 

利用函数 U， 我们构造一列函数 

u ( 4 k ^) 

u k ( x ) = ~ ~^k ~， & = 0，1，2, … • 

显然函数在 R 上连续，它以^为周期，并且满足不等式 

OgWfcWgf #， V ^6R. 

在区间茨上，函数 y = u fc OO 的斜率是 -1， 在区间 

^ 会 + ^f」 上，函数 J/ = « fc 00 的斜率是 + 1( 参看图 19-9). 
考察函数 

H oc 

f 00 = ^) 以 “ 欠 )，X ^ | 5 . # 

k = 0 
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图 19-9 


因为上式右端的函数级数具有优级数 

+ 00 - 
I 

Zjo*4 fc, 

k^o 

所以函数 / OO 在 R 上处处连续 • 下面，我们来证明函数 / o ) 处 
处不可微*设 e 是 R 中任意一点 • 对任意 neN ， 可以确定 
Z , 使得 

m n <2*4 n ^ 1 ^<m tt + l, 

也就是 



对任意的 《 eN ， 在区间 



之中，存在这样的点、，它与点 e 的距离等于区间 fn 长度的一 
半，即使得 
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考察差商 


1 _U_I I _ ― ■ - 1 — ■ I 1 



对于函数 〜的周 期去能够整除 K - C|=$, 因而 


、 u k(x n )-u k (c) 

―^ ~"- 0 • 

对于 fc<n-l， 函数 bOO 在区间心二)/„上的斜率为土 1,(按照 
我们的记号约定， 



当m fc 是奇数的时候，函数&00在八上的斜率为 -1* 当 m fc 是偶 
数的时候，函数^^0：>在/,上的斜率为 + 1.) 于是有 


我们看到 


u fc (^ n ) 



=± !• 


f(x n )-f(cy 



n — 1 

= 2( 士 d * 

fc -0 


上式右端与 〃有同 样的奇偶性，因而当 n— + oo 时不可 能有极 
限. 由此可知：函数/在任意一点 C 不可微. □ 


7.b 填滿正方形的连续曲线 
以下约定记 J = [0，1]， 设 


/-^]R 和 h I-^K 


是连续函数，我们把 

rx = ^(t), 

, tei 
⑴， 

叫做连续的参数 曲线. 上世纪末 （1890 年），皮亚诺 （ Peano ) 首 
先发现这样一件令人惊异的事实：可以用一条连续的参数曲线填 
满整个正方形 JXJ . 后来，人们就把能填满整个正方形的连续曲 

线叫做皮亚诺曲线.下面将要介绍的一种构造皮亚诺曲线的方 
法，是索恩伯格 （ I . J . Schoenberg ) 在1938年提出的. 

在索恩伯格的构造中，利用了实数的 P 进小数展开 (P = 2,3). 
我们这里简要地介绍以下事实：对任何实数 te [0,1], 存在由数 
字0,1，…， P -1 组成的数列{~}，使得 



—逐次把区间分成 P 等分，判断《落在哪一等分之中，就可确 
定数列利用闭 g 间套原理就可证明上面的等式. 

a 

下面，我们来介绍索恩伯格构造的皮亚诺曲线. 

考察正方形 / XJ 中的任意一点我们将 a 和&分別 
用2进小数展开： 



a n^n6 {0,1} ? 行 =1 ， 2, 

把^和&的二进小数数字交错排列，我们得到 

I 


彳2«， …， 

其中 

c in-\ = a n, <?2n = *«5 n - 

然后 ,用这些数码做成一个新的数 
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c 



显然有 



因而斤 /. 

我们设法构造两个连续函数 

炉，妒： 卜 I ， 

希望用这两个函数把 a 和6从 C 中“滤” 出来. 这就是说，希望 
能定义连续函数 p 和使得对任何和按上面办法 
构造的都有 

p(cy = 0 , ^(«?) = b m 

在 c 的三进小数表示中，各位数字趴， 24 ,…, 2心 ，“ •都是0或 
者 2. 我们首先设法作一个连续函数，要求这函数在取值 


0,在取值下面的函数^就满足所说的条件: 



我们将这函数按周期2扩充定义于整个数轴 R 上(参看图19-10>, 
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规定 


⑴“ + 2fc) = “（/)， v«e[o,2], fcez* 



图 19-10 


对于 




e n € {0,1}, n = 1 ? 2, 


争# 驀 


■ 


我们写 


3〜= 2^>' + 2 § 3^ = 2S3 fc -^„+i fc 


fc + 


下面证明 


(o(S k c) = o)(d k ) = c 


k 


分两种情形讨论 


fc = 0,l ， 2, 


••• 


情形 i c 




o _ 对这情形有 


0^ ： d k ^.2 2 gii 




k 弋 2 


H--—H 

k 


3 # 


因而 


幻 （3*<?) = ( o ( d k ) = Q - c k + l 


情形 2 c k + l =^ 对这倩形有 






因而 
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w(3 fc c) = <x)(d k ) = 1 = c k + 1 . 

函数 w (3 … 作用于 e 就正好“滤出”数字〜 +1 来. 根据这 
一观察，我们定义 


H 0 



(3 


0 


2 n 


a K 7 


HO 





3 « 


w(3 2fl ' l O 


收敛级数;可以作为上两式右端的函数级数的优级数 • 因而 
fW 和 Mt ) 是连续函数.又显然有 


炉 （<?) 



o >(3 2n ~ 2 ^) 

2 n 




妒 （ c ) 



w (3 


n- 


0) 


2 n 


\ r ^ c 2 i 
^ 2 n 



參 


我们看到，对于 JX / 中的任意一点 ( a ，6)， 都存在（按前述方式 
构造的数） oei , 使得 

^(<?) = 



这就是说，连续参数曲线 


W )， 

少⑴， 


能够填满整个正方形 /xh 




tei 
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第二十章傅里叶级数 


§1概 说 


设函数/(0在 R 上有定义，如果存在实数 F / O ， 使得 

f(t + T) =/(0, Vf6R, 

那么我们就说 / G ) 是一个周期函数，并把: T 叫做 /( t ) 的周期. 
容易看出，如果: T 是函数 /(«) 的一个周期，那么 fcT 也是函数 
/(0的周期，这里 fc 是任衆非零整数.如果在周期函数 /( i ) 的 
所有的周期当中，存在一个最小的正周期，那么我们就把译最小 
的正周期叫做函数 /( t ) 的最小周期.这里应该指出，并不是任 
何周期函数都具有最小正周期.例如，常值函数没有最小的正周 
期，狄里克莱函数也没有最小的正周期， 

为了描述周期现象，就需要用到周期函数，各种各样的振动 
是最常见的周期象，最简单的振动可以表示为 


( 1 . 1 ) 

或者 

(1.1 V 

这里 


u = a cos (ot + b sin (ot f 

I 

u = -Asin(££)t + 沪 ）, 

A " v 7 fl 2 + fc 2 , 




cos^p = 



像 (〗. i ) 或 a . IV 那样的振动被称为谐振动. a 被称为振幅， 

炉被称为初相， w 被称为圆颊率.容易看出，振动（1.1)或(1.1) / 
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的最小周期为 


T = 



在对振动现象的研究中，以下事实的发现具有特别重要的 
意义： 一般说来，任何复杂的振动都可以分解为一系列谐振动之 
和.用数学的语言来描述，上面所说的事实就是：在相当普遍的 
条件下，周期为 T 的函数 /( f )， 可以表示成以下形状的级数的和 

(1.2) — + ^ (a n cos no)t + b n sin no>t) 9 

2 w 

其中的 o = —我们把 （1.2) 中的常数项写成 $ 是为了以 

■ 

后讨论方便. 

上述事实并不是显而易见的.1753年，当丹尼尔•伯努里① 
为了解决弦振动问题最早提出这样的见解肘，与他同时代的数学 

家（包括欧拉和达朗贝尔）大都持怀疑态度，争论和探索一直持 
续到下一个世纪.直到1829年，狄里克莱才首次给出了前述基本 
事实的一个严格的数学证明.随后，还有其他一些数学家给出了 

条件有些不同的证明.可以说，对这一事实的研究，极大地促进 
了数学分析的发展. 

本章考察周期函数 /( G 展开为形如 （1.2) 的级数的条件 • 
因为任意周期的倩形可以通过变元的比例变换化成周期为的情 
形，所以我们主要对周期1 = 2^ (即 o = 的情形进行讨论. 

考察函数系 

(| .3) 1, cos sin t y cos 2t，sin 2t y 


①丹尼尔 • 伯 努里 （Daniel Bernoulli, 1700—1782) 是著名 的瑙士 数学家 • 
他的父亲约翰 • 伯努里 (Johann Bernoulli) 和伯父雅可布 • 伯努里 (Jakob Ber- 
noulli) 也都是著名的数学家 t 
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…， cos fit，sm nt y 


* *• 


我们把 （1.3> 叫做 （周 期为扣 的） 基本三角函数系. 这 函数系 
的一个值得注意的特点是“正交性”，即任意两个不同的函数的 
乘积在区间 [- m ] 上的积分都等于 0* 事实上，直接计算可得 


(1.4) 

利用三角公式 



n 


l*cos nidt = 0 


S 





l*sin ntdt = 0. 


_ 寘 


cos mt cog nt = — []cos(m — n)t + cos(m + n)t ]， 

2 


sin mt sin nt = 土 [cos(m — n)t — cos(m 十 n)f ]， 

2 


cos mt sin nt = 




又可得到 


( L 5) 


2 


sin(m + n)t - sin(m - n)t], 





% 


. Tt 

cos mt cosntdi 

放 10 , 




t 


n 


sin mt sin ntdt 


K 




-« 


若 m = n ， 

若 m 古 n; 

= n, 

若 m 夫 n ; 



3 ( 


cos mt sin ntdi = 0. 


» 


设周期为 2 n 的函数 /( t ) 在区间上可积.假如以下 


的展式成立 


(1.6) /(0 =：^ + y^(a k cos fct + & fc sin kt). 

2 k 雌 i 

我们希望了解系数〜和 \ 是怎样的.为了这一目的，将 （1.6) 
式两边乘以 co 3 mt 或 sin m ， 然后在区间 [- 上积分.假如 
乘以 cos ⑽或 sin m 的级数可以逐项积分，就能得到 
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cos rut 
sin nt 



+ 




cos mt 

s kti 

sin nt 




sin kt 


cos mt 
sin nt 



这里 《 = 0,1，2, …,再利用 （1.4) 和 （1.5)， 就得到 


(1*7) 




f(Odt 9 
/(f) cos ntdt 9 
/(t)sin ntdt # 


表示式 （1.7) 被称为欧拉-傅里叶公式①. 

只要函数 / g ) 在区间[-〜叼上可积或广义绝对可积，我们 
就可以按照欧拉-傅里叶公式 （1.7) 计算函数 /( t ) 的傅里叶系 
數 a „ a ny b n , 然后写出这函数 的傅里叶級數 


(1*8) ^(a n cos nt + b n sin nt) % 

^ n - i 

请读者注意：上面的探索，依据的是两个未经验证的假设 
(两个加有黑体字的“假如”）.到现在为止，我们还没有理由 
在函数 /( t ) 和由它作成的傅里叶级数之间划上等号.我们约定 

采用记号 


①傅里叶 （Joseph Fourier, 1768— 1830) 是法国数学家 • 他在 1822 年出版 
射《热的分析理论》 一 书中，广泛地运用了形状如 (1.6) 那样的级数展式 # 
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^ 卜1 


C 03 kt + b k sin kt) 


以表示右端的级数是左端的函数的傅里叶级数. 

对于周期为的函数 /( t ), 欧拉-傅里叶公式 （1.7) 中的各 
积分可以在任何一个长为的区间上计算，例如 

f(Odt f 

/(0 cos ktdt 9 
/(Osin ktdty 

fc = l ， 2,3, …. 



如果 /(«) 是在区间上有定义的偶函数，并且在这区 
间上可积或广义绝对可积，那么按照欧拉-傅里叶公式计算得 




/(Osin ktdt 





/(Osin ktdt + 


i C n 

/(t)sin ktdt —— 

Jo ^ J o 



/(t)sin ktdt 

n 

/( - Osin fctdt = 0, 


因而偶函数 / G ) 的傅里叶级数只含余弦部分, 

I 



寺 


并且傅里叶系数可按下面公式计算》 
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2 


I fcodt, 

Jo 

^ JI 

f(t)cos ktdt ， 
Jo 


k = 1 ， 2 ， •••• 


如果 / ⑴ 是在区间[-〜 叫 上有定义的奇函数，并且在这区间上 
可积或广义绝对可积，那么这函数的傅里叶级数只含正弦部分 


¥ 

/(0 ~ 2 ^^ sin 


并且 




f (t) sin ktdt 9 


1 ，2, •••• 


§2 正交函数系，贝塞尔不等式 


在导出欧拉-傅里叶公式的过程中，我们利用了三角函数系 
的一个重要性质 一 正交性.本节对正交性作更一般的讨论. 

考察在闭区间 [ a ,#] 上黎曼可积的函数所组成的集合沒.按 
照通常方式定义加法和乘以实数的运算，身成为一个实线性空 
间.在及上，我们按以下方式定义内积 (•,•)： 

rfi 

(/ ，沒 f(x)g(x)dx 9 

J Of 

这里 p 是取定的正实数，对许多情形，可以简单地取 P = ： u 对另 
外有些情形，取 p 为其他数值更加方便.容易验证，所定义的内 
积具有以下这些重要 性质： 

(11) (/ ，设 ）= (〜/)， 

(I 2) CAi/i + 又 2 八， 5) ~ ^<1 C/l» "I - 〜 (/ 兌， 50 ， 
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V Ai>^2 €*^9 fi ， f 2, 36 茨； 

( I 3 ) (/,/)>0, V /6^. 

请注意，与线性代数课程中的定义稍有不同，这里的内积(/，/) 
是非负的，但未要求是正定的.——对于/6及，单凭（八/)=0 
尚不能断定/ = 0.(在以后学习的课程中，引入勒贝格积分概念 
之后，对此将作进一步的处理， ） 

如果两个函数满足条件 

(f 19) = 0 , 

那么我们就说这两函数是正交的.考察函数系 


<Pq 以 I，…， <Pn 


或者 


炉0,沪 1’ ”•，沪 n ，*••• 


如果函数系中的函数两两正交，那么我们就说这函数系是正交的。 
如果函数系忉 fc } 满足这样的条件： 


<JPk^i> - Ski = 



对于 fc = /, 
对于 


那么我们就说这函数系是规范正交的. 

下面，我们来考察及中的一个取定的规范正交函数系 


沪0,炉 "沪 2，.•.，<%，••• 

假设函数 / e 及能展开成以下形式的级数 


( 2 . 1 ) / ⑻ = ^°k^k( x ) 

以 LOO 乘这式两边得 
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假设上式右端的级数可以逐项积分，就能得到 


1 


1 

*4 - oo 

fc - 0 

: i 


mrm 

— G | , 

1 = 0，1，2，".， 

也就是 



(2.2) 

G k = (/ ，沪 fc ) ， k ‘ 

= 0，1，2，“、 


公式 （2.2) 被称为关于正交函数系{以}的欧拉-傅里叶公式，按 
照这公式计算系数，然后作成级数 




2认⑻ • 



我们约定把这样的级数叫做函数/关于正交函数系 {&} 的傅里叶 
级数，并约定用以下记号表示 

4- oo 

fc = 0 

对于 / e 贫，约定记 

-ii/ll = v/(7T7T. ' 

我们来考察用线性组合 
(2,4) ShHOO 

fc = 0 

逼近函数 /( 幻的均方误差 t 
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下面将指出，在所有的彤状如 （2.4) 那样的 n + 1 项线性组合当 
中，函数/的傅里叶级数的部分和使得逼近的均方误差达到最 
小.在这个意义上，我们说傅里叶级数的部分和是函数/的最佳 
均方逼近，事实上 


2>以 





ft n 

:(/，/) -22 w，^> + Sm 

fc s o k-o 


= ii / p - 

fc c o fc = o 


k^o k*o 

(o k = fc =0 ， 1，•••，《). 

我们看到，当且仅当 

b k = G k y (fc = 0 ， l ， … ，押） 

这样的情形，均方误差才达到最小值 


(2.5) 



对上述事实，可以作如下的几何 解释： 在内积空间7中，规 
范正交向量的线性组合 



张成了一个》+ 1维的子空间设/是空间 V 中的一个点 • 我 
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们希望找出子空间 州 中离 / 最近的点(参看图 20-1), 显然所求的 
点应该是点/在子空间灰上的垂直投影，即 

n 

^] C k e kf 

Jc-0 




_ 
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这里的 （2.5) 和 （2.6) 分别被称为贝塞尔 ( Bessel ) 等式和贝塞 
尔不等式.又因为 （2.6) 式中的 n 是任意的，所以级数24收 
敛，并 a 以下不等式成立： 


(2.7) 

fe * 0 

通常也把 （2.7) 称为贝 塞尔不等式.作为不等式 （2.7) 的推论, 
我们断定 

(2.8) lim = 0 # 

11^+00 

现在，我们苒回过来考察三角函数系 


< 2 . 9 > 



COS JC ， 


— , cosfcjc , 


sin jc , 
sin kx 9 


cos 2 x f 


sin 2 x p 


如果把函数 / oo 与 goo 的内积定义为 


( 2 . 10 ) 


a ， 9 y 



n 


/(x)0O)dx, 


那么三角函数系 （2,9) 是规范正 交的* 我们来考察函数/对规 
范正交函数系 (2.9) 的傅里叶级数 


Ao ^/^ + 2 cos kx + b k sin fcx ). 


通常记％ 而把这级数写成 


( 2 . 11 ) 


— + ^ (〜 cos kx + b k sin fcx ) # 


傅里叶级数 (2.11) 中的系数可按以下各公式计算 


s 


^0 


/ Ya 〆 — 2乂/， 
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m 


(/ ， l) 


f(x)dx $ 







霣 


/(x)cos kxdx f 


fc »1，2, 



K 


/(jc)sin fcjcdjc, 




这就是我们在上节中已经得到的 欧拉- 傅里叶 公式， 
对函数/的傅里叶级数，我们写出贝塞尔不等式 


Al + 




仍然记 A 



2 A 


0, 


就得到 


( 2 . 12 ) 


2 



1 9 





n 


f t ix)dx 9 


由此得知：级数 


2 




2 


十 




m 


收敛，并且有 


2 


(2.13) 


2 


丨 ^ 

+ ^( a i + hx 


f 2 (x)dx 0 


s 


这里的 （2.12) 和 (2.13) 就是关于三角函数系的贝塞尔不等 
式.由此又可得到 


lim 


k 


a k 




lim b 


o , 


—» 


也就是 


<2,14) 


r * 


lim /(x)cos fcjcdjc 
»J * a 




9 
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(2-15) lim /(x)sinfcxdx = G * 

ft - ► + oo J - JI 

值得注意的是： （2.14) 和 (2.14) 中的极限都不能取到积分号 
里面去. 

在下一节中，我们还将进一步推广象 （2.14) 和 （2.15) 这 
样的结果. 


§3傅里叶级数的逐点收敛性 

本节考察傅里叶级数在各点的收敛状况. 3 . a 段和 3. b 段先作 
一些必要的准备. 3. c 段和 3.( i 段介绍最常用的判别法， 3. e 段给 
出傅里叶级数展开的一些例子， 

3. a 黎曼-勒贝格引理 

如杲函数在区间[«，/?]上有定义，并且存在区间 [ aj ] 的 
分割，使得 / Kt ) 在分割的各子区间的内部为常数，那么我们就说 
Mi ) 是区间 [ aj ] 上的阶梯函数， 

引理1设函数 0 G ) 在区间 [ a ,>8] 上可积，则对任意给定的 
£ >0,存在定义于区间 [ aJ ] 上的阶梯函数 A ( t ), 使得 

f:U(0-A(0|dt<e. 

b 

证明因为函数 0(0 在区间 [a J ] 上可积，所以存在这区间 
的一个分割 

Pi a = = 疗， 

使得 


n 

i m 1 
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这里 


Mi = sup gC0 9 m i = inf ^(O, 

<€ il i - l 9t i J te [t i ] 

- 3 

= t 广 t 卜” * = 1，2, 

我们定义这样一个阶梯函数 KO , 

A ( t )= T 7 lf ，* = 

hm = gm . 

在子区间 [ q - oh ) 上显然有 

0 <5(0 - ^(0 <M i - m i# 

因而 

f Iff CO — A(t) I dt = f * j ffCO - h(0 I dt 

■ I 

i ， 1 

在上一节中，我们证 明了： 对于在区间 [-心<] 上可积的函 
数 /( t )， 应有 


lim /(t)cosfctcU = 0 , 

lira j /(t)sinfctdt = [) # 

k ，十 、 * n 

黎曼- 勒贝格 ( Ldesgue ) 引理将上述结果推广到更一般的情形,这 
引理在傅里叶级数理论中起着十分重要的作用. 

引理2 (黎曼-勒贝格）如果函数 Mt ) 在区间 [>,W 上可积或 
广义绝对可积，那么 


lim |^£?(t)coa At = 0 , 

A-^+ 的 J o 
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lim g(Osin U = 0 

证明先设扒 G 是阶梯 函数. 这就是说，存在区间办]的 

分割 

a = tQ<Zti <Z •**n = P ， 

使得 

⑽ ） = 6 、， te 山)， 

1 = 1，2,…，“ 

对这情形，我们有 



y ( t ) co 3 ^tdt 


§/；： 


QCOcos ^tdt 


因而 




■ v 


cos 又 tdt 




b 
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sin It j - sin Xt 


_ 


A 


喻 ‘ i . 


lim 厂 

A ^ a 


flf(Ocos Udt = 0. 


其次，设 pg ) 是常义可积函数.根据引理1,对任意给定的 
£ >0,存在阶梯函数 A ( i )， 使得 

I 

I \ g ( t )^ h ( t )\ dt <± 9 

j " 2 

对于阶梯函数 A ( i ), 根据上面已证明的结果，存在厂>0，使得 
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只要 A > r , 就有 


Cfi 

J A(t)cos ^tdt < 



于是，当；1>厂时就有 





"⑴ COSvUcU 


< 


(^(0 - A ⑴） cos Xtdt 




A(Ocos / u tdt 




< 


15(0 - A(0 



f 允⑴ cos^tdt 

"n 


< 


2 



2 


* 


最后，设函数的)在区间[心幻上广义绝对可积，为了叙述 

简便，不妨设 a 是唯一的瑕点.根据广义绝对可积的定义，对任 
意给定的 e >0， 存在">0，使得 


* 







因为函数扒0在区间1> + 〃,/?] 上已是常义可积的了，所以又存 
在 A >0, 使得只要 A > A ， 就有 

'[[fi g 

9dt)cos 

I a + n I 2 

于是，当;1>厶时就有 

! [ gO)cos xtdt 
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i)cos /jdt 




£/(t)cos Xtdt 



I 9(t)1 dt + 


m/ 


5 (£)cos Atdt 


<-2 


+ 


e 




我们已证明了 


r 存 


lim I g(Ocos ；,tdt = 0. 

t + ooj a 


同样可证 


lim 


y 


g(t)sin/Mt - 0 # 


] 


作为黎曼-勒贝格定理的一个应用，我们来证明 
引理3 (狄里克莱） 




(3.1) 


sin 


l dt 


2 


证明根据广义积分的狄里克莱判别法，可以断定 (3.1) 左 


端的积分收敛。显然有 


(3.2) 



4 


sin 


Ut 


o 


lim 

A — + c 


sin 


~ d / 


Jim 


一-〜 - Ut A 


为了计算 (3.2) 式中最后一个极限，我们利用以下的恒等式 
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Vf - - Lp - -• 公革 ■: M •入 ■:二 



^rnm 


(3,3) 


sin(n 

2sin 丄 



cos t + ••• + cos nt 


将 (3.3〉 式两边从 0 到 《 积分就得到 


( 3 . 4 ) 


smyn + j 尸 

2 sin 1 


dt 


% 


下面，我们来证明 


( 3 - 5 ) 


lim r^'dt 

L -^ + oo a 0 t 


lim f ^dt 

‘—cojo 2sin 丄 


lim r i^'dt. 

n- + °°J 0 2 sin 上 


事实上有 


11 sin Xt 


f 11 811 

J 0 O ci 


dt 


2 sin 


-r 


n sin Xt 


dt 


f t- 2sin— 
- —sin Atdt 

0 2t sin_L 



g(t)3inyUdt ， 


0 
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这里 


t - 2sin— 

9(t) = - A ^ 

2t sin 上 

2 

容易 看出 ： f = 0 是函数 p ⑴的可去间 断点； 补充定义沢 0) = 0 之 

后， 函数扒 t ) 就在闭区间 [0， Jt ] 连续 • 根据黎曼-勒贝格引理， 
应有 


lim 



1 


^(O^in Xtdt = 0* 


我们已经证明了 (3.5) 式.在这式中取 


K 



2 



并利用 (3.4) 式，就得到 



sin t 


dt 


o 


lim r s ^Jidt 
k** + J 0 t 
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lim 




n 


sm Xt 
2 sin ^ 


dt 


Jim 


v 


sin ^ n t 


dt 


2 si 


9 


卜 2 



dt 


4 


sin 


2 







3> 傅里叶级数郡分和的积分表示 


设周期为加的函数 A 幻在区间 [- 上可积或广义绝对 
可积，并设 




cos kx + b k sin fcx) • 


我们来考察傅里叶级数的部分和 


因为 


所以 


n 


心（欠） =~ + y] ( a k c ° s + b k sin 

2 kT } 


a 0 - — I /(u)du ， 

J - 31 


a 


k 


71 


/(w)cos kudu f 


r 


k 


n 


/(ti)sin fcudu, 


fc = I ， 2 ， ••• ， 


Sni x ^ 


2 九 




f(u)du 


n 广 jr 

+ U 丄 f(u)(cos ku 

fc -1 11 J ^ 


# 


cos kx 


+ sin hu * sin kx^du 


n 




/ ⑻ 


2 




cosfc(u- x) 


k 


du 
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. / 1 
smi n + 

f (X + t ) - ■■■ - ■ — 

2 sin 上 

2 

注意到 (3.3) 式，很容易 看出： 这里最后一个积分的被积函数是变 
元 f 的周期函数，周期为2«.因而我们可以把积分区间 [-«-A 
a - 幻换成这样得到 



S n M 



/(X+ t) 



2 sin 









(/(x + t) 



2 sin_ 

2 




通过上面的讨论，我们把傅里叶级数的部分和表示成积分 


A 


Snix) 


fix + t) 


sin(n + +) 


t 


dt 


2 sin 


2 
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1 sinln + ^-U 

: —— (/(x + t) + /(^ — O) --- dt • 

n J o 2 sin 丄 

2 

这样的表示被称为狄里克莱积分. 

引理4 (黎曼局部化原理）设/00是周期为 2 ot 的函数，它 
在 e 间 r - 上可积或广义绝对可积.则函数 / oo 的傅里叶级 
数在任意一点％的收敛状况（是否收敛？收敛到怎样的值？），只 
取决于这函数在巧点的任意小的邻域内的 性态. 

证明在々点，函数/的傅里叶级数的部分和可以 
表示为 


S nC 艽 0) 




J 


0 


/(X 0 + t) + /(^o — O 

■ 

2 sin 


sinf n + 


2 卜 


2 



1 r f(x 0 + n + /(x 0 

m — - •• ■ ■ - — _ 





+ 丄 厂 (…) + / _^i sin / n+ i_W, 

2sin 丄 ^ 2 / 

2 

这里的 5 是任意小的 正数. 在第二个积分中，函数 

■ • . 

/( 文 0 + 0 + f ( X C -() 

2 sin —— 

2 

在区间 D ?，<! 上可积或广义绝对 可积. 根据黎曼-勒贝格引 琴可以 
断定 、 
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由此 可知： 序列{5* 〆 ％)}是否收敛与收敛到怎样的数值，只取决 
于函数八幻在区间0。+幻上的性态. □ 

根据黎曼局部化原理，为了考察傅里叶级数在某点％的收 
敛状况，只须考察+ co 时以下积分的极限状况 




r<5/(x 0 + O +/(r 0 -1) 



2 sin 



2 



下面的引理说明，代替积分 j ^ b 。)， 我们可以考察更简单的积 
分/^(%)的极限状况， 

引理5设周期为 2 ：t 的函数/00在区间 [-«，3 t ] 上可积或 
广义绝对 可积. 我们记 . ; 

* W 

一譬 - f ^^+ 音)-， 

2 sin —— 

2 



»n 


(X 0 ) 





f s f ( x 0 + O + f ( x 0 - 
J 0 t 


—sin 



^ dt f 


则有 


lim d OH (x 0 )) =0. 


证明我们有 


/^n<^o)-7^n ⑹ 




d 


h(t)sin(n 4* 


) td “ 


因为函数 


h(t) =(/(x 0 + O+/(^ 


O ) 


费 


sm 


2 
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t — 2sin —— 


® (f( x o + O + f( x o ~ O) i 

2 “4 


在区间 [0,5] 上可积或广义绝对可积，所以根据黎曼-勒贝格引理 
就有 

lim Og.nCXo')- J s , n (r 0 )) = 0. □ 

tl —*■ - t - oo 

综合上面的引理 4 与引理 5 ， 可得： 

引理6在引理5的条件下，我们有 

liiu _/m (^o)) ^ 0 > 

n +oc 

这里 {* SnOO } 是函数 /( 幻的傅里叶级数樹部分和序列， 

3. C 狄尼-李普希茨判别法 

引理7 (狄尼）设函数 £?( t ) 在区间 （0,5] 有定义,々(0 + )存 
在，并且以下的积分 收敛： 

' s ' .<7 ⑴- ff (0 + ) 丨 心 

Jo i , 

则有 

lim 2 = flf (0+). 

A —+ 欠兀 Jo I 

证明我们有 

J 0 C , 



> ⑴-沒 ( 0+ ) s in 几 t dt + 沒 （0+ ) 


rtf 


# 


sin 


A^at 
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t 


0 




I 



= 、⑴- g(0_±) sin M dt + g(0 + )r 4 ^dt • 

Jo t Jo t 

I 

让 A —+ CO , 上式右端第一项的极限是 0 (黎曼-勒贝格引理)，第 

二项的极限是 ^^(0+ ) (引理 3). □ 

2 

定理1 (狄尼判别法）设周期为牀的函数/( X )在区间[-、 
«] 上可积或广义绝对可积.我们记 

沒 ⑴= /(^o + 0+/(^-0 < 

如果积分 

1 1 口⑴ -. 9 ( 0 + ) 1 ^, 

Jo t 

收敛，那么函数 /( o 的傅里叶级数在点％收敛于 

g(o+) = f(Xo + 0 - )4 ^」〉 • 

£k 

■" 

证明根据引理6和引理7,我们有 

liin S 7 i ( 欠 0) 

n，+oo 

= lim J 6$n (X 0 ) 

n — -f co 

^ sin/n + — V 

=lim 丄「（ /(X。 + 0+/(%-0) - r -^ —办 

ft —+ o & 丨 C ^ 




90) 



dt 


dio +)= 



+ 0) +/(% —0) 
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□ 


推论 1 (李普希茨判别法）设周期为 2 Jt 的函数八 X )在区间 
[ -〜上可积或广义绝对可积，在々点连续或有第一类间断， 
并且在 々点 邻近满足以下的李普希茨 条件： 存在 L >0, a >0 和 
5>0,使得 


I f(x 0 ±0- /(々 ± 0) | v«e (0,5], 

那么函数/00的傅里叶级数在力点收敛于 

/ (^o + 0) + f( x o 一 0) 

- 1 1 _ b_. r _ _ ■ ■ .一 - ■ ■ ■ , .. . ■ mj _ M _ j _ 

2 • 


证明若记 

v 

g(t) = /^Q + O + /( y 0 -O y 

o 

则有 

1 现 r f (0 + ) L<A, v t e ( 0 ,5]. 

因而积分 

p M 々 (_o-g(o + )| df 

Jo t 

收敛. □ 

推论 2 如果周期为 2* 的函数 / 满足以下各条件， 

(1) /在区间上的不连续点和不可微点至多只有有 
限多个； 

<2) /在每一不连续点处具有第一类间断； 

(3) 在每一不可微点（包括不连续点）6以下两个极限存在 

lim /<^ + 0-/^ + 0> 

卜 0 + t 
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iifn im m ， 

t —0 + — t 

么函数 / 的傅里叶级数在每一点％收敛于 

/(^o + 0) + /(欠。 一 0) 

^~2 • 

1 

证明按照所给的条件，不论％是函数/的可微点或者不可 
微点，以下两个极限都一定存在 


lim /(^Q + 0"/( y o + 0) 


j- m /(^o - () 一 /(^o " 0) 



因而函数/在％点邻近满足 a = 1的李普希茨条件 

i/<^o±0-/(^ 0 ±0)KLi, VK(0 ， S]. □ 

注记推论2中的两个极限可以称为广义单侧 导数. 如果 f 
是/的连续点，那么广义单侧导数也就是单侧导数 • 

推论2的条件可以等价地陈 述为： 存在区间的一个 


分割 


GCGO.Cfm 


使得在每一子 E 间上按以下方式定义的函数乃是可 


微的（在子区间的端点处单侧可 微）： 

f/C^ j - 1 + 0 ) ，对于 ~ ^ I - i » 

fi(x) = I /(X), 对于彳 6 [€ i ]， 

因此，对这情形，我们说函数 / 在区间[-心 C 上是分段可 微的. 
引用这样的术语，可以把推论2简单地陈 述为： 

推论2/ 如果周 期为加 的函数 / O ) 在区间上是分 
段可微的，那么这函数的傅里叶级数在每一点 々收 敛于 

a 
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-4： 






/(^o + 0) + ■/ Oo — 0) 

— 2 # 

特别地，在函数 / 的连续点 h 处，这函数的傅里叶级数收敛于 
/⑹. 

3.(* 狄里克莱判别法 

引理8 (狄里克莱）如果函数在区间（0,5]上单调并且 
有界，那么 ^ 

1 lim 2 f <> A ( O ^ I1 ^^ = A (0 + ). 

— ►+ < X3 JO t 

证明假定函数在区间 （0,5] 单调上升并且有界.我们 

n 

来证明 

lim P(A(0 - *(0 + )) ^-^dt = 0. 

X-*^ooJ 0 t 

为此，把上式中的积分拆成两项 《 

P(A(O-A(0 + ))^dt 

Jo t 

( 

= [\/i(O-A(0+))—-df + 厂 （ A(t)-ft(0 + ))^^df, 

Jo t J n t 

■ 

这里的^将在 (0,5) 范围内适当选择*为了估计上式右边的第一 
项，我们利用积分的第二中值定理， 

Jo t 

= ( a (") «/ i ( o + 


4 
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Oi(rj) — h(G + )) 


Cx 




sm u 


du 




因为积分 




sin 


du 


u 


收敛，所以存在 M >0, 使得 


攀 


sin 


^du 




于是 


A ^sin 




xi u 


!iE^.du - P ^du 

U Jo u 


< 



m 


sin 


-d 



{ X ^du 

J a u 


<2M # 


对于任意给定的 e >0, 我们可以选择充分小的〃 € (0,5), 使得 


0<A ⑻ _ A(0 + )<， 


e 


4 M 


对于这样选定了的〃 e (0,5),函数 


ft(t)-/i(0 + ) 


在区间 [ n ，5] 可积，根据黎曼-勒贝格引理，应有 


lim (k(t) 一 h(0 + ))^?-^dt = 0 



因此，存在 A >0, 使得只要 A > A ， 就有 
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「⑽） -A(0+))^^dt <+• 
J 7 I A 

于是，只要 A > △，就有 

⑴一 A (0+)) s J^cU 

. 0 t 


^ ( A ( t ) — A (0 + )) ^ - dt 

Jo t 

+ ⑴一 A(0 + ))^^cIt 

J v t 

<| A (”）- A (0 + )| j 二 ^^ du 



d (A(O-A<0 + ))^~^dt 

n t 


这证明了 

由此可得 


<1 




(A(t) — A(0 + )) 


sin Xt 


dt 




lim f%(0^dt 

A-^ + ooJ o t 



Cd 

lim A(0 + ) 


A + 00 J 0 


sin 



^dt 


二 lim /i(0 f 

人 + 十 oo 





2 


A (0+). 


这证明了引理. □ 

设函数 /( O 在区间 [ aj ] 上有 定义. 如果存在区间1>,月]的 
一个分割，使得在所分成的每一个子区间的内部函数 / C 0 是单 
调的，那么我们就说函数 /( 幻在区间!>，«上分段 单调. 

定理2 (狄里克莱判 别法〉 如果周期为如的函数/在区间 
[-〜 O 上分段单调并且有界，那么/的傅里叶级数在任意一点 
A 收敛于 


/ ( X p + 0 ) + / ( 欠 0 — 0 ) 


证明对于充分小的5>0，函数在区间 
<0,幻上单调并且有界.根据引理8就有 


lim 2 「 /( 欠 0 土 £) 

ft— + 00 Jl J 0 




— dt = /(^o 土 0) • 


由此得到 



_ /(^ o 十 0) + /(文0 一 0) 

■ ■ ■ ■ ■ - - 

2 


□ 


3. e 傅里叶级数展开的例子 

对以下各例，既可以利用 3 .c 段中的判别法，也可以利用 
3. d 段中的判别法. 

例1在区间上把函数 
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fix) = X 

展开成傅里叶级数. 

解首先补充规定 

/< - «) = /(jt) = 0, 

然后再按周期2«圹充函数/^)的定义到整个数轴上 * 我们把 
这样得到的周期为加的函数记为 f (幻（参看图 20-2), 



图 20-2 


因为 foo 是奇函数，所以它的傅里叶级数只含正弦部分， 
按照欧拉-傅里叶公式计算系数得 




sin kxdx 


= ( - l) fc+1 f ， fc = l ， 2 ，、 

根据 3_ c 或中的判別法，可以断定函数 f 的傅里叶级数在任 

r 

何 一 点 A 处收敛于 

罕 

f ( x o + 0 ) + f(x 0 - Q) _ }(^x 0 ) 


我们得到 
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I* 

Jdx )^ 2 ^(- l) k 


f 


h 


sin kx 

■ ■ I » WH 

k 


v ^ eR ) 


X =C 


2^( - W 


k 


sin kx 

~k~ 


， 


m 


V ^6 (一 兀，丌 )* 


例 2 试将函数 

f(x) = X Z ^ [— ： FTqJt] 

展成傅里叶级数. 

m 我们扩充这函数的定义，使它成为周期为 2 k 的函数* 
——扩充后的函数记为/(幻.因为 /( 幻是偶函数，所以它的傅 
立叶级数只含佘弦部分。计算系 数得： 


a 



2 


t 


n 



x 2 dx = 


2 

■ _ 

3 


JT 


2 



a 



x 2 cos rz^rdj ： 


4cos hjt 


n 


2 


(- 1 ) 


n 4 


n 



n = 1，2,.。 


我们得到傅里叶级数展式: 


/ 00 + 42 (- 1 ” 乎， 

(J JM — 1 


V - G R I 


心 f +42(-1” 


n 


cos nx 
n 2 




特别地，在上式中分别取1 = 0和1 = ?1就得到 




n z 
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和 


冗 2 


n 


例 3 设 《 不是整数，试将函数 

/ (t) =5 COS at^ 匸 -5I,3T] 

展开成傅里叶级数* 


解我们扩充这函数的定义，使它成为一个周期为加的函 
—扩充后的函数记为？(0, 因为 f (0 是偶函数， 所 以它的 


数參- 

傅里叶级数只含有余弦部分.计算系数得: 




* COS atdt = 2 g in . q .!I 

o an 


9 


An 





cos atmcos ntdt 


0 


rn 


n 




0 


[cos (a n)t + cos (a + n) J]dt 


1 


f"sin (a — n) jt r sin (a + n)^ 


ff 



a -n 


a + n 


sin a. 



n 


a — n a + nj 


(— )n 2^ sin ot^ 

n (a ? - n 2 ^ f 


n = 1,2, 


我们得到这函数的傅里叶展式 


j (0 


n ^ 1 


限制在上就得到, 
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(3.7) eos at 


9 


sin an 




+ 


71 


a 


势 ), 




例 4 利用例 3 中所得到的结果，我们来推导函数 


Ctg "^ s 7 n , 


的简单分式 展式. 

在 （3,7) 式中令 


冗就得到 


jr c,tg an 


一 


a : + 厶 


2 o 


n 


a 2 





用欠代替 a , 可以将上式写成 


<3,8) 


Jt ctg nx = — + ^ 

^ n* i 


2x 





在 （3.8〉 式中令又得到 


C 3.9) 


Ctg ^ r= ^ + V 


2 z 


^ ^ sr 2 — n 2 n 2 


n 


C ^^ kn % k 


0, ± 1, ±2,—)* 


在 （3.7) 式中令 


0 就得到 


Jl 


零 


sin aji 


v 

Tl - 1 


(一 I) n 2a 


a 2 — n 2 


用 x 代替 a ， 可以将上式写成 


( 3 . 10 ) 


K 


51U 3TJC 


又 （-1” 


2x 


x 一叫 # 


⑽ Z ). 
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在 (3.10) 式中令 s = 又得到 


( 3 , 11 ) 



sm 3 z 




n 


Z 2 — n 2 n 2 


(0#fcjr,fc = O, ±1 ，土 2，"*) - 

我们将所得到的一些有用的展式小结如下 


S 


jt ctg nx 



x 



2 x 


n 


x 2 — n 2 


㈣ z), 


Jt 


sin jt ^： 





■ 

S ( - i) n 


2x 


n 


x 2 -n 


2 


( xgz ) 


虐 


ctg r 








n 




n-n 


2 


fc 二 0, 士 JU±2 


) 


8111 Z Z 


2(- l ) n ^ 


2 Z 


n 


之 2 — n 2 jt 2 


(z^kn 9 fc = 0, 土 1 ，土 2, •••>• 


例 5 在区间 （0,2 a ) 将函数 





2 


展开为傅里叶级数， 

解首先补充规定 

/(0) =/(2兀）=0， 

然后按周期加扩充函数 / CO 的定义到整个数轴上 • 
助函数记为/00,计算傅里叶系数得： 


C 2 


JI 一乂 


扩充后 


^0 ~ 


JI 


0 


dx - Q> 
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cos kxdx - 0, 


于是，我们得到 


^ sin kxdx 


k 


k — 1 ，2, 




肀 oo 


sin kx 

k 


0<^<2^. 


a 




§4 均方收敛性与帕塞瓦等式，等周问题 


前面我们谈过，在可积函数类深[>，3]中，可以引入内积 


(/,5) 



fi 


f(x)g(x)dx % 


a 


利用关于积分的等式 



/ 2 (x)dx 




a 




5 2 ( x ) dx - (j 


2 


CP Ci 


J 



if 2 (X) g z c j/) + / 2 (t/) g 2 (x) ]dxd 友 




/(x)^(x)/(j/)<7(j/) dxdif 



2 




J 




容易得到 
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(/，9) 2 < (/，/)(£?， 



据此又可证明：“范数”① 

1/1 卜 n/(77?) 

满足以下的三角形不等式 , 

设/,/» € 龙 [a, « (n = 1，2， …、 

如果 

lim ||/ n -/|| =0, 

你4 + 00 

J 

也就是 

lim (/ n (x) -/(jc)) 2 dac = 0, 

TJ W J €t 

那么我们就说函数序列（八以)}在区间 [a，« 上均方收效于函数 
f M • 

容易 证明： 如果函数序列 { fnW } 在区间 [a, 々]一致收敛于 
函数/00,那么这函数序列也必定在区间 [a,#] 上均方收敛于函 
数 /00. 

然而，相反的论断却不能 成立. 因此我们说：均方收敛性弱 
于一致收敛性. 

如果函数级数 SWCO 的部分和序列 

n 

S n (X) = y]u k (x) 

L ' l 

在区间 0,0] 上均方收敛于函数 /W， 即 

iim l^n-ZII =0, 

H —► + oo 

那么我们就说这函数级数在区间 [a,« 上均方收敛于函数 /oo. 
下面，我们着重考察函数类 

j [— 沉， 冗], 


© “范数”二字加有引号，因为我们是在较弱的 .S 义下使用这个词,虽然仍有 

1 /!> 0 ，但单凭 i/S = o , 尚不能断足 /= o . 
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约定对这函数类引入内积 


Cff9) 二丄 f f(x)g(xydx 9 

J — 

并相应地定义范数 

I 

本节的主要任务是证明：如果那么/的傅里叶级 
数在区间 [- 上均方收敛于这函数本身. 

在下面的讨论中，我们把基本三角函数系中任意有限项的实 

系数线性组合叫做三角多项式. 

-■ 

4.a 均方逼近 

在本段中，我们证明：龙中的任何函数都可以用三 
角多项式作均方逼近. 

设/是周期为加的函数，它在区间上可积或广义绝 
对 可积， 又设 

(4.1) 5 , oW,-S , l (x),*..,S , nW,- 

是函数/的傅里叶级数的部分和序列.我们把序列 (4.1) 中前 n 
项的算术平均值 

n-i 

(4.2) OT„(X)= 丄乏 ) 心 00 

n ic-0 

叫做函数/的第 n 个费叶 ( Fejfer ) 和 (n = 1，2，*“）. 

下面的引理给出费叶和的积分表示. 

引理1在上面所述的条件下，我们有， 
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nt 


sm 




dt 


* 


sm 


打二 1,2, 




o 


据此又可得到恒等式 


nt 


2 njt 



sm 




sui 


，2, 


证明我们有 


S k {x) 


2 丌 



sinl fc' 
f(x + t ) —— ^ 



dt 


sin 一 


0，1，…，打 


由此可得 


〜00 


2nn 



In- t sin/fc + ^ V \ 

/( 川 ) 2」了卜 

\ fc5a ° sin — / 


利用恒等式 


嚐 _ ^ 

S 

0 


sinf fc + 




sm 
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n- 



= 2 
fc-o 




n - i 

2 [cos kt - cos (A ； + l)i] 

k = 0 


我们得到 


nt\ 2 


1 一 cos nt 


sin 


2 


sm 


sin- 




sm 


<7 n ( x ) 


2 nn 


f(x + t) 


j n 


31 


* 


sm- 



2 


dt 


n - 1，2，“、 


特别地，对于函数/(幻=1，计算傅里叶系数得 

= 2, =0, k = 1，2，"％ 

直接从定义可得 

J n ( x ) = 1 ， n = 1 ， 2 , • 

再与上面得到的积分表示比较，就得到 



2 n % 




挙 


nt\ 2 


sm 


* 


sm 


2 




n = l ，2，.“. □ 

51 理 2 设 / 是周期 为加的 函数，它在区间上可 
如果函数/在区间 [ a - /7,月十 /?] 连续(7>0),那么函数/的 
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费叶和序列 { cr „ W } 在区间 [>,« 上一致收敛于 /( jo . 
证明函数/是有界的.可设 


i ； (x) V^eR. 

又因为函数/在闭区间 [a - ^9 +幻上一致连续，所以对任意的 
^>0,存在56(0，们，使得只要 

x f ,xeLa-r}^ + T}2, \x r -x\<d, 

就有 

1/(-0 -/(x) |<A 

于是，对于就有 


CnO ) - I ( X )\ = 



(/(x + o »/W) 




sin 


j/(x 十 t ) —/( x )| 


nt\ 2 
2 


dt 


sin 





* 


sm 


nt\ 2 
2 




sin 


2 


dt 
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< 2M 

2 n sin^A- 

2 

于是，只要 《 充分大，就一致地有 

1。％(丄0 - /(川 <h V ^€ !>，々]• □ 

作为引理2的直接推论，我们有 

定理1设/是周期为加的连续函数, a „ (幻是函数/的第 rz 
个费叶和，则 { hOO } —致地收敛于/00, 

注记维尔斯特拉斯的第二逼近定理说：周期为231的连续函 
数可以用三角多项式一致逼近，我们这里给出了第二逼近定理的 
一个构造式的证明一具体地构造出逼近序列0„00}. 

引理3设 /e 深 LO , 则对任何 e >0, 存在周期为2冗的 
连续函数0，使得 


I 卜 /«<“ 

证明改变可积函数在有限个点的值，既不影响可积性，也 
不改变积分 的值. 必要时改变函数/在区间的一 个端点 
处的值，可以要求这函数满足条件 

f (―艽）二 f (乂“ 


因为及 L - n ]， 所以对任意给定的 s > o ， 存 在区间/ =[-冗， 


的分割 


使得 


Pt 






这里 


Z ] iM k - m k }^ x y <^ 




M>snp f(x )， m =inf f{x )， 

ze J xci 
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Mk - sup f (x) f m k 二 ii 

X€ / ^ 怎 € 


inf J (x )， 


i x k - iy x kJ ^ 


A^ k 


二 1 ， 2,…， P 


我们作这样一个折线函数 5 


9(x) =/(Xn) + 


/(^ fc ) — fbk-i 


■_ ■ 


(X — Xh )， 


^ ^ E^fc -* 1 9 戈 fc ， f 


k = U 2 


e*c 


P 


显然函数 P 在区间 [-心<] 连续， 并且满足条件 

.9( 一 jt) - gW. 

我们可以扩充 p 的定义范围，把它延拓成周期为加的连续函数 • 
还容易看出，函数 P 满足这样的条件： 




v xe[^tc^,x k ] 


fc = 1 ， 2, …， P 


因而有 


■ 


. 語 f: 


k 


(g(x) —/(x)) 2 dx 


< \ 〉二、 M k -rn k ” Ax k 

k - 1 




这就是 


# 


\9-f\\<e. 


□ 
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定理 2 任何函数 / e ^ C - 都可以用三角多项式均方逼 

近，使得均方误差小于预先给定的正数匕 

证明对于任意给定的 e >0, 根据引理3,存在周期 为狀的 

■ 

连续函数0，使得 


我们以〜( X )表示函数以 X )的第 n 个费 叶和. 根据定理 i , 三角 
多项式序列在区间一致收敛于函数因而 
也在这区间上均方收敛于函数 0( 幻.于是， n 充分大时就有 


这样的 k 就使得 


\ T n - 卩 ||< 音 . 


< 





4. b 傅里叶级数的均方收敎性与帕塞瓦等式 

设£是”+ 1维欧几里德空间，而 e „ 是空间£中的 
规范正 交基. 于是，任意的可以展开成 

X = 戈0已0十 欠+ ••• + X n G nf 

并且有 

n 

1 ® 0 

——这后一等式可以看作勾股定理的推广， 

在可积函数类货 [ aj ] 中，定义了内积并给定了一个规范正 
交函数系 {&} 之后，自然可以计算函数/对正交系 {&} 的傅里叶 
系数〜，〜，••••在前面的讨论中，曾经证明了不等式 
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fc ■ f. 

现在，我们提出这样一个 问题： 在怎样的条件下，上面的不等式 
成为等式？ 

在下面的讨论中，我们认为在及 LaJ ] 中已经取定了一个内 
积 

rfi 

(/，flO = P fWg(x)dx 9 

Jo 

定理 3 设 / e 及0,们， {&} 是沒0，化中的一个规范正交 
函数系，而 ，^1 ， …， 心，…是/关于 { Pfc } 的傅里叶系数9则以下三 
条件互相 等价： 

(1) 可以用…，心 ，… 的有限线性组合逼近/,使得均 
方误差小于任何预先给定的正数^ 

n 

(2) 当 n ^ + oo 时，傅里叶级数的部分和;^在区间 
[>，々]上均方收敛于 /(XI; 

争认 

(3) V^.-([/|f 2 . 

k ; 0 

证明先证 “（1)^(2)”. 设 (1) 成立，则对任给的 s >0, 存 
在办 o / i ， …，〜 6 R ， 使得 

11 k-0 1 

对于 n > iV , 如果记 

办 JV+ 1 = ••• = = 0, 

那么根据傅里叶级数部分和的最佳均方逼近性质就 可得到 

k m 0 k m 0 
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这证明了 （2 h 

以上征明了 “(1) 今⑵” . 而 “(2) 今 （1)” 是显然的.我们已 
经证明了条件 a ) 与 (2) 的等价性.至于条件 (2) 与 (3) 的等价性， 
则可从下面的等式看出： 


注记 


fc * 0 

人们把 



□ 


2^ = li / i 2 

U ^ o 

叫做帕塞瓦 （ Parseval ) 等式或者封闭性 方程. 定理3讨论了帕 
塞瓦等式成立的条件. 

定理4设 {&} 是沒[>，幻中的规范正交函数系，/ 和沒是 
及 [ a ,)8] 中的两个 函数. 如果 




⑽）〜 Swo ), 



并且 


那么就有 



ii/iis ^n = \\9\\ 2 9 


a 


1 史猶 

c k^k = (/ ， 0 〉 • 




证明显然有/士屈 [ a ，«， 并且有 

(J 土 = (/, f / c ) 土（沒，沪 fc ) 


因而 
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fix) +g(x)~ ^(o k + V k )<P k (x) $ 

k^O 

of- 

fOO - g ( x 、〜 ^ Cc k - V k )< P k ( x ^. 

k *9 

根据定理 3 可以断定，对于函数/ + 0和函数 /-A 帕塞瓦等式 
仍 成立： 

+ or 

2 w + d 2 = y +9 i z f 

fc ■ 0 

SOrh 〉 2 = II/-S! 2 . 

fc-0 

上面两式相减就得到 

h » 

办 fc y fc = (/，fiO. n 

fc =■ 0 

注记上面最后一个式子也被称为帕塞瓦等式.在这式子中 
取没=/就得到原来形式的帕塞瓦等式.因而这里给出的是更一 
般的形式. 

定理5 在及 [- h 幻中，考察关于基本三角函数系的傅里叶 
级数，我们得到： 

(1) 任何函数 /e 身[-%<]的傅里叶级数均方收敛于这函 

数多 

(2) 设 _ n，®] ，并设 

/( x ) — ~ + ( a k cos kx + b k sin kx ) 9 

2 卜丨 

则有 

I 

1 ‘ * 

^ ^ 2 ^ + == 1 1 n 尸⑶如 
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t 


(3) 设龙 [-冗， 兀]，并设 



2>>c cos kx + ft fc sin kx ) ， 

k 霣 1 


ff(x) 



2 (a fc cos fcx + J3 k 3in kx )， 

fc a 1 


则有 


S (a fc a fc +Z? fc^) /W 々⑻ dx - 

L /c- 1 ^ J - n 


证明稂据定理2,身 [-、<] 中的任何函数 / 都可用三角 
多项式逼近，使得均方误差小于任何预先给定的正数匕再利用 
定理3和定理4，就得到本定理的 结论， □ 

定理6设 / e 劣[-〜<]，并设 


/( X )〜 



+ CO 

2> 


oos kx + b k sin kx ) ， 


则有 


X 


f(t) dt 


0 




cos kt + h k 


sin fct)d£ # 


不仅如此，还可以 断定： 上式右端的级数在区间[- «,<1 —致收 
敛于 

i x f(Odt. 

J 0 

证明我们以(幻表示函数/00的傅里叶级数的部分和， 

则有 





x 


fiDdt 
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至此，我们已完成了定理的证明 * n 

注记这定理告诉 我们： 可积函数的傅里叶级数总是可以逐 
项积分的.值得注意的是，不论可积函数的傅里叶级数本身是否 
收敛，由这级数逐项积分所得的级数总是一致收敛的. 


4.C 等周问題 

在周长相等（设为 L ) 的所有的简单闭曲线当中，怎样的曲 
线所围的面积 A 最大？这就是著名的“等周问题”.早在古代, 
人们就已经猜测这样的曲线应该是圆周.但这一事实的严格证明 


357 





直到近代才得 到 # 

I 

十九世纪的数学家斯坦纳 （ Steiner ) 曾用朴素的几何方法证 
明了： 除了圆周而外，任何其他的简单闭曲线都不可能是“等周 
问题”的解.下面，我们扼要地介绍斯坦纳的论证.首先指出： 


如果简单闭曲线 V 是“等周问题”的解，那么这曲线必定是凸 
的.否则，我们可以不改变周长而设法把所围的面积扩大（参看 
图 20-3). 其次，如果曲线 r 上的两点 Z 和 B 把这曲线分成长 



度相等的两段，那么联结这两点的直线—定把曲线 V 所围的 
图形分成面积相等的两部分.否则我们可以用面积较大那一部分 
关于直线 AB 的反射图形代替面积较小的一部分，这样就扩大了 
总共所围的面积（参看图20- 4), 

现在，我们把问题转 化为： 寻找两端同在一条直线上的长度 

为 f 的凸曲线，使得这凸曲线与直线所围的面积为最大，我们指 

出： 如果从这凸曲线上的任意一点向两端点引射线，那么这两射 

线所夹的角必定是 直角. 否则，只要把两射线的夹角改成直角 

(不改变图中画阴影部分的形状），就能扩大所围的面积（参看 
图 20-5)• 
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图 20-5 


如上所述，斯坦纳证明了》“等周问题”的解如果存在，那么这 
解就一定是圆周. 

性急的读者或许会认为斯坦纳的上述论证已经完全解决了 
“等周问题”.斯坦纳自己当时也是这样认 为的. 但后来维尔斯 
特拉斯指出了这推理方式的漏洞.斯坦纳仅仅证明了 t 如果等周 
问题的解存在，那么这解只能是圆周，然而解的存在性是需要证 
明的 • 

后来有许多学者继续研究等周 问题. 有的把斯坦纳遗留下来 
的漏洞补好，有的发展了其他的证明 方法. 下面将介绍等周问题 
的一种著名的分析解法.这种解法是胡尔维茨 （ A . Hurwitz ) 在 

1902年作出的.我们限于在分段连续可微的简单闭曲线类中讨论 
问题. 

设 V 是一条具有分段连续可微的参数表示的简单闭曲线，其 
周长为 L , 以弧长为参数，可以把曲线 V 的方程 写成： 

b 

x = x(s) 9 y = Hs ) ， 50 [0,L], 

(x(0)=x(L) ， y(0) = j/CL)) # 

为了下面讨论方便，我们作变元替换 



而把曲线 V 的方程改写为: 
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x = < p ( 0 , y = ^(0 ? $[0,2 沉]， 

(湯=炉(2苽）， ^(0) =^(2 Jt )) # 

涵数 sp 和 P 可以按 周期加 延拓，然后展开成傅里叶级数 t 





cos kt + b k sin kt ) 9 


T ▼ 

f ( t ) - ( a fc cos kt + P k sin kt ) 9 


我们来考察导函数 〆 和 〆 的傅里叶级数 


〆 （ t) 



2 ( a’ fc cos fct + 心 sin fct ) 


c 


9 


^ ( t ) 〜 2 cos 以 + 以 sin fcO • 

2 f 


通过简单的计算就可得到 


«0 




〆 (⑽ = 逆） --釀 =0 


a fc 


J。〆 


( t)cos ktdt 


^(0 cos kt 


+ k 




炉 （ t)sin ktdt 


kb 


ky 


b* k - - ha 


fc ， 


fc = 1，2, •••• 


类似地可得 


a o = 0， a fc = 允彡 fc ， Pk ~ 一灸 a 

k = 1，2，"、 


fc ， 


借助于帕塞瓦等式，可以用傅里叶系数叭, \， afc , jSfc 等， 
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示曲线 y 的周长 l 与面积 >4. 首先注意到 


L 


1 1 


L 


4 n 


ds 

St 


2 


(〆(0) 2 + (r (0)* # 


从这关系出发，利用帕塞瓦等式就得到 


2 兀 


cy a)) 2 ^ cr ( 0 ) 2 ]dt 




S [(&) 2 + 叭） 2 + «) 2 + ( ft：”:i 




丁 

^^(ag + q + a 卜扣 ) • 


■ 


其次，将曲线 V 所围的面积 A 表示为曲线积分并利用帕塞瓦等 
式，我们得到 





沪⑴少 ’ (t)dt 


= ji 

fe - 1 

■ ， 

. + C^r ^ ^ 

k - 

(这里，我们假定当参数 t 从 0 变到牀时，点 Op ⑴， 憎)沿 
逆时针方向描出曲线 h 必要时以胙代替 t 作为参数，总能 
使这要求得到满足， ） 
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利用周长与面积的表示式，我们得到 




L 


2 


—1 t 

4« 2 




-s 


^ ( a kPk " & fc a fc ) } 

Urn 1 ^ 


2 


> )■ 

{S [(㈣ 

1 


*WH 


夂 r + ( fcW ] 


\ 


+ S (fc2 - d ⑻ + 以） • 


■ 


上式右边各项都是非负的.我们证明了 “等周不等式 


t 


(4.3) 




L 


2 


4兀 



当且仅当下面的条件得到满足时，等周不等式才能取等号: 


P k ， 允办 一 a ” fc = l ，2，."； 

a k - P k = 0 9 fc = 2,3, •••• 

这就是说，当且仅当以下条件满足时， （4.3) 才能取等号: 


(4-4) 



这也就是说，当且仅当曲线 V 的方程为以下形状时， (4*3) 中才 
能取等号* 

jc = y (O = — + aj cos / + ^! sin t 9 
, 1 0«2«, 

y =r ]p(t) — b x cos t +fli sin 
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或者 


( x - +( 卜守 ) 4 + K 

这样，我们证明了：当且仅当曲线 y 是圆周时，它所围成的面积 
才能达到最大值 

, L 2 


§5周期为奴的傅里叶级数，弦的自由振动 


5.a 周期为 2/ 的傅里叶级数 

与周 期为加 的情形类似，对周期为2«的函数/00,也可以 
讨论它的傅里叶级数展开问题.这里只简单地陈述相应的结果， 
证明的过程就不再重复了. 

在中可以引进内积 

(/，50 = -fj 1 f( x )d(x)dx 9 

按照这内积，以下函数系是规范正 交的： 


( 5 . 1 ) 




千是，我们可以来考寮函数 /6 及 [ -M] 关于 (5.1) 的傅里叶级 
数： 



这里的系数可按以下的欧拉•-傅里叶公式计算 
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a 


o 




/(x)dx, 


a 


k 



i . knx , 

/ (x) cos I djc. 


b 


k 



. . krcx 

/(x)sin -f-dx 9 


fc = 1，2, 


对于任何函数及 [-/，/]， 以下的帕塞瓦等式成立 


a 


0 


2 





k 


尸⑻ ( be ， 


o 


并且有 


lim ISn-f 


0 , 


n 


这里的是函数 / 的傅里叶级数的部分和 


一 / 、 a o \r^/ , • knx 

5nW=^2 +2J \ a k cos-|— + £> fc 3in-| 

fc ■ 1 ' 


n = l , 2 , w 


如果周 期为如 的函数 / 在区间[- GO 上分段可微或者分段 
单调，那么这函数的傅里叶级数在任意一点％收敛于 

/ ( X Q 十 0) + / ( y Q ~ 0) 

2 # 


如果/是周期为如的偶函数，那么/的傅里叶级数只含佘 


弦部分: 


d/\ ^—^ fC TCX 

fw 〜飞々 cos —厂 

^ /c- t 


其中 
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/ ⑻ dx ， 



/(x)cos 


knx 


dx 9 



如果 / 是周期为 2 /的奇 函数，那么/的傅里叶级数只含正弦部 
分： 


其中 





f(x)sin — dx, 


fc = 1，2，"、 


5 .b 弦振动方程 

我们来考察数学物理中的一个颇有名气的问题一弦的自由 
振动 问题. 这问题曾在十八世纪中叶到十九世纪初引起了数学界 
的一场大争论，促进了傅里叶级数理论的诞生和 发展. 这问题的 
实际模型是弦乐器上的一根绷紧的弦.这弦受到初始拨动之后就 
开始振动发声，在振动的过程中不再受到外力的作用（所以被称 
为“自由振动”）.下面，我们来推导弦的自由振动所满足的方程. 

在平面上选定一个坐标系 oxy , 为了下面叙述方便，我们 
认为 ox 轴沿水平方向而 oy 轴沿竖直方向 • 设弦 ol 张紧在 
0(0,0) 和 l ( z ， o ) 两点之间.这弦受到一个在 oxy 平面内的初 
始拨动之后，就在这平面内振动 • 我们设这弦是绝对柔顺的(没有 
弯曲应力，张力沿着这弦的切线方向)，完全弹性的〈弹性张力的 
大小//与相对伸长成正比）和均勻的（线密度 p 是常数 )• 我们 
只限于考察弦的微小横振动.即认为弦上每一点只在竖直方向 
上作微小的运动，干是，弦上每一点的纵坐标 y 取决于该点的横 
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坐标 X 与时间变量 t : 

y = y b• 

因为弦的振动很微小，在振动过程中所增加的相对伸长可以忽略 
不计，所以可以认为弹性张力的数值 H 始终不变（等于乎衡状态 
时弦的张力). 

考察这弦上介于点0，#0^))与点(^ +么^0^厶\0)之 
间的一小段.我们对这一小段写出牛顿第二定律的方程.因为在 
水平方向上没有运动，所以我们可以集中注意力于竖直方向，设 
在点 ( hiKht )) 处，弦的切线与 0 X 轴的夹角为 a ( x〆 〉， 则有 


(5.2) 


H sin a(x + ^x y t) - H sin a(x, O = p^x 


d 2 y 

di^ m 


因为弦的振动很微小，可以认为 


sin a^tg a 


dy 

w 


于是方程 (5,2) 可以写成 


h(~(x + Ax,0 - = 


P 


这式两边除以然后再让 Ax — 0取极限，就得到 

力— o d ^ 

H d ^ zzp W ^ 

I 

弦的自由振动应满足这样的方程 


(5.3) 

_ 

■ 

其中的 c 是一个常数 


d z y 2 d 2 y 
W" c dx^ 
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弦振动的实际问题，还给方程 (5.3) 的解附加了一定的条件*因 
为弦的两端是固定的，所以解应该满足这样的边界 条件： 


i / (0> 0 — ^ > 0 ^ 0# 

又因为弦的振动是由初始拨动所引起的.初始位置和初始速度决 
定了以后的振动状况，所以解应该由以下的初始条件所决定： 


夕（欠， 0) =炉00, 


dl 

dt 


(尤 ， 0) z W (^0 • 


这里 的函数 P 和0在区间 [0， z ] 上有定义，并且满足条件 

炉（0〉= ^(0 = ^(0) = ^(/) = 0* 


5.C 用分离变置法解弦振动间题 

考察附加了边界条件与初始条件的弦振动问题, 


(5*4) 


d 2 y 2 d 2 P 
— » — ^ * - 

沢 2 拍 2 ， 

y(0 ， t) == =0, 

y(x,o) =Hx )， 


尝(、0) 

at 


= 妒 00 


我们将用分离变量法求解这问题， 

首先，暂不考虑边界条件与初始条件，我们先来探索弦振动 
方程 (5.3) 的以下形状的解： 

(5.5) y ( x , t ) ^ X ( x ) T ( 0 „ 

将 （5.5) 代入 (5.3) 就得到 

Xix)T f iO 

也就是 
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(5,6) 


: r(o ? x f/ (x) 

- — . 」 一 t — ■- 

T (0 XW • 


这式的左边只是变量 f 的函数，右边只是变量欠的函数，要使 
(5.6) 成为恒等式，必须等号两边的比值都是常数.我们设 

X f / ( x ) 1 

" Yoo " = a - 

于是得到 

f X ^ - XX = 0, 

(5.7) 

l T f/ - Ac 2 T = 0. 

p 

为了使函数 

y(x，0 =XWTco 

满足边界条件 

3 fCO f O = X (0) TCt ) =0, 

■ 

y(U) ^XC^TiO =0, 

还应要求 

X (0) =X(0 =0. 

我们寻求满足以下条件的函数/(工)： 

jX ,f - = 

X ( 0 ) -^(0 = 0 # 

分几种情形来讨论. 

情形1又= 0•求解方程 X 〃=0， 我们得到 炙 
但要满足条件 

义 ( 0 ) =^( 0 = 0 , 

只能是 a = 0 = O, XW^O. 对这种情形，不存在非平凡解. 

情形2 ^>0. 对这种情形，求解方程X〃-;IX = 0,我们得到 

X ( x ) 十 

但要满足条件 
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义 （0) =a + j 5 


X (0 = ^ 




+ 0 e 


V A t 


o , 


只能有 = 即 X ( 幻=0,对这种情形，也不存在非平凡 

解. 

情形3 A *=- M 2 <0. 对这情形，方程 


X // + / i 2 ^ = 0 


的通解为 


X 00 = a cos (ix+ P sin fix. 


但要满足 


X (0) - a =：0 f 

X0) =3 cos 1^1 + P sin = 0 


只能是 


\X (^) = 存 sin fix . 




nit 


n = 1，2, •” • 


对应于这情形，方程 


T ;/ +^ 2 o 2 T = 0 


的通解为 


T(0 = A cos c^t + B sin clH. 


于是，问娌 




d 2 y 

w 


d 2 y 


c 


2 


dx ” 


y(0,O = y(ljO = 0j 

= XMT (£) 


的非平凡解只能是 


/ 、 , , cn ^ • cnn \ t tin 

2 /n( x ft) != ( An c09 +Bn sm~— t J sin 了 X, 


R = 1，2, … 
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我们把上面得到的解迭加起来，希望和函数能满足初 
始条件.这就是说，要求 




cnn , cnn \ m me 

>,( An cos 丁 t + 及和 sin^-Msin 丁 x 


满足条件 


■ _ 買 

y(X, 0 ) = ^An 


nnx 

sin—r- = <p(x 、， 




dy ^ ^enn . nnx 

5( 戈， 0) = 〉 : ^r^Btx sin — p — V^C^)# 


l 


m 


虽然函数 KD 和 K 幻只在区间[0，幻上给出，但我们很容易把这 
两函数扩充为定义在 E 间 [-40 上的奇函数，然后又可按周期如 
把这两函数的定义域扩充到整个数轴上.扩充定义后的函数仍记 
为 *00 和 WO：)， 作这两函数的傅里叶展开，就可求出解 
J/k〆) 表示式中的系数 A n 和 j9 n b = l，2,〜)/ 这样，通过试探， 
我们得到弦的自由振动问题 (5.4) 的以下形式的解 


jKx , t ) 





cos C - n . K t + Bn sin— nic 


, nn 
sm —x 


■ 


其中 


A 


<p(x)sin dx ， 


0 


B 


2 
cnn 


tp(x )sin dx f n 


!，2, … 




0 


还需要验征所得的表示式确实是弦振动方程的解.为此，需 
要对* 和_加上一定的条件.我们不准备叙述细节，只是指出以 
下结果：如果0是4次连续$微的， ♦ 是3次连续可微的，那么 
利用分部积分法容易得到* t 
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An== 0 ( 占)， Bn " °(^)- 


在这样的条件下，所得的 v ( tt ) 的级数表示式可以逐项微分2次， 
并且容易验证这表示式确实满足弦振动方程. 

考察弦振动方程解的级数表示式，对于弦乐器的发声性能， 
可以得出一些有趣的结论.首先，我们注意到，弦的各谐振分量 
的圆频率为 



对应着基音，其他的 、 (n = 2,3, …)对应著泛音 • 基音的频率 

(基频) 决定了音调的高低.基音与泛音的能量对比决定了音色. 

% 

我们 看到： 

a ) 弦的振动频率与弦长成反比，因而较短的弦发出的声眘 
较髙； 

(2> 弦的振动频率与张力的平方根成正比，因而张得越紧的 
弦发出的音越高* 

(3) 弦的振动频率由弦长、弦的线密度以及弦所受的张力决 

定，因而拨弦的位置基本上不影响音调（但可能擦响音 色)* 

, 

§6傅里叶级数的复数形式，傅里叶积分简介 

6.a 傅里叶级数的复数形式 

在电工学中，通常把如下形状的量叫 做复锴振劲： 

( 6 * 1 ) x^ce*^* 


这里的复数 



被称为复拫幅，而实数 o 被称为圆频率.复谐振动 （6.1) 可以写 
成 

X - ce imt = r (cos(^t + Q) + t sin((tJt + 0)) • 

我们着到， （6.1) 的实部或虚部就是通常的谐振动.复振幅的模 


就是通常的振幅.复振幅的幅角0就是通常的初相，在交流电的 
应用中，常常需要计算频率相同但振幅与初相不同的若干量的迭 

d 

加.这时采用复数形式就比采用三角函数形式方便. 

周期函数的傅里叶级数展幵，意味着把复杂的振动分解为谐 
振动分量之和，下面，我们设法把各谐振动分量写成复谐振动的 
形式，设/⑴是周期为 2 Z 的函数，它的傅里叶级数为 


+ (a fc cos Tcot + b k sin k(ot ) ， 


2 


这里 


m 





我们有 


2 



^ (a k cos loot +b k sin ko>t) 


2 



r 


h k ) (cos koit + i sin k(oV) 


2 


+■ — {a k + tb k ) (cos ko)t — i sin k^t) 
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= 2 c 、 e _， 

这里 


这样得到的级数 





+ tb 

Y ~ 


k 




fc ， 


fc= 1，2，"、 



2 


<? fc e 


ik^t 


被称为函数 / 的复数形式的傅里叶级数，记为 

+ oo 

( 6 . 2 ) /⑴〜2 • 

fc * -oo 

其中的系数可按以下公式 计算： 


Co=a i s iiL m ^ 


c 





J /(0 (cos ko)t — i sin k(Ot) dt 


If 1 

2/ J ^ 


Ht ) e ~ 


I / C ® t 


dt. 



心十 

- 


th 


J 1 /(O (cos 

1 f(Oe ilia>t dt 


ko)t + t sin ko)t)dt 


<y = 了 ， fc = 1 ， 2 ， .•• • 

在本节中，我们把 在医间 [-/，o 上可积的实变复值函数的集合记 
为及如果在及 [- M ] 上定义厄米特 ( Hermite ) 内积如 

下： 

(/, 々 )= ^ m geodt t 

那么函数系 


是规范正交的(这里事实上，我们有 






'dt 







如果 m = n ， 
如果 m :， n # 


复数 形式傅里叶级 数的系 数计算公式可以写成 
374 
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% = (/(o ， w*) ， fcez. 

在实际应用中，常常需要考察一个周期量 /( o 的各谐振分量 
的振幅分布情况.把 /( t ) 展开成傅里叶级数 

4 - 00 

/⑴= 2 C W *， 

ft » 

我们看到：对应于频率 

⑴，2 w ， •*• , kco ， ••• , 

相应的谐振分量的振幅为 

\ c i I * l^a I ，•“ ， kfcl • 

以横坐标表示频率，以纵坐标表示振幅，我们作出如图 20-6 那 
祥的图示. 





人们通常把象图 20-6 那样的图示叫做頻谱固，频谱分析是研究 
各种实际振动问题的很有用的工具 # 

6. b 傅里叶积分简介 

设/(0 是 定义于 R 上的一个非周期 函数， 截取这数定义 
在 r - M ] 上的一段： 

f I CO = /CO» 1 〆 ]， 

激后将这段函数按周期2/延拓： 
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I 




f i (t + 2pO = / (0 ^ V ^ 6 [ — /, /] 4 P 6 X • 

这样，我们得到一个周期为的函数 /,( t ). 如果函数/⑴是连 
续的，并且在任何有限区间上分段可微或分段单调，那么函数 
/ i (0 就可以展开成傅里叶级数 

(6.3) 


这里 

4 




ne Z, 


我们来考察，当 Z —> + oo 时，展式 (6.3) 的极限大致是怎样 
的.为此〗我们把 w 看作一个连续变化的实变量，而把看成 w 
的离散取值 # 注意到 

nn (n — 1) it 

— /.I —^ ^ 



我们可以把 （6.3) 式写成 

(8*4) / z (0 2 fO n dr . 


当 + oo 时，可以设想 （6.4) 式的右端趋于如下 


的积分 



dio 


f /( r )<? i * u " T ) dr # 

J * oo 
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于是得到 

(6.5) /(0 = 厂 / ⑴ e i<B (卜 

2 兀 J - ⑺ J - OC 

这里的讨论当然不能看成严格的 证明* 但通过这样的讨论，我们 
可以猜测，在适当的条件下，函数/能有彤状如 （6.5) 那样的 
积分表示.我们把 （6.5) 右端那样的积分表示叫做傅里叶积 

分* 

人们常把 （6.5) 右端的两重积分拆开，分别写成 

( 6 . 6 ) f(0J) 

和 

(6.7) /(0 = f fOo ) e ie > t dio , 

J — oo 

从函数 /(0 到函数 /( O 的变换 （6.6) 被称为傅里叶变换.从函数 

到函数 / G ) 的变换 (6.7) 被称为傅里叶逆变换.这里的情 
形可以与周期为加的函数的傅里叶级数作一类比.如果我们把 
周期为加的函数 / G ) 的傅里叶系数记为 f 00,那么 

(6.8) f(n) = -if /( T ) e -i*»*r dr 

2^tJ -n 

( nez >. 

从函数 /( i ) 到它的傅里叶系数 /( n ) 的计算公式 (6.8) 可以看成 
“离散的傅里叶变换”，而傅里叶级数展式 

(6.9) /(0= 2 /⑻…… 

fin ^ co 

可以看成“离散的傅里叶逆变换”. 

上面关于傅里叶积分公式 （6.5) 的讨论只不过是形式主义 
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的 推演. 限于篇幅，我们略去严格的证明.这里 K 仅指出：如果 
函数/(<)在（ - ⑺，+ 0 O ) 连续可微并且绝对可积，那么以下的傅 
里叶积分公式成立， 


fit) 


2Jt 



du ) 


/(t)e f 


(t - 


dr . 


最后，我们简单地介绍傅里叶积分公式的其他形式.显然有 



/⑴沒 


} dr 





/(r )cos (o(t - r )dr 




/(r)sin 0 ){t - r)dr 




这积分的实部是 o 的偶函数，而虚 部是& 的奇函数，因而 


2汉 



do ; 



f(x^e ia>{t ^ r) dx 


2it 




■ 

da) /(r)cos cj(t — r)dr # 


于是，傅里叶积分公式 （6.5) 可以写成 


/(O 






/(r)cos w ( 卜』 r)dr # 
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第二十一章含参变元的积分 

我们来考察积分 

f b 

/G ， x)dx 或 g(t 9 x)dx m 

J a J a 

这些积分的被积函数，除了依赖于积分变元 x 而外，还依赖于一 
个参变元 l 由这样的积分，定义了参变元 t 的函数 

Cb 

<P(t) = f(t 9 x)dx 

J a 

或 

r+co 

少 （ f )= 没 

J a 

本章就来研究用这种方式定义的函数. 


§ i 含参变元的常义积分 

设 DCIR , 函数/(«，幻在 ZPXOJ ] 连续 • 本节考察这样 一 

些含参变元的积分： 

•• 

/(0 = \ b J(.i 9 x)dx 

I 

和 

J(t 9 u,v) = i V Ht f x)dx. 
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首先考察对参变元的连续性， 

定埋 1如果函数/(«，幻在 jDxOJ ] 上一致连续（例如这 
样的情形， D 是有界闭集，函数 /( t , x ) 在 上连 续〉， 
那么由含参变元的积分所定义的函数 

/(0 = { b f(t 9 x)dx 


在集合 D 上连续. 

证明对于 GheD ， 我们有 


|/( t ) »/ O 0 ) I = J (/( f ? Jc ) -/( i 0 J x))dx 




， x )- f ( t 0 ， x ) | dx # 


因为函数 / G ， 幻在上一致连续，所以对任何 e >0, 存 
在5>0,使得只要 

a 

t , t ; eD , x , x f 

\ t — t f \ < C 5 j \x — x f j < i 8 f 

I 

躭有 


w — a 

于是， R ^ ht 0 eD , \ t - t 0 \< d f 就有 

|/(0 *-/ao)KfVa^) -/Oo^) |dJf<e. 


这证明了定理. 口 

定理 r 设函数/(«,幻在 [ a , 幻 x [ a ,/»] 上连续，则函数 

rv 

/(t ， w ， y) = I /(t ， x) 
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在 [0，《¥[>,&；^|>,6；]上连续. 

如果函数 /( t ， x ) 满足上面所说的条件，函数和 0(0 在 
区间 0,3] 上连续，并且 

炉⑴ 

， V 【 G [®， 点]， 

妒⑴ 

I 

那么函数 

T , rt ( t ) 

K(t) ^z\ /(f ， x)dx 

J 9( t) 


在区间 03] 上连续. 

证明因为函数 /( f ) 在 [ a ,/?] x [ aj ] 上连续，所以可设 
我们有 

J(t f u f vy ^ f f(t 9 x)dx 


Po fUo fv 

= f(t 9 x)dx + f(t 9 x)dx+ I f(tyX) dx f 

J »o J tt J v 0 

I /( t ， t /，- / (尤0, w o , t ^ o ) 丨 

< \ V \f(t f x)-f(t 09 xyydx 

J u ft 




f(t 9 x) djc 



f(t,x)dx 


"b 

< |/(^^) \dx + M\u^u 0 \ +M\v-v 0 \^ 

利用这不等式，读者可以毫无困难地完成定理第一部分的 证明， 
如果把 
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夂⑴= 



IK " 

f^t 9 x)dx 


9( t) 


看成复合函数 《 


那么定理第二部分的结论也立即可得到. □ 

下面，我们考察含参变元的常义积分对参变元的可微性 • 
定理2设函数 /( t ， x ) 在1>，^¥[>，&]上连续可微，则函数 


/(0 = { b f ( t y x)dx 


在区间[>，反]上连续可微，并且 


P C0 = ( b M ^ L dXm 

J a CrC 

证明我们有 

/(t + T) -/(Q 

r 

*h 

' I 

I 

= 「 fCt + r y x)^f(t 9 x) dx 



b df 


=I — (t + Qx 9 x)dx 9 

cdt 


因为函数幻在 [ a ，《 x [ aj ] 上是一致连续的，所以对任何 

at 


e >0, 存在8>0 ,使得只要 

t ’， te [ a ， j 9], 夕，欠6|>，办]， 

* \t / — 1 1 < 15 ^ 卜尤 |<C 5 ， 

就有 
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. i ：-, - ^ ■■ K -讲 办 I •取？ ■•••■•:»»•• 




< 


e 


b — a 


于是，只要 0<M <5, 就有 





b 


df 


df 


m (t+er ^-^ 


1 


dx < e # 


□ 


定理 2 


设函数 /( W) 在[>，幻\(>，&]连续可微，则函数 


j • 

】 ( t ， u , y ) 



f(t 9 x}dx 


在 [a， 们 x[M]x[M] 连续可微，并且有 


dl 

dt 


(t ， u ， p) 



u df 

■ ，■丨 

ndt 


(t ， x)dx 


dJ 






(« ， w ， y) = — /(t,u )， 


dJ 


l ■ _ 


dv 




如果函数 /( f， 幻满足上面所说的条件，函数 P ⑴和 sKO 在 


区间 0,0] 上连续可微，并且 


史⑴ 




♦ 0) 


< t > 9 


V ^ G [a ， 卢 ] 


那么函数 


KO ) 




rt ( t ) 

\ m/^ X)dX 


在区间 O, A] 上连续可微，并且 
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9 iU 


(t) +f(t 9 1p(t))r(t) m l 
证明 侬据定理2,我们求得 


^~{t 9 u 9 v') = J* dx^ 


依据第九章 S 3 的定理2,又可求得 


dl 

du 


(t f u f v) 




dv 

从这些表示式可以看出：函数是连续可微的 • 把尺(*> 
看成复合函数 t 


利用复合函数微分的链式法则就得到 

K f (0 = I*'' 1 'ItSh^Ldx 

J9it) dt 

最后，依据重积分化为累次积分计算的有关结果，我们陈述: 
对参变元积分的法则： 

定理 3设函数 /( f ， 幻在连续，并设 


则有 


/ <0 = 


6 

f(t f x)dx f 

a 
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a 


工 ) dt ) d \ 


证明在所给条件下，函数 /( f ^) 在矩形 [ a ,« x [>，] 上 
的二重积分与两个累次积分都存在并且相等.我们有 


fb Cb Cfi 

dt /(t ， x)dx= dx /(t,x)dt # 

a J a J a 


这也就是 


m: /(t,jc)dt 


□ 



设 6> a >0, 试计算积分 


I 


-ZJLdx 

lux • 


解这积分可以写成 


J 0 J a 


s 为函数 


fix f py = x v 


在[0，1]¥|>,&]连续，所以两个积分号可以交换次序，我们得到 




r b dj / f i x » d * 

*1 0 «1 Q «1 d m 0 


b dt/ 

. …胃 _ 

aj / +1 


In 



a + I * 


例 2 设1，1)，试计算积分 


/(O 



cos 0 + r *) 
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——这里，我们借助于“万能替换” 求出原函数，然后利 

用牛顿-莱布尼兹公式计算积分. 

因为有 

"( 0 = 0 ， Vre (- l , l ), 

I 

所以八 O 在区间 f -1,1) 上是一个常数 t 
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这样，我们证明了 


/(r) =7(0) = 0* 



ln(l - 2r cos 6 + r 2 )d0 = 0, 


Vre(-l,l). 


§2 关于一致收敛性的讨论 

在考察含参变元的广义积分之前，先对一致收敛性问题作较 
一般的讨论. 

本节中，我们作以下这些一般性的 假定： D 和£是 R 的子 
集合，(或者 + oo ) 是£的聚点；函数在 Z ) X £ 上有定 
义，并且对任何存在有穷的极限 

lim F(t,u) ^(p(t)eR 

(或者 lim F(t 9 u) =«P(0eR). 

— + 

定义 1 如果对任何 e >0, 存在 5>0( 或者 A >0), 使得只 


要 

ueE ， 0<| w - u 0 |<5 

■ 

(或者 w 6£，«> A ), 

就有 

sup \ F ( t f U ) \ <8, 

ten 


那么我们 就说： 当《 沿五趋于(或者 + 03) 时，函数 
对 teD —致地收敛于极限函数炉⑴，记为 

I 

( ten , u —> u 0 (或者 + co )). 

E 

仿照第十九章§2定理2中的作法，我们可以证明： 
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定理 1 当心时（或者 w + co 时），函数对 
teD 一致地收敛于某个极限函数的充分必要条 件是： 对任意的 

«>0,存在5>0 (或者△>())，使得只要 

• • 

u ， w’e£, 0< | W ~ W 0 I <5, 0<|u / - w 0 |<(5, 

(或者 《，ve£，«>A,« / >A,> 

就有 

\F(t,u) -p{t 9 u f ) |<e, Vf6 D. 

在第十九章中，我们曾讨论了函数序列的一致收敛性.其实， 
这里所介绍的更为一般的一致收敛性，仍可借助于函数序列的一 
致收敛性来加以考察的. 

定理2当》~*%时（或者 u -> + od 时)，函数 F ( t , w ) 对 

/eo —致地收敛于极限函数的充分必要条件是：对于 

£ M u fl } 中满足条件的任意序列 { u n } (或者£中满足条件 
ii„— + oo 的任意序列{、}),相应的每一函数序列 

^n(0 ~ F t^n) 9 n = l ， 2 ，*"， 

都在 JD 上一致地收敛于极限函数 < P ( t ). 

证明条件的必要性很容易 验证. 下面，我们来证明条件的 
充分性（用反证法），假如当时（或者《—十 oo 时），函数 
F(f，u ) 对不一致收敛于0(«)，那么对某个 e >0, 不管 
«€ N 怎样大，总存在 《n 6£, 使得 

O"^ | — ^0 I(或者 “n〉^0 ， 

sup \F(t f u n ) ~<p(t) l^e, 

t€D 

对这样得到的函数序列 {〜}， 虽然有 

£\{^ o }f ^ n - *"^0 9 

(或者 五， u #-^ + co ,) 
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但相应的函数序列 

9 n (t) =F(t,u n ) (n = l ， 2 , …） 

却不能一致地收敛于极限函数《(《)， □ 

下面，我们考察极限函数的分析性质. 

定理 S 设 £) = [>, 幻， £( 二 R , w 0 是五的一个聚点（或者 
+的是£的一个聚点)，函数 FGP ) 在 Dxj ? 上有定义，并且 
F ( t , u ) 对每一取定的 weE 是 t 的连续 函数. 如果当« 0 时 
(或者当 u —+ co 时） ，函数对 —致地收敛于极限 
函数? Kt ), 那么函数? 5 ⑴在 D = 0,0] 上连续. 

证明任意选取一个满足以下条件的序列 

Un6E\{u 0 }, U n -^U^ 

(或者 u n 6£， U fl -*- + 0 O .) 

我们来考察函数序列 

中 n (t) — F (t ， U n ) ， Tl zz 1,2 > 

这连续函数序列在 D 上一致地收敛于极限函数 0 (0 ，因而 H 0 
在上连续. □ 

定理4设£> = 0，;5]， fiCZR ， w 0 是石的一个聚点(或者+ oo 
是五 的一个聚点），函数 F ( t ， u ) 在 Dx £ 上有定义. 

如果 

(1) fXhw ) 对每一取定的是变元*的连续可微函数； 

(2) 当《->« 0 时（或者 u —+ CO 时)，函数 F (<， u ) 收敛于 

极限函数 

dF 

(3) 当 时（或者 w + + oo 时），函数对 eeD 

一致地收敛于极限函数 K 0 ， 

那么函数在 Z ) 上连续可微，并且有 

证明任意选取一个满足以下条件的序列 
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^ R \\ } 9 

(或者 £y 、-> + 0 O # ) 

因为函数序列 

炉 n (,) " F (n ^ 1 > 2 ^ •••) 

收敛于极限函数 0(0, 而函数序列 

dF 、 

屯 n O ~ f ^ n ) (打 = 1，2，."） 

* 

在 D 上一致地收敛于极限函数 ^(0, 所以函数 ⑼在 D 上连续 
可微，并且 

^(0=^(0. □ 

定理5设 = [ a ， 万] ，£ C ： R _， ti 0 是 J ? 的一个聚点（或者+ 03 
是五的 一个聚点），函数/=^，10在 Dx 丑上有定义，并且 F 0 9 u ) 
对每一取定的 we £是变元《的连续函数 • 如果当%时（或 
者当+ 00时)，函数对 —致 地收敛于极限函数: 
叫 ），那么就有 


(或者 



dt = 



PC 0 dt 9 


，彡 f 8 \ 

lim F ( t - V u)dt = ^( t ) dt # ) 

U — ^ ck> J a ) a / 

E 

证明 任意选取一个满足以下条件的序列 {〜>* 

u n £\{^o} > “ 竹 — 

(或者 w n6 五， U n -^+OOj 

因为函数序列 

h 

n(0 ^FCt,u n ) (n = l ， 2 , …〉 

在 £> = 0,幻 上一致地收敛于极限函数 ⑽)， 所以有 
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也就是 


lim 




<Pn(Odt 



Jim 厂 F(t,u n )dt= 

J a J a 


因为对任意满足前述条件的序列 {« n }， 上式都成立，所以 



尸 （ t ， u)dt = 





(或者 

CH ffi \ 

lim pd^At = (p(t)dt m J 
tt-* + J cr J a / 

^ F 

r 

关于函数序列的狄尼定理有如下的推广 
定理6 (狄尼定理的推广）设 D = 或 

者 u 0 = + oo 是五 的一个聚点,函数尸 ( t , u ) 在 Dx £ 上有定义并 
且当时收敛于极限函数 K 0, 

如果 

(1) 对每一取定的 《 e /?, 函数 F ( t , u ) 关于变元《单调上 
升 j 

(2) 对每一取定的五，函数 fga ) 关于变元 e 连续, 
<3)极限函数在£>上连续， 

那么，当«->« 0 时，函数/^，《)对（€乃一致地收敛于逆⑴ . 
证明因为是五的一个聚点，所以至少在《。的一侧含有 
E 的无穷多个点 • 如果在％的左侧含有£的无穷多个点，那么就 
可以在五中选取一个严格单调上升的点列使得 



我们来考察函数序列 

^n(0 — 9 n = 1 >2» 

显然每一函数心⑺都在闭区间/) = [0,们连续，并且序列 
{^(0} 单调收敛于连续函数 ^(0- 由关于函数序列的狄尼定理 
可知：序列汐 n ( f ) }在£> = [ a ，)6] 上一致地收敛于极限函数 9(0. 
于是，对任何 e >0, 存在 TVeN ， 使得 

o<iP(o-? w (0<e, vteD. 

这就是说，对于△=%有 

0^<P(t)-F(t 9 ^<e 9 yteD. 

因为函数 F ( t ,«) 关于变元单调上升，所以只要 


« e £, ao < u 0 , 

就有 

O<^(0 -Fa,«x<p(0 -F0,A) <«, 

vteD . 


这证明了 I 当 we 五， U 。 时，函数 F ( t , u ) 对 KZ ) —致 

地收敛于极限函数 H 0* 如果在《。的右侧也有£的无穷多个点， 
那么同样可以 证明： 当 ueE ， u > u 09 时，函数尸 ( t , to 对 

teo —致地收敛于极限 函数以 《)• 这样，我们完成了定理的证 

明. □ 


§3 含参变元的广义积分 


本节考察含参变元的广义积分，包括含参变元 的无穷限积分 



f ( t 9 x ) dx $ 



g(t,x)dx 



以及含参变元的瑕积分 
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h ( t 9 x)dx (fl 或 6 是瑕 点）. 

因为对这几种情形的讨论，没有实质性的差别，所以我们将集中 
注意力于上限为+ 00的积分 



fdt 9 x ) dx ^ 


3. a 含参变元广义积分的一致收敛性 

设函数/0,幻在 Dxl >，+ co ) 连续，并设对每一取定的 
teo , 以下的积分收敛： 



/(t ， x)dx. 


我们来考察“部分”积分 


如果当 U -^ + CO 
数 


F(t ， u) 




/( f , x ) dx , 


时，函数 fg ， u ) 对 




致地收敛于极限函 


炉 （0 =j /( t ， x ) dx . 


那么我们就说：含参变元的广义积分 


f ( t , x)dx 

J C 

对 —致收 敛* 

这定义可以更具体地表述如下《 如果对任何 o>o, 存在 
A > C , 使得只要是《>△，就有 
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f ( t 9 x)dx - 


C 



f ( t f x)dx 


C 


r 

1 u 



<e ， Vte/ 5 , 


那么我们就说含参变元的广义积分 



f ( t 9 x^dx 


对—致收敛. 


上节所得的结果，都可应用于这里的情形.例如，由上节的 


定理1可得 


參 

_ 



定理1 (一致收敛的柯西原理）设函数 f ( t 9 x ) 在 D x [ c , 
^ O ) 连续，则含参变元的积分 



f ( t 9 x}dx 


一 致收敛的充分必要条件是：对任何£>0，存在 A>e 
要是 V > u > A ， 就有 


使得只 


f ( t 9 x)dx |< e , Vi 6 L » # 

J U 


由上节的定理 2 可得 


定理 2 


设函数 /( h 幻在 Dx [>，+ co ) 连续，则含参变元 


的积分 



f ( t 9 x)dx 


C 


致收敛的充分必要条 件是： 对于满足条件 


n >° 9 11 




的任意序列 {««}, 相应的函数序列 
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fn(0 


f(t 9 x)dx 



(n 二 1，2, •••） 


一致收敛. 

由上节的定理3可得： 

定理3 设函数/(«，幻在 

+oo) 

连续，并设含参变元的积分 

| fQ 9 xydx 

对—致收敛，则函数 


«p( 0 =j f(t,x)dx 

在区间 [ a ,/ G 连续. 

由上节的定理 4 可得： 

定理4 设函数/0，幻在 

1> ，办 ] x(>, + oo) 

连续可微，积分 



f(t 9 x)dx 


对任意收敛，而积分 


对—致收敛，则函数 


H 0 



f(t,x)dx 




在连续可微，并且 


395 



(t) = (tfX) dx 0 

J C dt • 

由上节的定理 5 可得 
定理 5 设函数 / G , 幻在 

[a ， 办 ] x [c， + oo> 

连续，并且积分 



f(t 9 x)dx 


对 te [ a ， 幻一致收敛，则函数 



«?(0 = | fct f x)dx 

C 


在区间 [ aM ] 上的积分可以按下式计算 





( p y t)dt 


a 



c 



p \ 

f{t 9 x)dt )dr, 

tx / 


这结果可以写成 



dt 



/( t ， x ) = 


C 



c 




由上节定理 6 可得 
定理6 设函数 /( f ) 在 


[CS ， 万 ]X 0, + oo> 


连续并且非负(即 >0)1 并设积分 



f(t,x)dx 


C 


对任意的 [a 收敛.如果函数 


< P (0 


f(t ， x)dx 
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{ 



在闭区间 [ aj ] 连续，那么积分 



f ( t ， x)dx 


对^ C a >^ H — '致 收敛， 


3. b 关于两个广义积分运算交換次序的问题 


在定理5中，已经讨论了一个常义积分运算与一个广义积分 
运算交换次序的问题.一在广义积分一致收敛的条件下，我们 
得到 




dx /(x, 々） d 夕 




本段将进一步考察两个广义积分运算交换次序的问题， 
定理7 设函数 /( x ， y ) 在 


[_ a 9 + oo ) x [ b 9 + 00 ) 

连续并且非负(即 >0). 如果 
(1) 任给 A > a ， 积分 



f ( x 9 i/)dp 


对—致收敛， 

(2) 任给积分 





对托|>，5]—致收敛, 
那么就有 


<3.1) 



f { x ， y 狗 
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-这式的含义是：如果等号一端的积分收敛，那么另一端的积 

分也收敛，并且二者相等， 

证明设 (3.1) 式左端的积分收敛.对任意的因为 

CB 「+ ⑺ 

J b J b 

所以 

h 叫 a f( X ， W dX 


叫 fix ， y、dy 

J b 


r 




f t r JO 

dx| f(x 9 \/)dp<C + oo. 


由此可知， （3.1) 式右端的积分也收敛，并且 


J h 





dx 




b 


因为已经证明了 （3.1) 式右端的积 分的收 敛性，所以又可用类似 
的办法证明 




dx 


味令 oo r ^ c» 

dy 

J h J b 




这样，我们证明了 


I：M 


f ( x 9 y)dp 


V 


dj / 




* 


定理 7 的以下推论，对于实际应用来说，是特別方便的 # 

推论 设函数 f ( x ， j /) 在 

■ 

[ a 9 + co ) x 0, + oo ) 
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连续并且非负，如果 


<p(x) = f(x 9 i/)dt/ 

J b 
丨和 

fW = f f(x $ j/)dx 


分别是 ^ 1>, + od ) 和 ye [^, + oo ) 的连续函数，那么就有 



f(x,p)dy =z 



f(x ， y)dx. 


证明根据本节的定理6，可以断定这里的情形满足定理7 

• 的全部条件. □ 

定理7要求被积函数不改变符号,因此在应用中颇受限制， 
下面，我们考察更一般的情形. 

两个广义积分运算交换次序，相当于“在广义积分号下取极 
限”.在进一步讨论之前，需要对这问题作一些说明. 

首先，我们指 出：与 “在常义积分号下取极限”的情形不 
同，为了在广义积分号下对函数序列取极限，单凭一致收敛的条 
件是不够的.请看下面的例子， 

例1 考察函数序列 


因为 



如果 ^ e [0, n ), 

如果 ^ e [ n ,2 n ), 
如果 ^ e [2 n , + oo ). 
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I /» (欠 )I < 丄， v r e [o ， + °°) ， 

n 

n = 1，2，.“， 

所以函数序列 {/« 00 } 在区间 [0, + co )- 致收敛于极限函数 0 » 
但显然有 

f + OC 、 

lim f n ( x)dx -1^0. 

fl-* 4* coj 0 

对于含参变元的函数，也有类似的情形： 

例2 考察定义于 [0，+ co ) x [ l ，+ co ) 的函数 


显然有 


尸 （ X ， y) = 



如果 ^< v 9 

如果 v ^ x <2 v 9 
如果 ^2 v . 


| F ( x ， tO |< j ， V 0 c ， i 06[0, + co ) x [ l , + oo ) # 


由此可知 

p 

F ( JC , y ) mj 0 (jce [0, + 00), y -> + 00). 

但却有 

r + oo 

lim F(x 9 v)dx = 1 尹 ()• 

y - ► + ooj o 

关于在广义积分号下取极限的充分条件，我们有下面的引 

理： 

引理假设 

(1) 函数尸 (Jf ， y) 在 O,+co) xO, + oo) 连续， 
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(2) 对任意的 x 6[ a ,+ co )， 存在有穷的极限 

I 

lim i 7 ( 欠， = 识（欠>， 

U -* + oo 

并且对任意给定的 A >〜 当 +co 时，函数 FOc ， y ) 关于 xe 

> - b h ■ ■ 

O , A ] —致地收敛于极限函數>00,即 

F(.x,v)ZHX^W (^e [^, A], + co) , 

(3) 函数 F ( x ， u ) 能被一个与 i ; 无关的可积函数“控制”—— 
这就是说：存在一个定义于 [ a , + co ) 的非负函数 G 00， 使得 






G(x)dx< + oo 


和 


\Fdx,v)\^G(x), VxeO ， +co) ， t/6C & » + °°)^ 
在上面所说的条件下，我们有 


lim FC X f^dx - I jP(jc) dx f 

r -* + w J a J a 


也就是 


lim 


FC ^, t;)dx 


(lim F(^,y))dx # 


a 


证明首先，依据条件 (2) 和条件 (3)， 我们得到 


I 炉 00 丨 < 卵）， 


\/xeo, 十 oo)* 


其次，由条件 (3) 可知，对于任意给定的0>0，存在，使 
得 


f 争 … 

J. 3 


于是有 



F ( x f v ) dx - I < p ( x)dx 

a J a 



401 




妒 （ x) I dx 



\ F ( x 9 v ^) |dx + 



I 炉 （ x)|dx 


| dj ： 

^ ^ oo 广 + oo 

+ Jx C( x )d^+ j GWdx 


< \F(x 9 v) - <p (x) I dx + 

J a 



因为当 i ^> + oo 时，函数 F ( x ， t ；) 关于—致地收敛于极 

限函数 《 p(JO (条件 (2)), 所以存在 A >~ 使得只要是 IC>A ，就 
有 



A 


a 


\F(x 9 v) - 妒 （ x) |djc< 


3 


于是，只要 * C > A ， 就有 



尸 （ x,tOdx — 


a 


<P (x) dx <£• 


□ 


定理 8 设函数 /( uO 在 


a 



°°) X [by + oo) 


连续，如果 


(1) 任给积分 



/( 欠， y ) 办 


对 re [ fl ， A ] —致收敛， 

(2〉任给 B 〉 b ， 积分 
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f(x ， y)dx 


a 


对少—致收敛， 


(3) 




b 






或者 





b 


\f(x 9 p)\dx< + co f 


那么就有 



dx 


a 



/( x , j /) dj / 


dj / 


ij 


/(x,y)djf. 


证明为确定起见，设有 



+ no f + 50 

dx\ |/(x ， y)|dy< 
a J b 




秦 


我们记 


F ( x 9 vy 


j fix, t/)dy 9 


二 


/( x ， i /) dy . 




|/(x , 州 dy. 


这样定义的 F ( r ， tOdOO 和 G ( x > 满足上面引理中的全部条件 
因而有 


lim 


晒 

v)dx 





炉⑴ dx . 


a 


容易看出 
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lim 


F(x 9 v)dx 


lim 


ooj 



V 


dxl /(x,^)dj? 

b 




lim f dy\ f(x f j/)dx 
> -► + oc J h J fl 



/(x f y)dx 

a 



<p(x)dx 


a 




f% 



dxl f(x 9 i/)dff 0 

b 


我们证明了 




f(x ， y)dx 




a 



dx 



b 


f ( x 9 i /) dj / 0 


□ 




关于广义积分一致收敛性的一些常用的判别法 


与函数级数的情形类似，对于广义积分的一致收敛性，我们 

也有 

维尔斯特拉斯判别法设函数 /( i , 幻在1)><[>， + 00)连续， 
函数扒幻在 [>, 十①)连续，并且 

I/G ， 幻十 ⑺）* 

如果广义积分 



gWdx 


收敛，那么含参变元的广义积分 


j c fityX)dx 

对 〖 ez ? —致收敛， 
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证明对任何 e >0, 存在 A > c , 使得只要是就 


有 



f0 9 x)\dx 


<r g(x)dx<8, \ften. □ 

J u 

关于条件收敛积分的一致收敛性，我们有狄里克莱判别法和 
阿贝尔判别法， 

狄里克莱判别法设函数 / G ， J0 和 00, 幻在 Dx[c, + C 0) 
连续.如果 

(1) 对任意取定的 te />, 函数 / g , 幻关于 x 单调，并且当 
x -> + eo 时，函数 /( t ， jc ) 对 feD —致地收敛于0 , 

(2) 部分积分 

I g{t 9 x)dx 


对 t 和致地有界，即存在 M >0, 使得 

I 

J g(t,x)dx <M, V «>e. 


那么积分 



f(t ， x)g(t ， x)dx 


对—致收敛. 

证明对于《/>«>〜利用第二中值定理来估计以下积分, 
我们得到 



f(t,x)g(t 9 x)dx 
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=|/(t ， u 〉 \ 5 g(t f x)Ax 


+ /(t,u / ) j gCtfX^dx 

J. 

因为当 y _ + oo 时，函数 /( ty ) 对致地收敛于 0, 所以 
对任何 e >0, 存在 △>〜 使得只要是就有 

|/(“w)|<w ， [/(tjUO | 


yteD . 

于是，只要 “>»>△， 就有 



fCt,x)g(t 9 x)dx 




Vf €/3. □ 

阿贝尔判别法设函数 /( h *) 和5(1^0在£^[>,+ oo ) 连 
续.如果 

(1) 对每一取定的 t 6 D , 函数 /( t , x ) 关于 x 单调，并且 

yteD ， xeic 9 +oo>, 


(2> 积分 

r+oo 

J git^x^diX 

对—致收敛， 

那么积分 
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f(t 9 x)g(t > x)dx 


对 teD —致收敛. 

证明对于“>«>~我们有 

|f f0 9 x)g(t,x)dx 



/(M) 9 (t,x)dx 

J U 



/ G〆 ） 



gdt 9 x)dx 


<K (III g(t f x)dx 


+ 



F 


g(t 9 x)dx 


m 


对任何 e>0, 存在 A>c， 使得只要是〆 >*0>A， 就有 


j >， 


jc)dx 


< 


2K 


， yten. 


于是，对于就有 


ru 1 

fityX^git^x^dx 

J U 


<K 


2K + 2K 


yteo . 




例 3 设函数 0 OO 在 [0, 



) 连续并且广义可积，求证 


lim 



r+oo 

g(x)dx^ I g(^x)dx 


证明我们看到 
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( 1 ) 对于取定的 ae [ 0 ， v ]， 函数 


f ( a ， x ) 


关于单调，并且显然有 


|/(a ， x)|d ， re[0 ， +oo) 


( 2 ) 积分 


J g(x^dx 


收敛, 


根椐阿贝尔判别法，我们断定积分 


r+ a> 

f(a,x}g(x)dx 
J 0 



-ax 


gWdx 


对 ae [ 0 , 7 ] —致收敛，因而函数 


梦 （ a) 


a 


X g(x^)dx 


在 [ 0 ，〃] 连续.于是有 


lim ^P(a) -^(0), 


这也就是 


lim 



e^ ax g(x)dx 





p ( x ) dx . 


0 


□ 


3. 


计算广义积分的例题 


为了计算广义积分，常利用含参变元的积分的有关定理 
看下面的 例子. 


例 4 设试计算积分 


( 1 ) 



a 



dx f 
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对 J/e [ a —致收敛(可闬狄里克莱判别法判定)。在 (3.2) 中作 


变元替换 x 


U 


y 


就得到 



+ ^sin xy 


o 


x 


dx 



o 


sin u ^ n 

~ du = t - 


我们最后求得 



COS 



一 cos bx 

X 2 


dx 




例 5 试计算以下几个积分 



⑴丨 e^ ax oosPxdx (a>0), 

0 


( 2 ) 



e 


sin jSx 


o 


x 


dx (a>0 )， 


(3) 


广 g 


Px 


dx 


V 1 


解 Cl ) 可以直接利用牛顿-莱布尼兹公式计算 


t 



a 


e" 0:r co3 8xdx —— 

0 p a 2 + 俨 


为了计算 （2)， 我们记 



„sin Px, 

■ - -- U»V 






对办求导得 


I f (J?) 



a;r cos fixdx 


a 


0 


2 


+ P Z 




这里在积分号下求导是允许的，因为求导后的积分对月是 
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致收敛的（维尔斯特拉斯判別法).求解微分方程 


可得 

%. 


厂❿ 







/( 万 ） =are tg[+C 9 

a 


因为/(0>=：0,所以 C = 0. 我们得到 



ax sin J3x 



dx = arc 


tg 4- 


为了计算 （3)， 可以在上式中让 a — 0+取极限，这样得到 



3 2^dx 




2 7 
0, 



如果万 >0, 


如果卜0, 
如果万 <()• 


—我们用到这样的事实：因为积分 




sin fix 



dx = 




sin fixdx 


对 a >0 —致收敛（狄里克莱判别法)，这积分是参变元 a >0 的连 
续函数，所以有 


1 士 ， si ^=r 


这例子中的积分 



0 


3 ^ dx f 
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不允许在积分号下对 参数# 求导 • 否则就要得到发散的积分 



cosjSxdx. 


0 


为了克服这一困难，我们弓(入一个“收敛 因子〃 


(«> 0 ) 


先来考察这样的积分 



0 


nin 


引入“收敛因子”是计算广义积分时常常用到的一种方法， 


例6 试计算积分 


m 


cos2 办 dx. 


解 我们记 


im 





cos 2^xdx m 


对参数3求导得到 


尸 09) = - j 2Jce-* 2 8in2j5jedjc # 


用分部积分法计算得 


（卢）=办 


-2 矸 


e 


m 


0 


cos2j8x dx 


-2以05), 


通过解微分方程 
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我们得到 


m - -2 陶）， 


1(3) =Ce •存 




因为（参看第十三章§5中的例 8) 


所以 




/( 0 )=丨 e^^dx 

0 2 


C 



我们最后得到 




cos25xd 
0 2 


$ 


例 7试计算拉普拉斯 ( Laplace ) 积分 



cos Bx . 
— ,~~ ^~ax 


+ 


和 


xsinjSXj 


解 我们记 




Jm 


f^x 
J 0 a 


sin 

! + x 2 • 


对于积分 


(3-3) 



rh 



是一致收敛的 • 事实上，因为 


d / x \ — a 2 - x 2 
dx \a 2 + x 2 / (a 2 + x 2 ) zf 


所以函数 

x 

a 2 + x % 

对于 x > a 是单调下降的，并且显然有 



另一方面，容易看出 


. 



sin ^xdx 


0 


4 




根据狄里克莱判别法，我们断定积分 (3-3) 是一致收敛的 • 下面 
计算 im 的1阶和 2 阶导数.在积分号下求导一次，我们得到 


㈣ 峰 

再在积分号下求导是不允许的*我们采取以下办法克服这一困 
难，已经知道（见例5 ) 


(3-5) 



将 (3.4) 式与 （3.5) 式相加就得到 


(3-6) 

将 (3.6) 
(3.7) 


厂09) 



2 





0 x(a 2 + x 2 ) 


dx 


式对求导，我们得到 




Z 


i ( By . 


这微分方程的通解是 
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因为 




dx 


n 


'Jo 一蘇， 

lim / = 0, 


所以 


C t =()• 


再让 A —0 + , 我们求得 


lim/= lim • ' °° cos ^ 


P 



=iim I - 「 jjg = 

卜 0 + J 0 Q 2 + X 2 J 0 Q 2 + 3C 2 



dx 


n 

2a 


因而 


n 

冊 

2 o 


我们最后求得 


I 


% 

' — G 

2a 


P 


9 



dl 

d ? 


Jt 




e 




m 


§4 r 函数与 b 函数 

“阶乘” 本来只对非负整数有定义： 

0! =1 ， nj =[(n - 丄） j] • 打 • 

借助于含参变元的积分定义的厂函数，可以看成“阶乘”的推 

广. 


定义 1 含参变元的广义积分 
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C4.D rv-^^dt 

Jo 

定义了参变元 X 的一个函数 

rex ) -J 

我们把这一函数叫做 r 函数 （ Gamma 函数）， 

引理1 r 函数在 (0,+ co ) 有定义并且连续. 

证明因为 （4.1) 中的积分对^>0收敛，所以 r 函数对 
Jf >0 有 定义. 又因为 （4.1) 中的积分对 xe [5,+00) —致收敛 
(5 可以是任意小的正数)，所以 r 函数对 x >0 连续， □ 

弓 I 理2设 fl < A ， 函数 /( t ) 和⑽)在 0, A ] 连续，并且 

f(o>o 9 £f(o>o, 

如果 

A >0, 从 >0， A + /* = l , 

那么 

[ A (/(0) A C^(0)Mi 


0( ⑽ Hf > odt )'. 

证明对于 w >0, A >0, /^>0, A + M = l , 我们有这 

样的不等式 

. " 

+ fiv m 

事实上，如果记^00 = - lnx ， 那么就有 




X 2 


> 0 . 


我们看到，在区间 （0,+0 O ) 上 J ( X ) 是凸函数，因而对 U >0 和 
p >0 有 
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<P(Xu+f^v) < 又妒 （ u) + 00• 

这也就是 

u x v M ^./ t u + fj > v , 

对于 W ：=0， v >0, 或者 w >0 ，V = 0, 或者 w = y = 0 的情形，上 
面的不等式显然也成立. 

我们记 

_ | 

F - I f (Odt ， G=f g(0dt 9 

J a f a 

1 (t) = -~f (t), 9 (t) = ^~g (t) # 

C/ 

于是有 

h 

(ht)y(ht)v (.0 + ^9 co. 

上式两边从 a 到 a 积分就得到 

J: (⑽) A (歹⑴”由 

}(0dt + fi\ A §(t)dt 


由此得到 

这就是 


t 

I 

A a (0) x (9(0)^ dt ^ F ^ G \ 

a 

a 

<fX(fX □ 


下面的定理描述了 r 函数的基本特征， 
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定理 1 r 函数具有以下基本性质: 

(1) rw > o , v ^ e ( o , + oo ), 

rci) 


(2) rcac + i) -xrw, v:e(o ， +oo)j 

(3) InrOO 在 （0，+ oo ) 是凸函数， 

证明性质 a ) 可以从 r 函数的定义直接看出 • 性质（2> 
可利用分部积分法验证： 

r(x + l) = rVe-^dt 



_ t x e - 




t x ^ x e ^ ( dt = x 尸 （ x ) 



为了证明性质 (3), 我们将利用引理2中的不等式.对于 A > a > O r 

a>o, m>o, a + m = i, x>o 9 灰 >o ， 应有 



V- 


*dt 





O 1 


dt 



t y ' 


dt 




m 


a 


dt 


在上式中让 s 一0 +， A —+ oo ， 就得到 

f + oo / f+«> \ X / f+ oo \ P 

即 

r ax + m < cr w 

由此又得到 

Inf (Ax + ^XAlnr(x) + "In 尸 ⑻ • □ 

推论 r(n + l ) = n \, v « eN * 

波尔 ( H . Bohr ) 与莫勒儒普 ( J . Mollemp 〉 发现，定理 1 中的三 
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条性质完全决定了厂 函数。 

定理2 ( Bohr - Mollerup ) 如果定义于 （ 0 , + 00) 的函数/ 
满足以下条件： 

■ 

■ 

(1) /(尤）>0, v ^ e (0 , + oo >, /(1)* | 9 

(2) /( m ) =工/(乂 )，V ( 0 , + oo ), 

(3) ln /( x ) 是凸函数， 

那么必有 

/00 = 尸 (X )， v^e ( 0 , 

证明我们记 

识 ( x ) = ln /( x ). 

由条件（1>和 （2) 可得： 

f(n + l) =nj , 

(4.2) « P(n + 1) = ln ( n !), 

f(x + n + 1) = (x + rz) ••• (x + l)x/(ac), 

■ 

(4.3) 炉 (x + n + l ) + ln[x (x + 1) (x + n ) ] # 

因为 *00 是凸函数（条件 (3)), 所以对于 xe (0, l ] 应有 


y(n + 1) — 炉 (n) <p (X + n + 1) — y (n + 1> 

(n + 1) - n (x + n + 1) - (n + 1) 

^^(n + 2) -y(n + l) 

^ (n + 2) - （n + 1) ’ 


也就是 

lnn< y(3C + n + 1) "A^Ll<InCn + 1) # 

n 

I 

由此得到 

(4.4) x lnn + ln(njXy)(x + n + l)<xln(n+ 1) + ln(n!). 


由 （ 4.3) 和 (4.4 ) 可得 
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】 n _ ra •»! — — <In —^■— 

Jn x(x + l) … （x + n) 《炉 （ x )《 ln x(x + l)^ (x + n)^ 

由此又得到 

n x * n f l 

0 《炉 00 - y ：：7 ^ - ^<^(1+—) # 

我们证明了 

■I 

^p(jc) = lim In— - ^ ，n |： - r-, 

、 n … xCx + lXx + n)’ 


(4*5) 


f (x) ; lim 



<, x(x + 1) 



••• + n) 



v^e (o , l ]. 

因为 （4.5) 与条件 （2) 完全决定了函数/，所以我们实际上已 

经证明了：满足条件（1),(2〉和 （3) 的函数是唯 一的. 因而 

/(x) ^ r(x) ， vr>o* □ 

推论对于0，我们有 


測 


r ( x ) 


lim 




(x + 1) •“（> + «) 


鲁 


我们记 


g(x) = lim 




父 O + 1) — 0 七 n) 



在定理2的证明中，已经得到 
(4.6) r { x )^ g ( x) y V^e (0，1], 


另一方面，由0的定义容易看出 
(4.7) 9 Cx + i )^ xgCx ) 9 V «>0 # 


事实上，我们有 



n x ^ 1 •«! 

(x + 1) … （x + n) (x + n + 1) 


420 



x lim 


n 


( 


x 十 1) ••• (x + n)\x + n + 



x lim 


n 


n 


:( 工 +1) ••• (x 十 n ) 


由 （4.6) 和 （4.7) 就可得到 

fM =9(x) 9 


0 * 


引理 3 对于尤 e (0，1)，我们有 


SJn Ttx = 7tx 


+ oo 

n ( 



证明我们记 


nx ) 


Inf 



1 



1 K 卜 g 


显然有 


容易求得 


垆 （ 0) - In jt 




iy ( x ) 



n 


回忆起第二十章 § 3 例 4 中的展式 


jrctgjrx 






2x 



我们得到 


¥ 


XCtgTtX - 


妒 ⑼， In 


sinnx 


x 


炉00 +c m 


0 



又可确定 


C = 0 # 



我们证 明了: 


« 







Vx €(0， l ). 


□ 


推论我们有 


3injc = xfj(l--VxeR. 


证明在上面引理中已经得到 


(4,8) 


4 - 00 

sinnx = - S), V *6(0,1). 


为讨论方便，引入记号 

A ( X ) =： ^ n(l -^ a ). 

n-i x / 

我们指出函数 a 的重要性质： 

(1) A ( O ) =* A ( l ) = 0, 

(2) A (- x )= - h ( x ) 9 V ^ ER , 

(3) A(x + l)=-A( jc), VJceR. 

性质 (1) 和 (2) 是显 然的. 为了证明性质 (3), 我们利用以下恒等式 

fl_ 1 \ 


«(« + !) 


4 T 

IT[(n + 1 +x)(n^l^x^2 


(NO 


Yl(n + x)Tl(n - xy 





WJy 


N + l+x 
一 N - x 
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在上式中让 N — oo 就得到 

A(Jc + l) - 

A 

根据 （4 d > 式与函数~的性质（1)， （2) 和 （3), 我们断定: 

sin nx = A(x), V^GR# 

这就是 



\/xeR t 


由此又得到 

VxeR. □ 

I 

定理 3 ( r 函数的余元公式） 



423 




r (x)r(i - x ) = iim 


尤(1-无 2 )(1-|^)-“(1-^} n 



l - 



X 


卞 oo 

n( 


l 



simt x 


□ 


引理 4 r (~|) = x/T. 

证明由余元公式可得: 



以下公式是勒让得 （ Legendre ) 最先提出的，所以又叫做勒 


让得公式， 

定理4 (r 函数的倍元公式) 


ri2x) 





V»>0 # 


证明这公式可以写成 

(4.9) roo = ^r(|)r (^), vx>o. 
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-f 


我们记 


fW 


分 ( 


X 



m 




为了证明等式（4.9)，只须验证 :函数 ^满足定理 2 中的三条件 

(1) 显然有 / CO >0, Vx >0, 并且 


/⑴ 


1 r(- 2 ><i)=i. 


( 2 ) 


2 怎 

/Of 十 1) 


以 ( 宁 ) 


r 


X 





2 


* 厂(宁) 


r 


X 

2 





X 




r 


© 


xfOO. 


(3) 因为 


ln/(x) = (x - l)ln2 — ln\/ n 


+ in K 蒼) 


+ lnr 




/ 


而 (x ~ l ) ln 2 - In %/ lT ， In 和都是凸函数，所以 


in /( x) 也是凸函数, 


[」 


与尸函数密切相关联的 一 个二元函数是石函数 〈 Beta 函 


数）. 
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定义 2 含参变元 x 和#的积分 


(4.10) r^- i a-o y ~ l * 

定义了一个二元函数 

= Pi *' 1 <1 - 1 ) S 

我们把这函数叫做 S 函数， 

引理5函数 SOc , y ) 对任何 X >0, JOO 有定义，并且满足 
以下条件， 

<1)丑（工，友）>0, yx 9 y > 0 9 并且 

k 

B (1， J 0 


(2) (Bx + l 9 y ) 






- B ( x 9 2/) 



(3) 对于取定的 y >0， 是变元的凸函数* 
证明 （1) 由5(6夕)的定义可知 


并且有 


BCx^y)>Q, V* ， y>0, 


=J o <l-O y ^ dt=y # 
(2) 利用分部积分法可得 
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(3) 对于又 i >0， 乂2〉0 ， Ai + 又2 = 1 和欠 i 〉0， 欠2〉0，友〉0, 

我们有 

B ( A ^ x y + X t x u y ) 

= r t x \ z \ ^ a 2 x 2" 1 (i — t) y ^ i dt 

Jo 

= l l \t x i' i (i-t)y^] Xl • r ^ 2 -id^t)V-i] A 2 d« 



( l - O y ~ l d « 



t x 2- 1 (l^t) y ^ l dt 




= (B{x u y)) % \ (B(x z ,p)) x 2 m 


由此可知 lnB ( x ， y ) 是变元 x 的凸函数， □ 

丑函数可以用 r 函数来 表示： 

定理5 对于^ >0, j />0, 我们有 




room ) 

r (x + y) 



证明对任意取定的 y > o ， 考察这样一个函 & 
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/ ⑴= 


r(x + y) B Oc ， y) 

■i— |_ ■ I -- - — - 

run 


下面证明这函数满足定理 2 中的三个条件* 
⑴显然荷/⑺> 0 , Vx > 0 , 并且 


/⑴= 


尸 （i + job ( i，jo - 

r(i/> 


yriy )- 

~ TTy ) 



y 一 



( 2 ) 


f(x + l )= 


r(x + j/-i-i)B(x + i f j/) 

r ( p ) 


(x + y ) r(x + y )^ 

二 ~ 、 T ( i ) 



- xf(x) m 

( 3 ) 对于取定的 y > 0 , 因为 lnr(x + j /) 和 ln 0 Oc , y ) 都是变元 

夂的凸函数，所以 

\nf(x) = Inf {x + y ) 十 InBOc ， j/) - inf (JO 

• -r 

也是变元 x 的凸函数. 

这样，我们证明了： /w = ru >. □ 

推论我们有 - 

(X) =B(P,x), V^>0,i/>0 ； 


( 2 ) B(x 9 1 -x) 


* 


S 1 I 13 TX 


， v ( 0 , 1 ) 


例 i 试证明 


(1) B(x $ y) 





(1 + u) x ^ y 


du ， 


i I u y ~\ 

oaTuy ^^ 
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证明在下面的积分中作变元替换 



1 


* 


+ U 


就得到 



1 


0 




dt 



(1 +u) 


du 



(l+u) x ^ 


在最后一个积分中作变元替换 


» d 



广 ―— du 

Jl (l+u)w • 


又得到 




1 (l + u ) 


du 



v y ~ 


(1 +W 


du 




这样，我们证明了 


BCx . p ) 



0 (1 +u) x 


du 




u 




0 (1+tO 川 


du 




例 2 试计算积分 



n/2 


o 


sin°x*cos fi xdx ( 3 > - 1 ,"> _ 1 ) # 


解作变元替换 h sin ^ x 就得到 
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M/2 



8in a JC®cos^xdx 




ss 




(1 -0 




dt 


2 


^ (-2^ 


a 




9 



0 + 1 


9 




对于 0 二4, 0二6 的情形，我们得到 



sin 4 x*cos 6 ^dx 


r 


5 




2 


r 


7 





2 尸⑹ 


3 k 

512 


例 3 试计算积分 



(tgjc) fl dr 


( 1 «|< 1 ). 


解我们有 



r »/2 

(tgjc) tf djc = 8in®3f*cos'°xdjc 

0 
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例 4 设 a >- 1，试计算积分 

’1T/2 

sin rt xdx 和 
Jo 

解 利用例2中的结果，我们得到 




sin xdx = 



cos*xdx 




例5最后，我们指出，半径为 r 的 n 维球体的体积 Vn ( r > 
可以表 示为： 


n/2 



事实上，在第十三章§4的例6中，我们已经求得 

V n (r) -a n r n 9 

式中的系数 a tt 满足递推关系 




sin n t dt 9 


在上面的例4中，我们又已求得 
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利用这些关系，借助于数每归纳法，就可证明 



n = 1,2, 


§5含参变元的积分与函数逼近问题 

r 

借助于含参变元的积分，我们将给出维尔斯特拉斯逼近定理 
一 个新的证明，并推广这方法证明多元函数的维尔斯特拉斯逼近 
定理. 

首先，我们定义一列函数 

〜（1 一 o ", 如果 

^n(0 = I 

1 0, 如果 | H >1， 

这里 

h 

I 

c n = J* (1 - f 2 ) n dt，n == 1,2, •••, 

引理 1 这样定义的函数序列满足以下 条件： 

( I )对任何 neN ， 函数 A ⑴在 r 上连续并且非负(即> 

0)i 

(n) r^codt^i,v«eNi 

J —oo 

(皿） 对任意取定的 5> o 都有 
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9 


Jim D n (t) dt s 0. 

\t\>S " 


证明条件 （ i ) 和 （ n ) 显然得到满足 • 下面验证条件 （ in )• 
对于任意取定的(0, u ，我们有 v 


C 


n 


(1 _f 2 ) n d« 




>{ a-^ n dt^s( 

J \ t\<6/2 \ 


ft 


4 





a-t^ n dt^2a-5 2 ) n 9 



JW 


\tl>d 


D n (t)dt 


= 0 


tl 


(1 - t 2 ) n dt 


<{ 


由此可知 


l -6 2 \ n 


又 2 

0 V l - 




t 


4 


Iim D«(Odt = 0 # □ 

tl^ + ooj I ( ^ 

引理 2 设函数 / 在 R 的任何闭区间上（常义）可积，并设 

_ 

|/(x) |<M ， v^eR. 

我们构作这样一个函数 序列： 

/n W = f fb + t)D n (t)dt 

J — oo 

X 

=/(ii)D n (w ^x)du t 

J -<» 

n = 1,2,**% 
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如果 / 在闭区间 E>_AA + A ] 上是连续的 ( A >0), 那么函数序列 
{八00}在闭区间 [ M ] 上一致收敛于函数 f ( x ). 

证明因为函数/在闭区间 O-fcj + A ] —致连续，所以对 
任意的 e >0, 存在 5 e (0， A ), 使得只要 

x ; , xeia - h > b + h 2 ,\ x / - x | <5,就有 

于是，对子 xe 04], 就有 

|/» w-/wi 

s f f(x + 0D n (0dt- f /(je)D tt (t )dt 

J - OO J • 00 

- |j (/(x + t) -/(x))D n (t)dt 

^ j |/(x + 0 — / (x) I Z) ft (f) dt 

j ^ oa 


j 

J I t |<彡 


J /(x -h t) - /(x) I D n (t)dt 



j 

Jm>s 


lf(x + 0 - fix) \D n (T)dit 


+ D n (t) dt m 

l J \ t\>s 

裉据关于 {DnG)} 的条件 （m ), 存在 weisr ， 使得只要？ on ， 
就有 

r 

2M D n (t)dt<—. 

J \ n >4 2 
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于是，只要 n >/ V ， 就有 

1/nOO - / oolo ， □ 

定理1在闭区间上连续的任何函数/，可以在这闭区间上 
闬多项式一致逼近 • 

证明必要时作适当的平移与比例变换，可设这闭区间是 

我们按以下方式扩充函数/的定义，规定 


0, 


l+2x 

1-2 P 


/( —P) 


/(X) 


f (X )， 


l -2 x 

1-2 P 




0, 


如果 K 


2, 


如果 xe -y p 」 
如果 
如果 


V 


如果 


这样扩充的函数在（-00, + CO ) 连续并且 有界. 以下，为了书写 
简便，约定把这扩充了的函数/00仍然记为 /( 幻， 

我们构作函数序列 

P+ oo 

fn( x ) = f(u)D n (^-X)du 

1 J - oo 

fWDni^-x^du f 

n = 1，2，“％ 

根据引理 2 ，这函数序列在 闭匳间 [- P , P ] 上一致收敛于 f(x) m 
下面，我们指出 | 每一个/« (幻都是多项式*事实上，对于 
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1 u i ^ 2 ? I x I 


我们有 


xj < l ， 

因而 

D n (. u - 

= oi x (1 — (u - x ) 2 ) n # 

(5.1) 

显然有 

fnW : 

= C ； 1 ^ /( ti ) (1 ~ ~ x ) 2 ) n du |l 

J 


(I - (u-x) 2 ) n = g 0 (u) + 山 （ u )x+ … +g 2 n (u)x zn m 

将这展式代入 （5.1) 就得到 

•I 

f n (x) ^a 0 -h a x x + ••• + a 2n x 2n 9 

这里 

ri/2 

Of =^n x fWdiWdu f 

J - 1/2 

* = 0,1， •”， 2 n . 


这样，我们完成了维尔斯特拉斯逼近定理的证明 • □ 

推广上面的做法，可以证明关干 m 元函数的维尔斯特拉斯逼 
近 定理. 为此，我们先来定义这样一列讲元函数 


这里 



如果 W<1， 

如果 IMI>1， 


« =〜 ，…， t m ) eR m ， 

I "= %/ _ ^ +..."+■, 
Cn^l ( 卜 ㈣ 2 ”df 

J HP <1 
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n = 1，2, •“ 



引理 3 这样定义的（爪元）函数序列 0^(0} 满足以下条 


件： 

( I )对任何 neN , 函数⑴在 R m 上连续并且非负 
(即 >0); 

(n) f m Dn(0dt vneNi 

J R m 

(!) 对任意取定的 5>0 都有 

rV 

Hm DnCOdt^O. 

11. 寸 + ㈤ J fi 11 

证明条件 （ i ) 和 （ m 显然得到 满足. 下面验证条件 （ no . 
我们约定以 V % n ( P ) 表示半径为 P 的 m 维球体的体积.对于任意取 
定的56(0,1>，显然有 



(1 - IWI 2 ) 他 

I U <1 

(1- 

8 t l ^6/2 




d<l ti<i 


a -\\ t \\ 2 ) n ^< a - d 2 ) n v m a ). 





tl>d 


Dn (0 = C 




fl 


3 < ^ ti <\ 


(l-[tl 2 ) n d« 
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由此可知 


lim f £>“0七 =0. □ 

fi4+oo J ! f I >s 

为了叙述方便，我们引入这样的记号 * 

B P ^{x^R m 丨 WOh 

仿照引理2,很容易证明下面的引理. 

引理4设函数/在 R m 的任何闭球体上可积，并设 

1 /⑺ KM ， V^eR m . 

我们构作这样一个 （m 元）函数序列 

/» CX) - f /(x + ODnCtydt 

J n m 

- /(ti)Dn( u —x)du , 

J R m 

n = 1，2,…* 

如果 / 在闭球体 丑 i 是连续的(00)，那么函数序列{八 00} 
在闭球体仏上一致收敛于函数八夂)* 

下面，我们陈述并证明关于 m 元函数的维尔斯特拉斯逼近定 

理* 

定理2在《维闭球体 B 〃上连续的任何函数/,可以在这闭 
球体上用多项式一致逼近 • 

证明必要时作适当的比例变换，可设 

P <1. 

我们按以下方式扩充函数/的定义，规定 
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t 


J ( x ) 


/⑻， 


1 " 2 1 | ^ 11 
1 一 2P 


如果 



px 



如果/ 


2 


0 , 


如果 


这样扩充的函数在 R m 上连续并且有界*以下，为了书写简便， 
约定把这扩充了的函数 J 5 (幻仍然记为 /00. 

我们构作 （m 元）函数序列 


/nW ^ m fWDn(U-X^du 

lfi m 

= f(ti)Dn(»-^du 9 

J lug < 1/2 


n = 1 ， 2 ，-% 

根据引理 4, 这函数序列在闭球体•上一致地收敛于 /OO, 很 
容易看出：这函数序列的每一项八(幻都是 m 元多项式. □ 
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后 记 


教师总想多写点、多讲点，但受时间限制，免不了要忍痛割 
爱.用三学期时间教这三册书，当然是紧 一点. 书中已经有一部 
分材料列入了 附录. 实际讲课时还可以裉据实际情况作更多的剪 
裁省略.例如，书中介绍重积分的变元替换公式时，先叙述定 
理，接着用一大堆例题帮助学生掌握运用，最后才是定理的证 
明.如果时间不够，就可以把最后的证明略去不讲（好的学生自 

己会去看 的）. 

微积分的创立是人类思想史上光辉灿烂的成就.为了让学生 
在学习过程中就能感受到这一点，就必须讲一些重要的应用•记 
得自己当学生的时候，就曾产生过这样的疑惑：花费这么多的时 
间和精力学微积分，学完之后究竟能做哪些事？好象除了求极 
值、求面积体积而外，就什么也不 会了. 笔者写这套书，就是想 
或多或少改变一下这种状况.书中有些内容在后继课程中还要深 
入讨论，讲的时候当然可以简略一些. 

从编写教学改革实验讲义到整理改写成书，前后花费了五年 
最宝贵的时间.笔者做这件事可以说是“知其不可为而为之”. 
明知是“吃力不 讨好％ 却硬着头皮做了，也许是因为想起了自己 
的学生时代.每当学到某处，因为教材上说得不清楚，害得学生 
花费很多时间最后才弄明白“原来不过如此”的时候，总是希望 
有一本更可心的书.当了教师之后才知道，要想把书写得清楚明 
白，绝对不是一件容易的事情.有时候费了半天口舌，本想把事 
情说得更清楚一点，反而更让人糊涂了，写这书已经费了这么多 
事，究竟效果如何，也只能留给学生们与教师们去评论了.《江 
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楼梦》作者的诗句道出了每一位用心血写书的人的感 慨:“ 都云作 


者痴，谁解其中味 




写书总有许多细人除了在本书第一册前言中提到 



的那些领导和同而外，笔廣还应 I 本书责任编辑刘勇同志表 
示特别的感谢 • 保裔高度:_芯和工 I 效率才使得本书得以早日 

与读者见面.> ， 

还有一件事成了丰书第奸 7 印前最后一次重大的改动， 
为此笔者应感谢自己的)^玉_士*他在北京大学完成博士后 



阶段的研究工作之后到清华大学任教.我们曾经有几次长谈，讨 
论微积分的教学问题。有一次谈到空间区域中曲线积分与路径无 
关的条件.传统的教材在这里引入了 “曲面单连通”的概念.这 
种单连通性要求区域中任何一条分段连续可微的简单闭曲线都能 
作为某一块分片连续可微的可定向曲面的边界.王铎尖锐地批评 
道 :“学 生根本不可能检验一个区域是否曲面单连通的，他们做题 
时唯一的办法就是根本不验证条件 • ”传统教材引入“曲面单连 
通”这一概念是因为讨论中要用到斯托克斯公式.为了可用公式 
就加上公式所要求的条件，根本没有考虑学生做题时怎样去检验 
这条件 • 任意的一条分段连续可微的“简单”闭曲线，其形状可 
以是千奇百怪的，在空间中甚至可以打出各种漂亮而复杂的纽结 
来（这样的纽结可以有无穷多种不同的类 型). 面对如此复杂的 
情形，学生又怎样去判定是否任何一条这样的曲线都可作为某类 
曲面的边界呢？作为基础课，虽然不可能处处作出很严密的论 
证，但至少要有一个形象直观的判别办法，或者吿诉学生一个能 
据以判定的准则.出于以上这些考虑，笔者对传统教材关于这问 
题的讲法作了根本性的更改，敬请读者予以指正. 

a 


笔者 

1990年岁末于北京大学蔚秀园 
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